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VORWORT. 

Bei  der  Herausgabe  des  vorliegenden  Bandes  von  Felix  Kl  eins  ge- 
sammelten mathematischen  Abhandlungen  sind  dieselben  Prinzipien  befolgt 
worden,  die  in  dem  Vorwort  des  ersten  Bandes  als  maßgebend  aufgestellt 
wurden.  Die  Anordnung  der  einzelnen  Abhandlungen  ist  wieder  nach  sach- 
lichen Gesichtspunkten  und  in  den  einzelnen  so  entstehenden  Abschnitten 
chronologisch  ;trfolgt.  So  umfaßt  der  zweite  Band  drei  ziemlich  lose 
nebeneinanderstehende  Hauptabschnitte.  Der  erste  bringt  die  Abhandlungen 
Kleins  zur  Gestaltenlehre  algebraischer  Gebilde  und  Analysis  Situs,  sowie 
einige  Aufsätze  erkenntnistheoretischen  Inhaltes,  welche  die  Bedeutung  der 
Anschauung  für  die  mathematische  Forschung  beleuchten.  Im  zweiten 
Abschnitt  sind  die  Arbeiten  über  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen 
und  ihre  Anwendung  auf  die  Lehre  von  der  Auflösung  algebraischer  Glei- 
chungen vereinigt,  insbesondere  die  auf  die  Lehre  von  den  regulären  Körpern 
bezüglichen;  dagegen  sollen  die  Arbeiten  über  unendliche  Gruppen  linearer 
Substitutionen  sowie  diejenigen  über  endliche  Gruppen,  in  denen  diese 
mittels  der  Methoden  der  Funktionentheorie  (speziell  der  Lehre  von  den 
elliptischen  Funktionen  und  Modulfunktionen)  aufgestellt  werden,  erst 
im  dritten  Bande  folgen.  Der  dritte  Abschnitt  enthält  Beiträge  zur  mathe- 
matischen Physik,  nämlich  einerseits  Arbeiten  über  lineare  Differential- 
gleichungen, speziell  Lame  sehe  Funktionen,  hypergeometrische  Funktionen 
und  die  sie  betreffenden  Oszillationsfragen  und  andrerseits  Aufsätze  über 
verschiedene  Gegenstände  der  allgemeinen  Mechanik.  Jedoch  muß  gesagt 
werden,  daß  bei  den  Arbeiten  über  lineare  Differentialgleichungen  die  Ab- 
grenzung gegen  Band  3  sich  nur  künstlich  bewerkstelligen  ließ,  indem  hier 
wesentlich  die  Realitätsuntersuchungen  gebracht  wurden,  während  die  all- 
gemeinen Fragen  der  Funktionentheorie  noch  nach  Möglichkeit  zurück- 
geschoben wurden,  wodurch  dann  Band  3  einheitlicher  wird. 

Zur  Vorbereitung  für  den  Wiederabdruck  der  im  vorliegenden  Bande 
vereinigten  Abhandlungen  hat  Klein  wieder  vor  einem  kleinen  Kreise  von 
Zuhörern  Vorträge  über  die  in  Betracht  kommenden  Gebiete  seiner  Pro- 
duktion, sowie  über  die  Beziehung  seiner  Arbeiten  zu  denen  von  Freunden 
und  Schülern  gehalten.  Aus  diesen  Vorträgen  sind  dann  wesentlich  die 
Vorbemerkungen  zu  den  genannten  Abschnitten,  sowie  die  Zusätze  und 
Bemerkungen  zu  den  einzelnen  Arbeiten  entstanden.  In  einigen  dieser 
Zusätze  ist  es  Klein  gelungen,  etwelche  der  in  seinen  Abhandlungen  noch 
ungeklärt  gebliebenen  Fragen  weiter  zu  fördern. 
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IV  Vorwort. 

An  die  Stelle  von  Ostrowski,  der  als  wissenschaftlicher  Hilfsarbeiter 
an  die  Universität  Hamburg  ging,  trat  Vermeil  als  Herausgeber  ein.  In 
zahlreichen  Besprechungen  mit  Klein  hat  Vermeil  die  Drucklegung  der 
einzelnen  Abhandlungen  vorbereitet.  Das  gesamte  Figurenmaterial  wurde 
von  ihm  nachgeprüft,  zahlreiche  Zeichnungen  neu  gezeichnet  und  eine 
größere  Anzahl  von  Figuren  überhaupt  erst  dieser  Gesamtausgabe  eingefügt. 
Einige  ergänzende  Bemerkungen,  besonders  eine  größere  zur  Gestaltenlehre 
der  Flächen  dritter  Ordnung,  stammen  von  ihm. 

Wir  haben  wieder  mehreren  Fachgenossen  für  die  freundliche  Hilfe,  die 
sie  uns  bei  der  Herausgabe  zuteil  werden  ließen,  zu  danken.  Frl.  E.  Noether 
hat  uns  bei  der  Durchsicht  der  Arbeiten  über  lineare  Gruppen  und  alge- 
braische Gleichungen,  sowie  bei  denen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  ihrem  Kat  wesentlich  unterstützt.  Herr  E.  Bessel-Hagen  hat  an  der 
Vorbereitung  zum  Abdruck  der  Arbeit  über  die  Gruppe  mit  168  Substitutionen 
Anteil  genommen.  Vor  allen  Dingen  aber  hat  Herr  A.  Bokowski  sämtliche 
Korrekturen  und  Kevisionen  des  Textes  mit  großer  Sorgfalt  gelesen.  — 
Herr  K.  Hensel  war  so  freundlich,  uns  den  Einblick  in  einzelne  noch  un- 
veröffentlichte Teile  des  wissenschaftlichen  Nachlasses  von  L.  Kronecker  zu 
erlauben.  Die  Firma  Charles  Scribners  Sons  in  New-York  gestattete -uns 
freundlichst  den  Wiederabdruck  der  bei  ihr  erschienenen  von  H.  B.  Fine 
ausgearbeiteten  Vorträge :  The  mathematical  Theory  of  the  Top.  Besonders 
haben  wir  wieder  der  Firma  B.  G.  Teubner  dafür  zu  danken,  daß  sie 
einige  ältere  Bände  der  Mathematischen  Annalen  der  Druckerei  als  Vor- 
lage zur  Verfügung  gestellt  hat. 

Die  Verlagsfirma  Julius  Springer  hat  trotz  der  immer  schwieriger 
werdenden  wirtschaftlichen  Lage  nicht  nur  diesen  zweiten  Band  hergestellt, 
sondern  auch  die  Herausgabe  des  dritten  (letzten)  Bandes  dieser  Gesamt- 
ausgabe übernommen,  welcher  die  eigentlich  funktionentheoretischen  Arbeiten 
,  bringen  soll.  Die  Fertigstellung  der  Gesamtausgabe  ist  völlig  sichergestellt, 
da  infolge  Entgegenkommens  der  Verlagsbuchhandlung  bereits  der  größte 
Teil  des  dritten  Bandes  gesetzt  ist.  —  Daß  der  vorliegende  zweite  Band 
nicht  minder  würdig  ausgestattet  ist  als  der  erste,  wird  jeder  Benutzer 
sofort  sehen.  Die  Verlagsfirma  hat  in  der  Tat  allen  unsern  Wünschen 
und  Anregungen  in  entgegenkommendster  Weise  entsprochen.  Die  Firma 
Julius  Springer  hat  so  durch  Herausgabe  dieses  zweiten  Bandes  aufs 
neue  bewiesen,  daß  sie  trotz  aller  sich  häufenden  Hemmungen  bemüht  ist, 
das  Ansehen  und  die  Geltung  der  deutschen  Wissenschaft  zu  erhalten  und 
zu  fördern.     Sie  kann  des  Dankes  aller  Mathematiker  gewiß  sein. 

Braunschweig  und  Göttingen,  im  Juni   1922. 

Die  Herausgeber. 
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Anschauliche  Geometrie, 


Vorbemerkungen  zu  den  Arbeiten  zur 
anscliauliehen  Geometrie. 


Untersuchungen  über  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Kurven  und  Flächen, 
überhaupt  die  im  Räume  gedeuteten  Gebilde  der  Analj-sis,  haben  mich  von  je  besonders 
interessiert.  Den  ersten  Anstoß  zu  einschlägigen  Arbeiten  hat  mir  noch  während  meiner 
Bonner  Studienzeit  meine  Assistententätigkeit  bei  Plücker  gegeben.  Hieran  knüpft 
das  weiterhin  an  erster  Stelle  abgedruckte  Stück  XXXIV  unmittelbar  an.  Plücker 
selbst  hatte  seine  Modelle  von  Komplexflächen  nach  geeigneter  Annahme  der  in  der 
Gleichung  vorkommenden  Konstanten  nur  erst  empirisch  aus  den  Gleichungen  der 
horizontalen  Schnitte,  bez.  der  durch  die  2r- Achse  hindurchgehenden  „Meridianschnitte" 
konstruieren  lassen.  Hierbei  hatte  ich  ihm  als  Assistent  zur  Hand  zu  gehen  und  habe 
danach  in  dem  zweiten,  von  mir  1869  herausgegebenen  Teil  von  Plückers  „Neuer 
Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf  die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raum- 
element" eine  Übersicht  über  die  zunächst  in  Betracht  kommenden  Flächenarten  ge- 
geben. Im  Gegensatz  dazu  sind  die  hier  unter  XXXIV  besprochenen,  1871  von  mir 
herausgegebenen  Zinkmodelle  geometrisch  konstruiert  worden,  indem  ich  die  Ebenen 
benutzte,  welche  die  Flächen  nach  Erstreckung  ganzer  Kegelschnitte  berühren.  Hierbei 
ist  mir,  wie  schon  S.  ()0  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Gesamtausgabe  erwähnt, 
in  hervorragender  Weise  mein  Freund  Wenker  behilflich  gewesen.  Wir  haben  dabei 
insbesondere  auf  das  Modell  der  allgemeinen  Komplexfläche  eine  ganz  außerordent- 
liche Mühe  verwandt,  indem  wir  uns  einen  Fall  aussuchten,  welcher  keinerlei  besondere, 
den  Überblick  und  gleichzeitig  die  Konstruktion  erleichternde  Symmetrien  besaß. 
Bei  den  anderen  Modellen  ist  dieses  Prinzip,  welches  sich  weiterhin  als  nicht  zweck- 
mäßig erwies,  bereits  verlassen.  Im  übrigen  ist  auch  ihre  Anfertigung  nur  erst 
Pionierarbeit  gewesen,  d.  h.  ein  erstes  Eindringen  in  ein  noch  recht  unbekanntes  Ge- 
biet. Die  allgemeine  Erfassung  der  für  dieses  maßgebenden  gestaltlichen  Verhältnisse 
hat  sich,  wie  aus  XXXIV  hervorgeht,  nur  erst  allmählich  durchgesetzt,  wobei  mein 
alter  Schüler  Rohn  das  Beste  getan  hat. 

Einen  wesentlichen  Impuls  hatten  meine  hier  in  Betracht  kommenden  Bestrebungen 
auch  dadurch  erhalten,  daß  ich  Pfingsten  1868,  gelegentlich  der  damaligen  Zusammen- 
kunft von  Mathematikern  auf  der  Bergstraße,  das  später  vielbesprochene  (auch  noch 
ganz  unsymmetrische,  durch  empirische  Konstruktion  hergestellte)  Modell  Christian 
Wieners  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  reellen  Graden  hatte  kennen  lernen. 
Erst  später  habe  ich  dann  —  1870  in  Paris  durch  Besichtigung  der  Sammlungen  des 
Conservatoire  des  Arts  et  Metiers  und  bald  hernach  durch  Besuch  der  technischen 
Hochschulen  in  Darmstadt  und  Karlsruhe,  —  den  ganzen  Umfang  der  Vorarbeiten 
orfaßt,  welche  die  darstellenden  Geometer  zwecks  anschaulicher  Erfassung  höherer 
Raumgebilde  schon  damals  geleistet  hatten. 

Jedenfalls  stand  bei  mir,  als  ich  mich  1871  in  Göttingen  habilitierte,  bereits  fest, 
daß  ich  auf  diesem  Gebiete  werde  weiter  arbeiten  müssen.  Diese  Absicht  wurde  in 
lebhafter  Weise  von  Clebsch  unterstützt,  der  im  Sommer  1872  selbst  in  gleicher 
Richtung  einsetzte,  indem  er  durch  den  von  Zürich  herübergekommenen  Ad.  Weiler, 
der    die  Tradition  von  Fiedler  mitbrachte,  die  zu  einem  reellen  Pentaeder  gehörige 
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Diagonalfläche  dritter  Ordnung  konstruieren  ließ,  welche  27  reelle  Gerade  in  über- 
Bichtlicher  Gruppierung  aufweist.  Clebsch  hat  damals  auch  Rodenberg  zu  seinen 
von  der  Pentaedergleichung  ausgehenden  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Ge- 
stalten der  F^  angeregt;  Rodenbergs  Göttinger  Dissertation  ist  freilich  erst  1874 
erschienen  und  seine  abschließende  Arbeit  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen  (1878),  die  1882 
zur  Veröffentlichung  einer  vollen  Serie  von  Modellen  der  F.^  im  Verlage  von  L.  Brill  in 
Darmstadt ^)  führte,  bereits  durch  meine  eigenen  Untersuchungen  von  1872 — 73  (siehe 
unten  Abb.  XXXV)  beeinflußt.  Mein  Ausgangspunkt  war,  daß  ich  zunächst  die  F^  mit 
vier  reellen  Doppelpunkten  konstruierte  und  aus  ihr  allgemeinereFlächen  durch  kontinuier- 
liche Änderungen  herstellte.  Über  die  Tragweite  dieses  Verfahrens  (s.  u.)  konnte  ich 
mich  noch  in  derselben  Sitzung  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  äußern 
(August  1872),  in  der  Clebsch  das  fertige  Modell  seiner  Diagonalfläche  vorlegte 
(Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  403). 

Über  die  weitere  Entwicklung  und  innere  Verknüpfung  meiner  hierher  gehörigen 
Spezialuntersuchungen  (vgl.  Abh.  XXXV  u.  f.)  wird  weiter  unten  noch  einiges  Nähere 
gesagt.  Hier  werde  beiläufig  der  damit  parallellaufenden  organisatorischen  Bestrebungen 
gedacht,  die  damals  von  vielen  Seiten  mit  Eifer  aufgenommen  wurden.  Ich  selbst 
habe  mich  gleich  in  meiner  Erlanger  Antrittsrede  (Dez.  1872)  für  die  Einrichtung 
einer  mathematischen  Modellsammlung  und  zugehöriger  Zeichensäle  (N.B.  auch  an 
der  Universität)  nachdrücklich  eingesetzt.  Bald  darauf,  Ostern  1873,  konnte  mit  der 
damals  in  Göttingen  abgehaltenen  Mathematikerversammlung  bereits  eine  erste  Aus- 
stellung mathematischer  Modelle  verbunden  werden.  Eine  systematische  Ausgestaltung 
nahmen  die  Dinge  insonderheit,  als  ich  von  1875—80  an  der  Münchener  technischen 
Hochschule  mit  A.  Brill,  der  aus  Darmstadt  kam,  zusammenwirken  durfte.  Nun  wurde 
ein  eigenes  mathematisches  Laboratorium  eingerichtet,  dessen  Leitung  A.  Brill  über- 
nahm und  aus  dem  eine  große  Zahl  der  im  Verlage  seines  Bruders  L.  Brill  bald  er- 
scheinenden Modelle  hervorgegangen  ist.  Als  ich  Herbst  1880  an  die  Universität 
Leipzig  übergesiedelt  war,  habe  ich  dort  diese  Bestrebungen  fortgesetzt,  wobei  W.  Dy  ck, 
der  schon  in  München  mein  Assistent  gewesen  war,  meine  beste  Hilfe  wurde.  Nach- 
dem Dyck  1884  als  Nachfolger  von  Brill  an  die  Münchener  Technische  Hochschule 
berufen  war,  hat  dort  die  Entwicklung  gesteigerten  Fortgang  genommen.  Einen  Höhe- 
punkt derselben  bezeichnete  die  wesentlich  durch  ihn  namens  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung zusammengebrachte  Münchener  Ausstellung  von  1893,  über 
deren  reichen  Inhalt  ein  umfangreicher,  von  ihm  zusammengestellter  Katalog  Aus- 
kunft gibt,  dessen  Vertrieb  später  B.  G.  Teubner  übernahm.  Parallel  damit  hat 
auf  der  Weltausstellung  zu  Chicago  eine  ebenfalls  von  Dyck  vorbereitete  Aus- 
stellung deutscher  mathematischer  Modelle  stattgefunden,  die  ich  als  Kommissar  des 
preußischen  Unterrichtsministeriums  zu  erläutern  hatte.  Gegenwärtig  entbehrt  wohl 
keine  deutsche  Hochschule  mehr  einer  bez.  Sammlung.  Auch  bot  die  von  A.  Gutzmer 
und  M.  Di  stell  gelegentlich  des  ersten  in  Deutschland  abgehaltenen  Internationalen 
Mathematischen  Kongresses  1905  in  Heidelberg  veranstaltete  Ausstellung  vieles  Neue. 
Immerhin  muß  man  sagen,  daß  die  ganze  hiermit  gemeinte  Bewegung  unter  dem  Ein- 
fluß der  in  den  Vordergrund  getretenen  mehr  abstrakten  mathematischen  Tendenzen  in 
den  letzten  20  Jahren  etwas  abgeflaut  hat.  Um  so  mehr  sollte  ihrer  hier  gedacht 
werden").  Wenn  man  an  den  folgerichtigen  Fortschritt  der  Wissenschaft  glaubt,  so 
ist  sicher,   daß  sie  als  wesentlicher  Bestandteil  in  neue  Entwicklungsphasen  eingehen 


^)  Später  M.  Schilling,  Leipzig. 

-)  Wie  sich  dieselbe  in  die  allgemeine  Entwicklung  unseres  neuzeitlichen  Hoch- 
schulwesens einordnet,  schildert  in  übersichtlicher  Weise  W.  Lorey  in  seiner  Abhand- 
lung über  das  Studium  der  Mathematik  an  den  deutschen  Universitäten  (Bd.  III  1, 
II  der  von  mir  im  Auftrage  der  Internationalen  Mathematischen  Unterrichtskommission 
herausgegebenen  Abhandlungen  über  den  mathematischen  Unterricht  in  Deutschland; 
siehe  insbesondere  S.  323—327  daselbst). 
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wird,  die  sich  jetzt  schon  vorzubereiten  scheinen.  Indem  ich  mich  so  ausdrücke,  denke 
ich  sowohl  an  den  Aufschwung  der  angewandten  Mathematik,  den  die  Neuzeit  ge- 
bracht hat,  als  auch  an  die  hochtheoretischen  Untersuchungen,  die  auf  eine  Verbin- 
dung der  geometrischen  Gestaltenlehre  mit  der  Mengenlehre  hinzielen. 

Die  soweit  skizzierte  Entwicklung  steht,  jedenfalls  was  meine  ersten  hier  ab- 
zudruckenden Arbeiten  angeht,  im  ganzen  im  Zeichen  der  projektiven  Geometrie.  Am 
meisten  Anregung  habe  ich  in  dieser  Hinsicht,  wie  noch  durch  Einzelheiten  zu  be- 
legen sein  wird,  durch  meinen  dänischen  Freund  H.  G.  Zeuthen  erhalten.  Aber  ge- 
mäß dem  allgemeinen  Arbeitsplane,  den  ich  verfolgte,  trat  schon  in  meiner  Erlanger 
Zeit  ein  neuer,  weittragender  Impuls  hinzu,  indem  ich  begann,  mich  mit  dem  Riemann- 
schen  Ideenkreis  auseinanderzusetzen.  Mich  konnte  der  nur  mehr  äußerliche  Zusammen- 
hang der  von  beiden  Seiten  her  erreichten  Resultate,  wie  ihn  C 1  e  b  s  c  h  gegeben  hatte,  nicht 
befriedigen.  Die  Zahl  'p  ist  bei  Riemann  zunächst  ein  Charakteristikum  für  den  „Zu- 
sammenhang" einer^ -»geschlossenen  Fläche.  Es  war  für  mich  ein  geradezu  quälendes 
Problem,  was  diese  Auffassung  mit  der  Gestalt  der  zugehörigen  algebraischen  Kurve 
zu  tun  haben  möchte,  und  ich  war  glücklich,  als  es  mir  gelang  (vgl.  Abh.  XXXVIII 
und  XL)  hierauf  durch  Konstruktion  der  „neuen"  Riemannschen  Flächen  eine  über- 
aus einfache  Antwort  zu  finden.  Ich  habe  diesen  Gegenstand  soweit  verfolgt,  daß  ich 
nicht  nur  den  Verlauf  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  bei  den  Kurven  dritten 
Grades  (siehe  Abh.  XXXVIII)  sondern  auch  der  zu  p  3  gehörigen  überall  endlichen 
Integrale  bei  den  Kurven  vierten  Grades  anschaulich  verstehen  und  die  gesamten 
hinsichtlich  der  Realität  der  auftretenden  Berührungskurven  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  aus  der  Figur  ablesen  konnte  (siehe  Abh.  XXXIX  und  XLI).  Für  Kurven 
n-ten  Grades  aber  habe  ich  wenigstens  die  Grundlage  für  weitergehende  Untersuchungen 
gewonnen. 

Und  doch  war  der  so  gewonnene  Kontakt  mit  dem  Riemannschen  Ideenkreise 
nur  erst  ein  vorläufiger.  Als  Definition  der  algebraischen  Kurve  galt  noch  immer  ihre 
Gleichung,  bez.  die  gesetzmäßige  Erzeugung,  nicht  die  Rie man nsche  Fläche  als  solche. 
Ich  habe  den  Übergang  zu  dem,  was  ich  den  „echten"  Riemann  zu  nennen  pflege, 
also  die  Benutzung  des  Riemannschen  Existenztheorems  unmittelbar  von  der  Fläche 
aus,  erst  von  1877  an  vollzogen,  als  sich  meine  Arbeiten  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen  zuzuwenden  begannen.  Hiervon,  und  von  der  maßgebenden  Rolle, 
welche  dabei  für  mich  nach  wie  vor  konkrete  geometrische  Figuren  spielen,  wird 
erst  im  folgenden  (letzten)  Bande  der  Gesammelten  Abhandlungen  im  Zusammenhang 
die  Rede  sein.  Nur  einiges  wenige  wird  im  gegenwärtigen  Bande  (in  Abh.  XLII),  weil  es 
den  Resultaten  nach  mit  den  vorangehenden  Abhandlungen  unmittelbar  zusammen- 
hängt, vorweg  genommen.  Hierdurch  ensteht  eine  gewisse  Diskontinuität  der  Dar- 
stellung, die  ich  zu  entschuldigen  bitte.  Im  übrigen  aber  möchte  ich  folgendes  aus- 
führen : 

Unabhängig  von  dem  Wechsel  der  logischen  Grundlagen  ist  hier,  wie  schließlich 
in  allen  meinen  Untersuchungen,  die  Arbeit  mit  der  räumlichen  Vorstellung  als  solcher, 
d.  h.  die  geometrische  Phantasie  das  Hauptinstrument  geblieben,  dessen  ich  mich  zur 
Erfassung  der  tatsächlichen  Beziehungen,  wie  zur  Aufsuchung  neuer  Resultate  bediente. 
Die  hierdurch  gegebene  Denkweise  habe  ich  dann  auch  1893  in  den  Vorträgen,  die 
ich  im  Anschlüsse  an  die  Chicagoer  Weltausstellung  an  der  Northwestern  University 
in  Evanston  über  die  damals  besonders  interessierenden  Fragen  der  mathematischen 
Wissenschaft  hielt"'),  vorangestellt.  (Vgl.  auch  Abh.  XLVI.)  Sie  bildet  zugleich  das 
einigende  Band  für  die  kleineren  Veröffentlichungen,  die  ich  weiterhin  unter  den 
Nummern  XLIII— XLIV  reproduziere. 


^)  Lectures  on  Mathematics,  reported  by  Alexander  Ziwet.  (The  Evanston  Col- 
loquium.)  New  York  und  London,  1894  [Macmillan].  Neuer  Abdruck,  besorgt  von 
der  American  Mathematical  Society,  New  York  1911.  Französische  Übersetzung  von 
M.  L.  Lau  gel,  Paris  1898. 
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Die  hiermit  ausgeßprochene  Wertschätzung  der  geometrischen  Anschauung  schließt 
nicht  aus,  daß  ich  die  Mängel,  die  ihr  als  Beweismittel  anhaften,  immer  lebhaft 
empfunden  habe.  Nach  dem  Widerstand  zu  schließen,  den  ich  damals  in  meiner  nächsten 
Umgebung  fand,  bin  ich  wahrscheinlich  einer  der  Ersten  gewesen,  welcher  die  Ungenauig- 
keit  der  Anschauung  sowohl  für  das  sehr  Kleine  wie  für  das  sehr  C4roße  zur  Sprache 
brachte.  Man  vergleiche  den  unten  folgenden  Aufsatz  XLV  vom  Jahre  1873.  Die 
Existenz  stetiger  Kurven  ohne  Differentialquotienten,  die  Berechtigung  der  nicht - 
euklidischen  Auffassungen  andererseits,  waren  die  Probleme,  die  uns  damals  besonders 
bewegten.  Ich  versuchte,  nicht  nur  die  logische  Zulässigkeit  der  bezüglichen  Theorien, 
sondern  ganz  besonders  auch  ihre  Verträglichkeit  mit  der  richtig  verstandenen  An- 
schauung klar  zu  stellen.  In  meiner  zusammenfassenden  Vorlesung  von  1901,  von  der 
in  den  Bemerkungen  auf  S.  212  die  Rede  ist,  habe  ich  in  Fortsetzung  der  damaligen 
Überlegungen  den  heute  vielgenannten  Gegensatz  von  Präzisionsmathematik  und  Ap- 
proximationsmathematik an  die  Spitze  gestellt.  Die  Kritik,  der  die  Genauigkeit  unserer 
Raumanschauung  unterliegt,  hat  ja  die  reinen  Mathematiker  in  der  Neuzeit  vielfach 
dazu  geführt,  sie  aus  den  mathematischen  Betrachtungen  überhaupt  auszuschalten. 
Dem  gegenüber  habe  ich  immer  daran  festgehalten,  daß  die  Anschauung  gerade  auch 
in  der  Mathematik  als  eine  unserer  wichtigsten  Fähigkeiten  angesehen  und  gepflegt 
werden  muß,  indem  wir  sie  durch  bewußte  Erziehung  vervollkommnen.  Erst  hier- 
durch treten  für  mich  die  Bereiche  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  ein 
klares  gegenseitiges  Verhältnis.  K. 


XXXn.   Vier  Modelle  zur  Theorie  der  Liiiienkomiilexe 

zweiten  Grades. 

[  Aus  dem  Katalog  uj athematischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumente.   Herausgegeben 
im  Auftrage  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  von  W.  Dyck  (1892). J 


Bekanntlich  hat  Plücker  in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  bei 
seinem  Studium  der  Linienkomplexe  zweiten  Grades  zahlreiche  auf  deren 
Theorie  bezügliche  Modelle  anfertigen  lassen.  Das  allgemeine  Interesse 
an  den  wirklichen  Gestalten  auch  komplizierterer  Flächen  war  ihm  aus 
seiner  physikalischen  Beschäftigung  erwachsen^);  die  nähere  Gliederung 
seiner  Ansätze  habe  ich  hernach,  so  gut  das  unter  Benutzung  des  Nach- 
lasses gelingen  wollte,  in  der  1869  erschienenen  zweiten  Abteilung  der 
„Neuen  Geometrie  des  Baumes"  zur  Darstellung  gebracht.  Die  so  auf 
Plücker  selbst  zurückgehenden  Modelle  bildeten  indes  keine  vollständige 
Serie,  waren  auch  im  einzelnen  ungleichwertig,  und  es  lag  gewiß  nicht  im 
Sinne  ihres  Urhebers,  wenn  dieselben  später  trotzdem  verschiedentlich  als 
zusammengehörige  Kollektion  verbreitet  worden  sind.  Ich  habe  deshalb 
im  Herbst  1871,  um  das  Wesentliche  der  Sache  herauszuheben,  von  mir 
aus  vier  neue  Modelle  der  hauptsächlichen  in  Betracht  kommenden  Flächen- 
typen veröffentlicht-),  wobei  ich  die  Verhältnisse  so  wählte,  daß  die  je- 
weils auftretenden  singulären  Punkte  und  Ebenen  sämtlich  reell  ausfielen. 
Von  diesen  Modellen  repräsentierte: 

Nr.  1  die  allgemeine  Kummersche  Fläche  (die  Singularitätenfläche  der 
Komplexe  zweiten  Grades)  mit  16  Doppelpunkten  und  16  Doppel- 
ebenen, 
Nr.  2  die  allgemeine  Komplexfläche,  d.  h.  die  Kummersche  Fläche 
mit  Doppelgerade  und  noch  acht  Doppelpunkten  und  acht  Doppel- 
ebenen, 


^)  Plücker  selbst  erzählte  mir  einmal,  daß  er  namenthch  durch  den  Verkehr 
mit  Faraday  dazu  angeregt  worden  sei;  dieser  selbst  habe  die  Modellkonstruktion 
als  Mittel  benutzt,  um  sich  als  Nichtfachmann  die  ihm  jeweils  notwendigen  mathemati- 
schen Formeln  verständlich  zu  machen. 

-)  [Diese  Modelle  sind  von  der  Firma  Joh.  Eigel  Sohn,  mechanische  Werk- 
stätten in  Köln  a.  Rh.,  zusammen  mit  einer  Beschreibung  von  mir,  herausgegeben.  K. 
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Nr.  3     die    besondere  Komplexfläche,   deren   Leitlinie   eine  Komplex- 
gerade ist  (mit  Rückkehrgerade  und  noch  vier  Doppelpunkten 
bzw.  Doppelebenen), 
Nr.  4     diejenige  Komplexfläche,   deren  Leitlinie   eine  singulare  Linie 
des  Komplexes  ist  (mit  Selbstberührungsgerade  und  noch  zwei 
Doppelpunkten  bzw.  Doppelebenen). 
Diese  Modelle  können  noch  heute  beim  Studium  der  Liniengeometrie 
wie  überhaupt   als   Beispiele   von   Flächen  höherer  Ordnung  interessieren, 
wenn  sie   leider   auch   von  dem  Mechaniker  nicht  so  sorgfältig  ausgeführt 
worden   sind,   als   dies   wünschenswert  gewesen  wäre.    Aber  man  muß  zu- 
fügen, daß  man  inzwischen  gelernt  hat,  die  bei  diesen  Flächen  vorkommenden 
Gestalten   sehr  viel  vollkommener  zu  beherrschen,  als  dies  durch  einzelne 
nach  irgend  welchem  Prinzip  herausgegriffene  Beispiele  geschieht.    Ich  habe 
1877   in  einem  Vortrage  vor  der  Münchener  Naturforscherversammlung *'^) 
darauf  hingewiesen,  daß  sich  die  sämtlichen  hier  in  Betracht  kommenden 
Flächenformen  auseinander  durch  Kontinuität  ableiten  lassen^). 

[Man  überlege  zu  dem  Zwecke,  daß  die  Komplexfläche  nicht  nur,  wie  es  bei 
Plücker  geBchieht,  als  Umhüllungsgebilde  derjenigen  einem  bestimmten  Komplex 
zweiten  Grades  angehörigen  Geraden  angesehen  werden  kann,  welche  eine  feste  Gerade 
schneiden,  sondern  gleich  der  allgemeinen  Kummer  sehen  Fläche  als  Singularitätenfläche 
je  einer  Schar  von  Komplexen  zweiten  Grades,  die  durch  ein  bestimmtes  System 
von  Elementarteilern  definiert  ist.  [Siehe  die  Ausführungen  bei  Ad.  Weiler  in  Bd.  ß 
der  Math.  Annalen  (1873).]  Alle  diese  Scharen  bilden  aber,  gemäß  der  Andeutung, 
die  in  Bd.  1   dieser  Ges.  Abhandl.,  S.  4  gegeben  ist,  ein  Kontinuum. 

Ich  mache  hier  gern  noch  eimge  Angaben  über  die  einschlägigen  topologischen 
Verhältnisse,  die  freilich  mit  voller  Lebendigkeit  nur  an  den  Modellen  selbst  erfaßt 
werden  können.  Vor  allem  muß  man  sich  daran  gewöhnen,  daß  zwei  Stücke  einer 
Figur,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ins  Unendliche  laufen,  gemäß  projektiver 
Auffassung  im  Unendlichen  zusammenhängen  und  insofern  als  ein  Stück  anzusehen 
sind.  Ich  gebe  nun  zunächst  eine  schematische  Darstellung  der  Doppelgeraden  von 
Modell  2,  bez.  ihrer  nächsten  Umgebung: 


Fig.  1. 

■')  [Amtlicher  Bericht  S.  95.] 

•)  [Der  im  Original  hier  noch  folgende  Passus  wurde  als  ungenau  beim  Wieder- 
abdruck weggelassen.    An  seine  Stelle  tritt  der  folgende  ausführliche  Zusatz.] 
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Gemäß  der  gerade  getroffenen  Verabredung  wird  man  die  hiermit  gemeinten  Verhält- 
nisse so  schildern:  Die  Doppelgerade  zerfällt  in  vier  Segmente,  von  denen  die  beiden  mit 
R  bezeichneten  Durchschnitte  reeller  Schalen  der  Fläche  sind,  während  die  mit  i  be- 
zeichneten isoliert  verlaufen.  Diese  ganze  Anordnung  entsteht  nun  als  Grenzlage  einer 
Aufeinanderfolge  von  sechs  Stücken  einer  Kummer  sehen  Fläche  vom  Typus  1,  wie  sie 
durch  folgende  Figur  gekennzeichnet  sein  soll: 


Fig.  2. 


(Ich  habe  der  Deutlichkeit  halber  noch  die  Buchstaben  a  und  h  zugesetzt,  um  die 
im  Unendlichen  zusammenhängenden  Teile  zu  kennzeichnen.)  Man  sieht:  jedes  Stück 
R  der  Doppelgeraden  von  Modell  2  entsteht  dadurch,  daß  sich  zwei  Stücke  der  all- 
gemeinen Fläche  längs  der  Doppelgeraden  verschmelzen,  jedes  Stück  i  aber  dadurch, 
daß  ein  Stück  der  allgemeinen  Fläche  zu  einem  geradlinigen  Segmente  zusammen- 
schrumpft. —  Hat  man  dies  klar  erfaßt,  so  möge  man 
das  Modell  8  aus  2,  schließlich  4  aus  '^  durch  einen  weiteren 
Grenzübergang  ableiten.  — 

Dabei  handelt  es  sich  nur  erst  um  die  ersten  Bei- 
spiele der  Grenzprozefse,  welche  die  Gesamtheit  der  bei 
den  Komplexflächen,  bez.  Kummer  sehen  Flächen  auf- 
tretenden Gestalten  miteinander  verknüpfen.  Eine  Aus- 
führung ins  einzelne  würde  schließlich  in  eine  ermüdende 
Aufzählung  auslaufen.  Daher  sei  hier  nur  darauf  auf- 
merksam gemacht,  daß  Rohn  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  18  (1881)  eine  sehr  übersichtliche  Methode  gegeben 
hat,  um  zunächst  einmal  die  sämtlichen  Gestalten  Kum- 
merscher Flächen,  die  keine  mehrfachen  Geraden  ent- 
halten, zu  überblicken.  Man  gewinnt  diese  Flächen  sämt- 
lich ( ihren  allgemeinen  topologischen  Verhältnissennach) 
aus  doppeltzählenden  Flächen  zweiten  Grades.  Will  man 
den  Typus  des  Modelles  1  bekommen,  so  hat  man  die  F.y 
geradUnig  zu  wählen  und  durch  vier  reelle  Erzeugende 
der  ersten  und  vier  ebensolche  Erzeugende  der  zweiten 
Art  in  Iß  Vierecke  zu  zerlegen,  die  man  abwechselnd 
doppelt  überdeckt  denkt,  bez.  freiläßt,  wie  dies  neben- 
stehende Figur •'^)  erläutert.  (Jeder  schraffierte  Flächen- 
teil bedeutet  ein  flachgedrücktes  Stück  der  allgemeinen  Kummerschen  Fläche.  Man 
hat  im  ganzen  acht  solcher  „tetraederförmiger"  Stücke,  die  alles  in  allem  in  16  Doppel- 


Fig.  8. 


•'')  Ich  entnehme  diese  der  S.  29  meines  Evanston  Colloquium  (dessen  4.  Vortrag 
sich  allgemein  mit  der  reellen  Gestalt  algebraischer  Kurven  und  Flächen  beschäftigte). 
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punkten  zusammenstoßen.)  Die  sonstigen  Typen  der  K um m ersehen  Fläche  ohne 
Doppellinien  erhält  man,  wenn  man  die  in  der  Figur  benutzten  Erzeugenden  nach 
Belieben  imaginär  nimmt,  ev.  auch  die  Fläche  zweiten  Grades  als  nicht  geradlinig 
voraussetzt. 

Die  Grundlage  dieser  schönen  Veranschaulichung  ist  die  Theorie  der  sechs  bei  einer 
Kummerschen  Fläche  auftretenden  linearen  Fundamentalkomplexe,  bez.  der  zehn  durch 
sie  bestimmten  Fundamentalflächen  zweiten  Grades  (Bd.  1  dieser  Ges.  Abhandl.. 
S.  58 — 68).  Von  den  Fundamentalkomplexen  können  0,  2,  4,  6  paarweise  konjugiert 
imaginär  sein,  immer  werden  sich  unter  den  Fundamentalflächen  reelle  befinden.  Nun 
ist,  nach  Vorgabe  der  sechs  Fundamentalkomplexe,  die  Kumm ersehe  Fläche  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  man  irgend  einen  Raumpunkt  als  einen  ihrer  Doppelpunkte 
nimmt.  Man  hat  diesen  Punkt  nur  wandern  zu  lassen,  bis  er  auf  eine  der  reellen  Fun- 
damentalflächen zweiten  Grades  rückt,  um  die  Kumm  ersehe  Fläche  kontinuierlich  in 
die  doppeltzählende  F..  überzuführen,  wobei  sich  im  einzelnen  die  durch  die  vor- 
stehende Figur  erläuterten  Verhältnisse  einstellen.  Alles  Nähere  wolle  man  in  der 
Abhandlung  von  Rohn  vergleichen. 

Im  übrigen  füge  ich  gern  zu,  daß  man  sich  nun  auch  die  Gesamtverteilung  der 
geraden  Linien  der  zu  einem  solchen  Grenzfall  der  Kummerschen  Fläche  gehörigen 
einfach  unendlich  vielen  Komplexe  zweiten  Grades  anschaulich  klar  machen  kann. 
Man  hat  zu  dem  Zwecke  nur  auf  die  Entwicklungen  von  Segre  in  Bd.  28  der  Math. 
Annalen  (1883)  (Note  sur  les  complexes  quadratiques  dont  la  surface  singuliere  est 
une  surface  du  2^  degre  double)  zurückzugehen.  Um  einen  der  Komplexe  zu  kon- 
struieren, greifen  wir  —  sagen  wir  bei  der  vorstehenden  Figur  —  die  vier  Geraden 
der  einen  Erzeugung,  die  wir  jetzt,  mit  Segre,  r^,  r.>,  r.^,  r^  nennen  wollen,  heraus. 
Wir  zeichnen  ferner  in  einer  beliebigen  Ebene,  welche  die  r^,  r«,  r^,  r^  in  den  Punkten 
9i}  'J>}  'Jü)  94  treffen  möge,  als  eine  erste  dem  gesuchten  Komplex  angehörige  Kurve 
irgendeinen  durch  o^,  o.^,  o.,,  o^  hindurchgehenden  Kegelschnitt.  Die  vier  Tangenten, 
welche  dieser  Kegelschnitt  in  den  Punkten  i>i,  ^0,^3,04  besitzt,  sind  „singulare  Linien" 
des  zu  konstruierenden  Komplexes.  Sie  mögen  die  Ausgangsfläche  zweiten  Grades  zum 
zweiten  Male  bez.  in  q(  ,  o./,  o^,  0/  schneiden.  Durch  diese  Punkte  laufen  auf  der 
Ausgangsfläche  vier  Erzeugende,  welche  mit  ri,ro,r3,r4  zu  derselben  Art  gehören, 
sie  mögen  (wieder  in  Übereinstimmung  mit  Segre)  mit  r[,  r',  r^,  rl  bezeichnet  sein. 
Nun  ist  die  Sache  die,  da£  für  den  zu  konstruierenden  Komplex,  der  in  einer  beliebigen 
Ebene  gelegene  Komplexkegelschnitt  sofort  angegeben  werden  kann.  Es  ist  einfach  der- 
jenige Kegelschnitt  der  vorzugebenden  Ebene,  welcher  die  Erzeugenden  r^,  r._,,  »3,  r^  trifft, 
und  übrigens  in  diesen  vier  Punkten  Tangenten  hat,   die  bez.  r[,  r^,  rg,  ri  schneiden. 

Der  Komplex  wird  gestaltlich  erfaßt,  indem  man  die  Gesamtheit  seiner  in  den 
verschiedenen  Ebenen  gelegenen  Komplexkurven  konstruiert  denkt.  Es  scheint  nicht 
unmöglich,  die  damit  gewonnene  Vorstellung  für  den  Fall,  daß  sich  aus  der  Funda- 
mentalfläche zweiten  Grades  eine  zunächst  ganz  nahe  dazu  gelegene  eigentliche  Kum- 
mer sehe  Fläche  entwickelt,  wenigstens  einigermaßen  festzuhalten.  Eine  beliebige  Ebene 
des  Raumes  wird  diese  Kumm  ersehe  Fläche  (entsprechend  den  schraffierten  Teilen 
der  Fundamentalfläche  zweiten  Grades,  welche  sie  durchsetzt)  in  vier  zunächst  sehr 
flachgedrückten  Ovalen  schneiden.  Nun  ist  als  Komplexkegelschnitt  in  dieser  Ebene 
ein  Kegelschnitt  zu  suchen,  der  diese  vier  Ovale  (jedes  einmal)  berührt  und  übrigens 
dem  Kegelschnitt  des  soeben  besprochenen  besonderen  Falles  nahe  liegt.  K.J 
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[Math.  Annalen,  Bd.  6  (1878).] 

Wenn  eine  Kurve  mit  Doppelpunkten  gezeichnet  vorliegt,  so  kann 
man  aus  ihr  Kurven  derselben  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  oder  mit  weniger 
Doppelpunkten  schematisch  ableiten,  indem  man  die  in  den  Doppelpunkten 
oder  einigen  derselben  zusammenstoßenden  Kurvenäste  durch  ähnlich  ver- 
laufende, sich  nicht  treffende  ersetzt.  Nach  diesem  ebenso  einfachen  als 
fruchtbaren  Prinzip'-^)  erhält  man  z.  B.  ohne  weiteres  die  beiden  Grund- 
formen der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  wenn  man  von  der  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  ausgeht  und  letzteren  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne  auflöst;  man  erhält  Beispiele  von  Kurven  be- 
liebiger Ordnung,  wenn  man  als  besondere  Kurve  eine  solche  zeichnet, 
die  in  lauter  gerade  Linien  zerfallen  ist,  und  auf  deren  Doppelpunkte  den 
bewußten  Prozeß  anwendet. 

Ein  ähnliches  Verfahren  ist  im  Räume  anwendbar,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  von  den  Flächen  höherer  Ordnung  eine  Anschauung  zu  gewinnen. 
Man  konstruiert  eine  besondere  Fläche  derselben  Ordnung,  die  mit  einzelnen 
Knotenpunkten  oder  auch  mit  Doppelkurven  behaftet  sein  mag,  und  leitet 
aus  ihr  eine  allgemeinere  dadurch  ab,  daß  man  die  an  die  singulären  Stellen 
hinantretenden  Flächenteile  durch  ähnlich  verlaufende  ersetzt*^). 


^)  Vgl.  eine  vorläufige  Mitteilung  in  den  Berichten  der  physikalisch-medizinischen 
Sozietät  zu  Erlangen.  Sitzung  vom  5.  Mai  1873.  [Siehe  außerdem  eine  zweite  Mitteilung, 
ebenda  vom  23.  Juni  187)1  ] 

-)  Wer  dieses  Prinzip  zuerst  verwertet  hat,  läßt  sich  bei  dessen  großer  Selbst- 
verständlichkeit wohl  kaum  feststellen.  Dem  Verf.  ist  dasselbe,  sowie  namenthch  das 
Beispiel  der  Erzeugung  einer  Kurve  n-ter  Ordnung  aus  n  geraden  Linien,  von  Plücker 
her  bekannt:  vgl.  z.  B.  dessen  Theorie  der  algebraischen  Kurven  (1839),  in  welcher 
fortwährend  ähnliche  Überlegungen  angewandt  werden. 

^)  Fast  noch  interessanter  sind  die  Anwendungen,  die  man  von  demselben  Prinzipe 
in  dualistischem  Sinne  auf  Kurven  oder  Flächen  gegebener  Klasse  machen  kann,  da 
man  von  den  bei  diesen  Kurven  und  Flächen  auftretenden  Gestalten  seither  nur  erst 
eine  sehr  unvollkommene  Kenntnis  hat.  Man  hat  sich  an  der  Erkenntnis,  daß  bei  diesen 
Gebilden  alles  in  dualistischem  Sinne  gerade  so  ist,  wie  bei  den  Gebilden  der  betreffenden 
Ordnung,  seither  wohl  zu  sehr  genügen  lassen  und  ist  nur  zu  wenig  zu  einem  kon- 
kreten Erfassen  der  damit  bezeichneten  wirklichen  Verhältnisse  durchgedrungen. 
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Indem  ich  auf  diese  Art  versuchte,  mir  eine  größere  Zahl  von  Flächen 
dritter  Ordnung  zu  konstruieren,  bemerkte  ich,  daß  die  Methode  bei  ihnen, 
wie  bei  den  Kurven  dritter  Ordnung,  fast  ohne  weiteres  überhaupt  alle 
Gestalten  ergibt.  Ich  gehe  dabei  von  der  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier 
reellen  Knotenpunkten  als  speziellem  Falle  aus.  Eine  solche  Fläche  ist 
leicht  herzustellen,  da  sie  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  das  durch 
die  Knotenpunkte  gebildete  Tetraeder  und  die  Ebene  der  drei  auf  der 
Fläche  verlaufenden  einfachen  Geraden  beliebig  annimmt  (vgl.  die  Be- 
schreibung eines  Modells,  das  Herr  Nee sen  [für  mich]  angefertigt  hatte. 
Gott.  Nachrichten,  Aug.  1872,  sowie  §  1  des  Folgenden).  Überdies  hat 
die  Fläche  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  den  Vorzug,  daß  sie  nur  in 
einer  Art  existiert,  indem  jede  solche  Fläche  in  jede  andere  durch  reelle 
Kollineation  übergeführt  werden  kann,  daß  ferner  ihre  Knotenpunkte  unter- 
einander gleichwertig  sind,  weil  die  Fläche  Kollineationen  in  sich  selbst 
besitzt,  vermöge  deren  sich  die  Knotenpunkte  beliebig  vertauschen  lassen. 

Einen  Knotenpunkt  mit  reellem  Tangentenkegel  kann  man  in  zwei 
wesentlich  unterschiedenen  Weisen  auflösen.  Entweder  man  verbindet  die 
in  demselben  zusammenstoßenden  Flächenteile,  so  daß  in  der  neuen  Fläche 
an  Stelle  des  Knotenpunktes  ein  dünner  Ast  mit  hyperbolischer  Krümmung 
sich  findet,  oder  man  trennt  dieselben  voneinander,  so  daß  in  der  neuen 
Fläche  zwei  verschiedene  Flächenteile  mit  elliptischer  Krümmung  einander 
gegenüber  stehen.  Am  deutlichsten  sind  die  beiden  Prozesse  vorzustellen, 
wenn  man  den  reellen  Kegel  zweiter  Ordnung  als  Übergangsfall  zwischen 
einem  einschaligen  und  einem  zweischaligen  Hyperboloide  auffaßt. 

Diese  beiden  Prozesse  kann  man  nun  an  jedem  der  vier  Knotenpunkte 
der  zugrunde  gelegten  Fläche  beliebig  anwenden.  Man  erhält  dadurch 
eine  Reihe  von  Flächen  mit  weniger  als  vier  Knotenpunkten,  insbesondere 
von  Flächen  ohne  Knotenpunkt.  Und  es  soll  nun  im  folgenden  gezeigt 
werden,  'daß  durch  die  so  erzeugten  Flächen  die  Flächen  mit  reellen 
Knotenpunkten,  insbesondere  diejenigen  ohne  Knotenpunkt  in  gewissem 
Sinne  vollständig  repräsentiert  sind*).  Wenn  wir  bei  diesen  Erörterungen 
uns  auf  solche  Flächen  beschränken,  welche  getrennte  konische  Knoten- 
punkte oder  gelegentlich  einfache  biplanare  Punkte  besitzen,  und  auch  bei 
diesen  nur  solche  Fälle  berücksichtigen,  in  denen  die  singulären  Punkte 
reell  sind,  so  geschieht  es  der  Übersichtlichkeit  wegen:  die  Flächen  mit 
höheren  biplanaren  Punkten  oder  uniplariaren  Punkten,  sowie  die  Flächen 
mit  imaginären  Singularitäten  lassen  sich  aus  den  im  folgenden  allein  be- 
trachteten ebenfalls  durch  kontinuierliche  Änderung  der  Gestalt  in  durch- 
aus anschaulicher  Weise  gewinnen. 

^)  [So  habe  ich  es  schon  an  der  zitierten  Stelle  in  den  Göttinger  Nachrichten  von 
1872  ausgesprochen.     K.] 
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Die  Einteilung  der  Flächen  dritter  Ordnung  nach  ihrer  Gestalt,  wie 
sie  sich  aus  diesen  Betrachtungen  ergibt,  fällt  für  die  Flächen  ohne  Knoten 
genau  mit  derjenigen  zusammen,  welche  Schläfli  nach  der  Realität  der 
geraden  Linien  getroffen  hat"'),  während  sie  sich  für  die  Flächen  mit  Knoten- 
punkten in  dieselbe  zum  mindesten  einordnet.  Der  Grund  für  diese  Über- 
einstimmung liegt,  ganz  allgemein  gesagt,  darin,  daß  bei  den  Flächen  dritter 
Ordnung  das  Zusammenfallen  von  Geraden  und  das  Auftreten  von  Knoten- 
punkten gegenseitig  aneinander  geknüpft  sind.  Aus  demselben  Grunde 
stimmen  die  Flächen  der  von  uns  unterschiedenen  Arten  auch  noch  mit  Be- 
zug auf  andere  Eigenschaften  überein.  Es  genügt  dann  immer,  diese  Eigen- 
schaften an  einer' einzelnen  möglichst  bequem  gewählten  Flache  zu  verfolgen. 

In  diesem  Sinne  sollen  in  den  §§  10 — 14  die  Flächen  mit  27  reellen 
Geraden  einer  näheren  Untersuchung  unterworfen  werden.  Unter  der  großen 
Reihe  gemeinsamer  Eigenschaften  gerade  dieser  Flächen  sei  vor  allem  hervor- 
gehoben, daß  dieselben  immer  ein  reelles  Pentaeder  besitzen,  dessen  Seiten- 
flächen sich  näherungsweise  angeben  lassen,  wenn  die  27  Geraden  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Es  sind  hierdurch  die  Gleichung  fünften  Grades, 
von  der  die  Pentaederebenen  abhängen,  und  die  Gleichung  27.  Grades, 
welche  die  Linien  bestimmt,  in  eine  sehr  merkwürdige  Beziehung  gesetzt. 

Die  Bestimmung  der  Gestalten  aller  Flächen  dritten  Grades  mag  als 
Beitrag  zu  einer  allgemeinen  Theorie  aufgefaßt  werden,  welche  von  den 
Gestalten  algebraischer  Flächen  überhaupt  handelt.  Es  sind  mit  Bezug 
auf  letztere  in  §  15  einige  sich  leicht  darbietende  Sätze  aufgestellt  worden. 
Sodann  erörtere  ich  in  den  letzten  Paragraphen  gewisse  Beziehungen,  welche 
diese  Untersuchungen  zu  der  sog.  Analysis  situs  besitzen. 

In  einer  neueren  Arbeit ^^)  hat  nämlich  Herr  Schläfli,  ausgehend  von 
der  Fläche  dritten  Grades  ohne  Knoten,  die  in  zwei  getrennte  Teile  zer- 
fallen ist  (nach  seiner,  wie  nach  der  im  folgenden  eingehaltenen  Aufzählung, 
die  fünfte  Art),  die  übrigen  Flächen  ohne  Knoten  nach  ihrem  Zusammen- 
hange im  Riemannschen  Sinne  untersucht. 

Eine  Anwendung  der  Riemannschen  Vorstellungen  auf  Gebilde  der 
pro jekti vischen  Geometrie  scheint  mir  wegen  der  verschiedenartigen  Auf- 
fassung des  Unendlich -Weiten,  die  man  in  den  gewöhnlichen  Untersuchungen 
der  Analysis  situs  einerseits,  in  der  projektivischen  Geometrie  andererseits 
zugrunde  legt,  nicht  ohne  vorherige  Erörterung  einer  Reihe  fundamentaler 
Punkte  gestattet,  die  ich  bei  dieser  Gelegenheit  wenigstens  habe  bezeichnen 
wollen,  wenn  ich   auch  [noch]  nicht  imstande  war,  dieselben  zu  erledigen. 


^)  On  the  Dißtribution  of  Surfaces  of  the  Third  Order  into  Species  etc.  Philo- 
sophical  Transactions,  Bd.  15:^  (1868),  S.  193  ff. 

^)  Quand'  e  che  dalla  superficie  generale  di  terz'  ordine  si  stacca  una  parte  che  non 
sia  realmente  segata  da  ogni  piano  reale?   Annali  di  Mat.,  Ser.  II,  t.  5  (1872/73),  p.  289. 
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§  1- 

Über  ein  Modell  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier  reellen 

Knotenpunkten. 

Die  Eigenschaften  der  Flächen  dritter  Ordnung  mit  vier  Knotenpunkten 
sind  in  neuerer  Zeit  wiederholt  untersucht  worden,  so  daß  sie  als  wesent- 
lich bekannt  vorausgesetzt  werden  dürfen.  Es  sei  daher  nur  an  die  Lage 
der  27  Geraden  der  Fläche  erinnert.  Von  denselben  fallen  24  in  die  als 
Gerade  der  Fläche  vierfach  zählenden  Kanten  des  Knotenpunkttetraeders. 
Die  drei  übrigen  liegen  in  einer  beliebig  anzunehmenden  Ebene  und  bilden 
die  Diagonalen  des  Vierseits,  in  welchem  dieselbe  von  den  Tetraeder- 
flächen geschnitten  wird. 

Es  mögen  jetzt  die  vier  Knotenpunkte  insbesondere  reell  vorausgesetzt 
sein.  Dann  besteht  die  Fläche,  von  der  durch  das  Unendlich -Ferne  er- 
folgenden Trennung  abgesehen,  aus  zwei  zusammenhängenden  Teilen,  welche 
nur  in  den  vier  Knotenpunkten  zusammenstoßen.  Von  denselben  ist  der 
eine  nirgends  hyperbolisch,  der  andere  nirgends  elliptisch  gekrümmt.  Denn 
die  parabolische  Kurve  der  Fläche  besteht  doppeltzählend  aus  den  sechs 
Tetraederkanten,  und  es  wird  also  ein  Übergang  von  elliptischer  zu  hyper- 
bolischer Krümmung  nur  beim  Durchsetzen  eines  Knotenpunktes,  nicht 
beim  Überschreiten  der  parabolischen  Kurve  stattfinden. 

Um  eine  konkrete  Anschauung  von  der  Gestalt,  welche  eine  solche 
Fläche  besitzt,  zu  vermitteln,  sei  hier  die  Beschreibung  eines  Gipsmodells 
derselben  gegeben,  das  Herr  Weiler  auf  meinen  Wunsch  anfertigte,  und 
auf  welches  sich  die  ebenfalls  von  Herrn  Weiler  entworfene  Zeichnung 
in  Fig.  1  bezieht.  Die  vier  Knotenpunkte  bilden  in  demselben  ein  gleich- 
seitiges Tetraeder,  dessen  eine  Seitenfläche  horizontal  gestellt  und  nach 
oben  gekehrt  ist.  Der  elliptische  Teil  der  Fläche  fällt  nahe  mit  dem  von 
den  vier  Knoten  begrenzten  endlichen  Tetraeder  zusammen  und  weicht 
nur  dadurch  von  demselben  ab,  daß  statt  der  ebenen  Begrenzungen  konvexe 
Partien  auftreten.  Der  hyperbolische  Teil  setzt  sich  nach  außen  an  die 
vier  Knotenpunkte  an  und  breitet  sich  von  diesen  ab  wesentlich  horizontal 
aus,  so  daß  er  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  symmetrischen  Kurven- 
zuge schneidet,  der  drei  auf  einer  Horizontalen  gelegene  Wendungen  besitzt. 
Durch  diese  Symmetrieverhältnisse  ist  ersichtlich  der  untere  Knotenpunkt, 
wiewohl  nicht  in  projektivischem  Sinne,  ausgezeichnet.  Weiter  unterhalb 
desselben,  um  die  Höhe  des  Knotenpunkttetraeders  von  ihm  entfernt,  be- 
findet sich  in  horizontaler  Lage  die  Ebene  der  einfach  zählenden  Geraden; 
die  geraden  Linien  in  ihr  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck. 

Es  wurde  bereits  hervorgehoben,  daß  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit 
vier  reellen  Knotenpunkten  für  die  projektivische  Auffassung  nur  eine  Art 
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darstellt,   und   in  diesem  Sinne   repräsentiert   das  geschilderte  Modell  also 
alle  derartigen  FLächen.    Die  räumliche  Anschauung  löst  sich  aber  nur  schwer 


von  der  gewöhnlichen  Weise  ab,  für  welche  das  Unendlich- Weite  seine  be- 
sondere Geltung  beansprucht.  Insofern  ist  es  nicht  gleichgültig,  daß  in  dem 
Modelle   gerade   ein  Fall   dargestellt   ist,   in   welchem   die   unendlich  ferne 
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Ebene  nur  den  hyperbolischen  Teil  der  Fläche,  und  zwar  nach  einer  Kurve 
ohne  Oval  schneidet.  Es  werden  dadurch  gewisse  charakteristische  Über- 
gänge, deren  Betrachtung  im  folgenden  notwendig  wird,  besonders  anschau- 
lich, indem  sie  ihren  Einfluß  nur  auf  ganz  im  Endlichen  gelegene  Partien 
der  Fläche  erstrecken.  Das  in  der  Einleitung  erwähnte  [von  Herrn  Neesen 
angefertigte]  Modell  hatte  einen  anderen  Fall  zur  Anschauung  gebracht 
(das  Unendlich -Weite  ist  bei  ihm  eine  auch  ganz  auf  dem  hyperbolischen 
Teile  gelegene  Kurve,  aber  mit  Oval);  bei  ihm  sind  die  bezüglichen  Ver- 
hältnisse nicht  so  leicht  zu  verfolgen. 

§^- 
Ableitung  neuer  Flächen  aus  der  Fläche  mit  vier  reellen  Knoten. 

^An  jedem  der  vier  Knotenpunkte  des  Modells  mag  man  nun  den 
Prozeß  des  Verbindens  oder  des  Trennens,  wie  er  in  der  Einleitung  ge- 
schildert wurde,  anbringen.  Da  die  vier  Knotenpunkte  projektivisch  unter- 
einander gleichberechtigt  sind,  auch  keine  ihrer  Gruppierungen  zu  zwei, 
diei  ausgezeichnet  ist,  so  wird  es  nur  auf  die  Zahl  der  Knotenpunkte  an- 
kommen, die  von  dem  einen  oder  anderen  Prozesse  betroffen  werden,  und 
wir  können  die  bez.  Knotenpunkte  in  jedem  Falle  den  Symmetrieverhält- 
nissen der  Fläche  möglichst  entsprechend  wählen. 

Soll  insbesondere  (und  dieser  Fall  allein  wird  im  folgenden  spezieller 
erörtert,  um  an  ihm  das  Verhalten  der  Flächen  beim  Auftreten  biplanarer 
Punkte  allgemein  zu  charakterisieren)  nur  ein  Knotenpunkt  aufgelöst  werden, 
so  wählen  wir  den  unteren.  Die  beiden  so  hervorgehenden  Flächen  mit 
drei  Knoten  mögen  mit  I  und  II  bezeichnet  sein,  je  nachdem  der  Prozeß 
des  Verbindens  oder  des  Trennens  angewandt  wurde.  Oder,  wenn  die  beiden 
Prozesse  allgemein  durch  -|-  und   —   bezeichnet  werden,  so  wird  man  das 

Schema  haben: 

I   -f 
II   -. 

Von  Flächen  mit  zwei  Knoten  erhalten  wir  drei  Arten,  die  bezüglich 

durch: 

I  +  + 

II  +  - 

III   -  - 

bezeichnet  sein  sollen. 

Flächen  mit  einem  Knoten  gibt  es  vier: 

I  +  +  + 

II  +  +  - 

III  +  -  - 

IV , 
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endlich  von  Flächen  ohne  Knoten  fünf: 

I  +  +  +  + 
II   +  +  +  - 

III  +  +  -  - 

IV  + 

V . 

Es  ist  ersichtlich,  daß  die  letzterzeugten  fünf  Flächen  mit  Ausnahme 
der  fünften  aus  einem  überall  zusammenhängenden  Teile  bestehen;  die 
Fläche  V  enthält  zwei  getrennte  Teile. 

Aus  diesen  FJächen  sollen  nun  noch  weitere  abgeleitet  werden,  indem 
man  sich  einen  oder  einige  der  vorhandenen  Knotenpunkte  durch  die  biplanare 
Form  hindurch  ändern  läßt,  sofern  dies  möglich  ist.  Hierzu  wird  aber  die 
Betrachtung  eines  biplanaren  Knotens  an  sich  und  des  Übergangs  einer 
Fläche  mit  gewöhnlichem:  Knoten  in  eine  solche  mit  biplanarem  Knoten 
überhaupt  erforderlich. 

§3. 
Über  Flächen  mit  biplanarem  Knoten"). 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  von  den  Tangenten  in  einem  biplanaren 
Knoten  einer  Fläche  gebildet  wird,  ist  in  ein  Ebenenpaar  ausgeartet.  Dieses 
Ebenenpaar  kann  reell  oder  imaginär  sein.  Jedenfalls  ist  der  Durchschnitt 
der  beiden  Ebenen,  die  Achse  des  biplanaren  Punktes,  wie  er  genannt  sein 
mag,  reell.  Während  eine  durch  den  biplanaren  Punkt  beliebig  durchgelegte 
Ebene  die  Fläche  in  einer  Kurve  mit  Doppelpunkt  trifft,  ist  die  Durch- 
schnittskurve der  Fläche  mit  einer  durch  die  Achse  gehenden  Ebene  eine 
Kurve  mit  Spitze,  deren  Tangente  eben  die  Achse  ist. 

Sind  nun  die  beiden  ausgezeichneten  Ebenen  imaginär,  so  ist  diese 
Spitze  für  alle  derartigen  Ebenen  gleich  gerichtet.  Die  Fläche  hat  in  der 
Nähe  des  biplanaren  Punktes  eine  Gestalt,  wie  wenn  sie  durch  Rotation 
einer  Kurve  mit  Spitze  um  deren  Tangente  entstanden  wäre. 

Bei  dem  biplanaren  Punkte  hingegen,  der  reelle  Ebenen  besitzt,  ist 
die  Spitze  der  ausgeschnittenen  Kurve  verschieden  gerichtet,  je  nachdem 
die  gewählte  Ebene  dem  einen  oder  anderen  Winkelraume  angehört,  der 
durch  die  beiden  ausgezeichneten  Ebenen  begrenzt  wird.  Der  Übergang 
von  der  einen  zur  anderen  Lage  findet  in  den  ausgezeichneten  Ebenen 
statt,  welche  ihrerseits  die  Fläche  nach  einer  Kurve  mit  dreifachem  Punkte 
schneiden.     Es   sind   hierbei    wiederum   zwei   Fälle   zu   unterscheiden,    die 


')  Vgl.  hierzu   die   Erörterung,    die  Schlaf li  gibt:    Philosophical   TransactionB. 
1863.  S.  207. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   IL  2 
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freilich  den  Zusammenhang  der  Fläche  in  der  Nähe  des  singulären  Punktes 
nicht  wesentlich  beeinflussen.  Der  dreifache  Punkt  der  Schnittkurve  hat 
nämlich  entweder  nur  einen  reellen  Ast  oder  er  hat  drei  reelle  Äste.    Die 


Fig.  2  a. 


Fig.  2  b. 


beiden  Fälle  (eigentlich  sind  drei  Fälle  biplanarer  Punkte  mit  reellen  Ebenen 
zu  unterscheiden,  da  die  einzelne  Ebene  unabhängig  von  der  anderen  beide 


Fig.  3  a. 


Fig.  3  b. 


Arten  des  Übergangs  zeigen  kann)  sind  in  Fig.  2  und  3  zur  Anschauung  ge- 
bracht. In  dem  ersten  Falle  (Fig.  2  a  und  2  b)  wird  die  Spitze  der  Durchschnitts- 
kurve, welche  eine  durch  die  Achse  gelegte  Ebene  mit  der  Fläche  gemein 
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hat,  immer  flacher,  sowie  man  die  Ebene  der  ausgezeichneten  Lage  nähert» 
d.  h.  die  in  der  Spitze  zusammenstoßenden  Äste  der  Kurve  biegen  sich 
immer  rascher  voneinander  weg.  An  der  Grenze  sind  die  beiden  Äste  der 
eine  in  die  Verlängerung  des  anderen  übergegangen,  die  Spitze  selbst  ist 
verschwunden.  Bewegt  man  die  schneidende  Ebene  über  die  Grenzlage 
hinaus,  so  erscheint  die  Spitze  wieder,  aber  nun  nach  der  anderen  Seite  ge  - 
richtet.  In  dem  zweiten  Falle  (Fig.  3a  und  3b)  ist  der  Übergang  ganz  anders. 
Wenn  sich  die  schneidende  Ebene  der  Grenzlage  nähert,  so  treten  an  die 
Spitze  zwei  weitere  Äste  der  Durchschnittskurve  hinan.  An  der  Grenze 
entsteht  aus  der  Verschmelzung  derselben  mit  der  Spitze  der  dreifache 
Punkt  in  der  Weise,  daß  die  Spitze  die  Hälften  zweier  Äste  des  drei- 
fachen Punktes  geliefert  hat.  Hernach  löst  sich  der  dreifache  Punkt  in 
entsprechender  Weise,  aber  in  umgekehrtem  Sinne  wieder  auf^). 

Unabhängig  von  diesem  Unterschiede  hat  der  biplanare  Punkt  mit 
reellen  Ebenen  ersichtlich  die  Eigenschaft,  daß  man  auf  der  Fläche  von 
jedem  Punkt  in  der  Nähe  des  biplanaren  zu  jedem  anderen  benachbarten 
gelangen  kann,  ohne  den  biplanaren  Punkt  zu  durchsetzen;  wir  werden 
sogleich  auf  diesen  Unterschied  zurückkommen. 

§4. 

Ableitung  des  biplanaren  Knoten  aus  dem  konischen. 

Betrachten  wir  jetzt,  wie  eine  Fläche  mit  biplanarem  Knoten  aus 
einer  mit  gewöhnlichem  Knoten  hervorgehen  kann. 

Beim    biplanaren  Punkte    mit   imaginären  Ebenen   ist  das  leicht  er- 


Fig.  4  a  bis  c. 

sichtlich.  Eine  ebene  Kurve  mit  Spitze  ist  der  Übergang  zwischen  einem 
isolierten  Knoten,  an  den  sich  ein  Kurvenzug  mit  zwei  Wendungen  heran- 
zieht, und  einem  nicht  isolierten  Knoten,  der  eine  kleine  geschlossene 
Schleife  besitzt  (Fig.  4a  bis  c).  Die  mit  dem  biplanaren  Punkte  versehene 
Fläche  bildet  den  Übergang  zwischen  einer  Fläche  mit  isoliertem  und  einer 


*)  [Wegen  des  dritten  hier  nicht  erläuterten  Falles  sowie  wegen  weiterer  Einzel- 
heiten vgl.  den  unten  folgenden  Zusatz  I.] 

2* 
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Fläche  mit  nicht  isoliertem  Knoten,  wie  sie  aus  den  bez.  Kurven  durch  Ro- 
tation um  die  Symmetrieachse  hervorgehen. 

Beim  biplanaren  Punkte  mit  reellen  Ebenen  ist  der  Übergang  der 
folgende.  Die  Fläche  mit  Knoten  muß  hier  die  eben  hervorgehoheiie  Eigen- 
schaft des  Zusammenhangs  um  den  singulären  Punkt  herum  ebenfalls 
besitzen.  Sie  ist  daher  folgendermaßen  gestaltet  (Fig.  5).  Durch  die 
Achse  des  späteren  biplanaren  Punktes  lege  man  schneidende  Ebenen,  Die- 
selben schneiden  zum  Teil  in  einer  Kurve  mit  isoliertem  Punkte,  zum  anderen 
Teil  in  einer  Kurve  mit  nicht  isoHertem  Knotenpunkte,  aber  kleiner  Schleife. 
Stellt  man  die  Fläche  so,  wie  in  der  Zeichnung  geschehen  ist,  daß  sich  die 
Kurven  der  ersten  Art  wesentlich  nach  unten  erstrecken,  so  erstrecken  sich 


Fig.  5. 


die  Kurven  der  zweiten  Art  (abgesehen  von  der  kleinen  Schleife)  wesentlich 
nach  oben.  Unterhalb  des  Knotens  befindet  sich  daher,  wie  in  der  beige- 
gebenen Figur  zu  sehen,  eine  Art  kleiner  Öffnung  der  Fläche.  Zieht  sich  die- 
selbe vollends  zusammen,  so  hat  man  den  biplanaren  Punkt.  Ändert  sich 
die  Fläche  weiter,  so  tritt  diese  Öffnung  wieder  auf,  aber  nun  oberhalb  des 
Punktes  und  um  einen  rechten  Winkel  gedreht.  Beim  Durchgange  durch 
den  biplanaren  Punkt  reproduzieren  sich  also  die  an  die  singulare  Stelle 
angrenzenden  Flächenteile  nur  in  anderer  Anordnung',  sie  scheinen  f,wie 
man  auch  sagen  kann,  180^  um  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen 
mit  der  gegen  die  Achse  senkrechten  Ebene  gedreht]. 

Auf  die  Knotenpunkte  der  beiden  Flächen,  welche  sonach  den  Flächen, 
die  einen  biplanaren  Punkt  mit  reellen  Ebenen  besitzen,  benachbart  er- 
scheinen, wende  man  jetzt  die  zur  Verfügung  stehenden  Änderungsprozesse 
des  Verbindens  oder  Trennens  an.  Man  erhält  dann  ersichtlich  bei  beiden 
Flächen  die  nämlichen  Resultate,  wie  sie  in  Fig.  G  und  7  dargestellt  sind. 

Etwas    ganz   Ähnliches   findet  in   dem   Falle  statt,   daß  man   es   mit 
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einem  biplanaren  Punkte  mit  imaginären  Ebenen  zu  tun  hat.  Wendet  man 
auf  die  Fläche  mit  nicht  isoliertem  Knoten,  die  der  Fläche  mit  biplanarem 
Knoten  benachbart  ist,  die  Prozesse  des  Verbindens  oder  Trennens  an,  so 
erhält  man  dasselbe  Resultat,  als  wenn  man  bei  der  Fläche  mit  isoliertem 


Fig.  6. 

Knoten  diesen  Knoten  die  Änderungen  eingehen  läßt,  deren  er  fähig  ist, 
d.  h.  wenn  man  ihn  entweder  ganz  verschwinden  oder  in  eine  kleine  Kugel 
übergehen  läßt. 


Fig.  7. 

Als  Resultat  dieser  Überlegungen  mögen  wir  also  folgendes  hinstellen: 
Eine  Fläche  mit  biplanarem  Knoten  bildet  den  Übergang  zwischen 
zwei  Flächen  mit  gewöhnlichem  Knoten  [die  möglicherweise  verschiedenen 
Arten  angehören] ;  wendet  man  aber  auf  diese  Knoten  die  beiden  in 
jedem  Falle  zulässigen  Auflösungsprozesse  an,  so  sind  die  Resultate  bei 
beiden  Flächen  dieselben. 
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§5.  . 

Ableitung  weiterer  Flächen  dritter  Ordnung. 

Aus  den  in  §  2  aufgestellten  Flächen  sollen  jetzt  weitere  abgeleitet 
werden,  indem  man  die  einzelnen  Knotenpunkte,  sofern  es  möglich  ist, 
sich  durch  die  biplanare  Form  hindurch  ändern  läßt.  Betrachten  wir  zu 
dem  Zwecke  die  einzelnen  Flächen  genauer. 

Ein  Durchgang  durch  einen  biplanaren  Knoten  mit  imaginären  Ebenen 
kann  ersichtlich  so  lange  nicht  stattfinden,  als  noch  ein  anderer  Knoten 
vorhanden  ist.  Denn  die  Verbindungslinie  beider  Knoten  würde  der  Fläche 
ganz  angehören,  während  doch  durch  einen  biplanaren  Punkt  mit  imaginären 
Ebenen  niemals  eine  reelle  Gerade  hindurchgehen  kann.  Aber  unter  den 
Flächen  mit  einem  Knoten  hat  nur  IV  eine  solche  Gestalt,  wie  sie  behufs 
des  gedachten  Überganges  notwendig  ist.  Diese  Fläche  IV  kann  wirklich 
einen  biplanaren  Knotenpunkt  der  gemeinten  Art  erhalten;  ändert  sie  sich 
durch  diesen  hindurch,  so  gibt  es  eine  Fläche  IV'  mit  isoliertem  Knoten,  die 
als  neue  Fläche  den  vier  mit  einem  reellen  Knoten  hinzugefügt  werden  mag. 

Ein  Durchgang  durch  einen  biplanaren  Knoten  [mit  reellen  Ebenen 
setzt  ebenfalls,  nach  §  4,  eine  gewisse  Art  des  Zusammenhangs  bei  der 
ursprünglichen  Fläche  voraus.  Betrachten  wir,  statt  aller  anderen,  die 
beiden  Flächen  /  und  //  mit  drei  Knoten.  Bei  II  ist  ein  solcher  Über- 
gang ersichtlich  nicht  möglich,  weil  die  in  einem  Knoten  zusammen- 
stoßenden Flächenteile  weiter  keinen  Zusammenhang  zeigen.  Anders  bei  I. 
Hier  können  sich  sämtliche  drei  Knoten  durch  die  biplanare  Form  hindurch 
ändern  und  das  [kann],  je  nachdem  es  bei  1,  2,  3*  Knoten  geschieht,  drei 
neue  Arten  mit  drei  Knoten  [geben]: 

Bei  den  Flächen  mit  zwei  Knoten  stellen  sich  die  Verhältnisse  so: 
Im  Falle  ///  ist  keinerlei  Übergang  durch  eine  biplanare  Form  möglich. 
Bei  //  und  /  finden  Übergänge  statt  [die  zu  neuen  Arten  Anlaß  geben 
können].  Ebenso  [können]  die  Fälle  /,  //,  ///  der  Flächen  mit  einem 
Knoten  eine  Reihe  neuer  Formen  [ergeben];  der  Fall /F,  der  eben  schon 
die  Fläche  mit  isoliertem  Punkte  ergeben  hat,  liefert  hier  keinen  Beitragt). 

Wenn  man  an  den  Knotenpunkten  der  so  erhaltenen  neuen  Flächen 
nunmehr  die  beiden  gestatteten  Änderungsprozesse  anbringt,  so  erhält  man 
nach  dem  Schlußsatze  des  §  4  nichts  Neues.  Auf  die  Flächen  ohne  Knoten- 
punkt insbesondere  ist  also  die  Änderung  der  vorangehenden  Flächen  durch 
die  Formen  mit  biplanaren  Knoten  hindurch  ohne  Einfluß. 


®)  [Hinsichtlich  aller  hier  aufgezählten  Möglichkeiten  sei  auf  den  unten  folgen- 
den Zusatz  I  verwiesen.] 
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§6. 

Die  abgeleiteten  Flächen  erschöpfen  alle  Flächen  dritten  Grades  mit 
reellen  konischen  Knotenpunkten. 

Ich  behaupte  nun,  daß  die  abgeleiteten  FJächen  alle  Flächen  mit  drei, 
zwei,  einem  reellen  konischen  Knoten  bez.  ohne  Knoten  repräsentieren. 
Der  Sinn  dieser  Behauptung  muß  durch  nähere  Umgrenzung  des  Artbegriffs 
zunächst  präzisiert  werden.  Ich  rechne  zu  derselben  Art  solche  Flächen, 
welche  durch  allmähliche  Änderung  ihrer  Konstanten  so  ineinander  über- 
geleitet werden  können,  daß  während  des  ganzen  Änderungsprozesses  kein 
neuer  oder  kein  höherer  singulärer  Punkt  auftritt.  [Alle  reellen  Kolli- 
neationen  mit  positiver  Determinante  haben  die  Eigenschaft,  durch  Wieder- 
holung unendlich  kleiner  reeller  Kollineationen  ableitbar  zu  sein.  Es  ge- 
hören demnach  auch  solche  Flächen  dritter  Ordnung  zu  derselben  Art, 
welche  durch  solche  reelle  Kollineationen,  die  den  Sinn  eines  beliebigen 
Tetraeders  nicht  ändern,  ineinander  übergehen. 

Es  könnte  nun  scheinen,  daß  zwei  Flächen,  welche  spiegelbildlich  von- 
einander verschieden  sind,  nicht  zu  derselben  Art  gehören.  Dem  ist  aber 
im  allgemeinen  nicht  so.  Die  Fläche  mit  vier  reellen  Knoten,  mit  der 
wir  unsere  Entwicklung  begannen,  geht  nämlich  durch  eine  Anzahl  Spiege^ 
lungen  in  sich  selbst  über.  Entsprechend  gibt  es  unter  den  aus  ihr  von 
uns  abgeleiteten  Flächen  der  meisten  Arten,  die  wir  betrachteten,  solche, 
die  sich  selbst  spiegelbildlich  gleich  sind.  Sie  bilden  den  natürUchen  Über- 
gang jedesmal  zwischen  solchen  Flächen,  die  spiegelbildlich  unterschieden 
sind.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Gehört  zu  einer  Art  eine  Fläche,  die 
zu  sich  seihst  spiegelbildlich  ist,  so  gehört  mit  jeder  Fläche  dieser  Art 
auch  ihre  spiegelbildlich  verschiedene  dazu. 

Im  einzelnen  verhält  sich  nun  die  Sache  so :  Bei  Flächen  ohne  Singu- 
laritäten  enthält  jede   Art   eine  zu   sich  spiegelbildliche  Fläche;    dasselbe 

gilt    für    alle  Flächen    mit    einem  oder  zwei  oder  drei  reellen  konischen 
Knoten  10)  Jll^) 

Die  folgende  Anschauungsweise  scheint  geeignet,  diesen  Artbegriff  noch 
deutlicher  zu  machen.  Eine  Fläche  dritter  Ordnung  hängt  von  19  Kon- 
stanten ab.  Die  Gesamtheit  aller  Flächen  dritter  Ordnung  (wobei  nur  an 
Flächen  mit  reellen  Koeffizienten  gedacht  sein  soll)  bilden  also  eine  Mannig- 


^°)  [Dagegen  sei  schon  hier  erwähnt,  daß,  soweit  konische  und  gewöhnHche 
biplanare  Knotenpunkte  in  Frage  kommen,  nur  folgende  drei  Typen  in  spiegelbildlich 
verschiedene  Arten  zerfallen:  Die  Flächen  mit  einem  biplanaren  Punkt,  dessen  Tangential- 
ebenen nicht  gleichberechtigt  sind  und  die  beiden  Typen  von  Flächen  mit  einem 
biplanaren  und  einem  konischen  Punkt.    Vgl.  Zusatz  I,] 

^^)  [Die  im  Original  an  dieser  Stelle  stehenden  Ausführungen  sind,  weil  sie  nicht 
bindend  waren,  beim  Wiederabdruck  durch  vorstehenden  Beweis  ersetzt  worden.    K.] 
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^ 


faltigkeit  von  19  Dimensionen.  In  dieser  Mannigfaltigkeit  füllen  die  Flächen 
mit  Knotenpunkt  einen  Raum  von  nur  18  Dimensionen  aus,  welcher  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  in  eine  Reihe  getrennter  Gebiete  zerlegt,  so  daß  man 
aus  einem  Gebiete  in  ein  anderes  nur  dadurch  treten  kann,  daß  man  diesen 
Raum  von  18  Dimensionen  durchsetzt.  Jedes  dieser  Gebiete  repräsentiert 
nun  eine  Art  von  Flächen  ohne  Knotenpunkt. 

Entsprechend,  wie  wir  jetzt  bei  den  Flächen  ohne  Knoten  Arten 
unterschieden  haben,  ist  bei  den  Flächen  mit  Knoten  zu  verfahren.  Die 
Mannigfaltigkeit  von  18  Dimensionen  z.  B.,  wie  sie  durch  die  Flächen  mit 
einem  Knoten  vorgestellt  wird,  ist  durch  Mannigfaltigkeiten  von  17  Aus- 
dehnungen, die  sich  auf  die  Flächen  mit  zwei  Knoten  oder  mit  biplanarem 
Knoten  beziehen,  in  Gebiete  zerlegt  usf.  Der  Sinn  unserer  Behauptung 
ist  nun  der,  daß  die  von  uns  abgeleiteten  Flächen  die  überhaupt  vor- 
handenen Gebiete,  sofern  sich  dieselben  nicht  auf  Flächen  mit  höheren 
oder  mit  imaginären  singulären  Punkten  beziehen,  vollständig  und  jedes 
nur  einmal  repräsentieren^'^). 

§  7. 

Beweis  des  aufgestellten  Satzes. 

Der  Beweis  des  aufgestellten  Satzes  ergibt  sich  nun  fast  unmittelbar. 
Man  hat  sich  nur  zu  überzeugen,  daß  die  niederen  Mannigfaltigkeiten, 
welche  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Trennung  der  gerade  betrachteten 
Mannigfaltigkeit  in  Gebiete  bewirken,  keine  anderen  sein  können,  als  die 
ohnehin  schon  in  Betracht  gezogenen.  Der  Beweis  dafür  ruht  darin,  daß 
alle  anderen  Mannigfaltigkeiten,  an  die  man  würde  denken  können,  nicht 
die  Zahl  von  Dimensionen  haben,  die  ausreicht,  um  eine  Trennung  in  Ge- 
biete zu  begründen.  So  wird  z.  B.  die  Mannigfaltigkeit  von  19  Dimensionen, 
die  durch  die  Flächen  ohne  Knoten  repräsentiert  ist,  nur  durch  die  Mannig- 
faltigkeit der  Flächen  mit  einem  Knoten  in  Gebiete  zerlegt  werden  können, 
nicht  aber  z.  B.  durch  die  der  Flächen  mit  zwei  imaginären  Knotenpunkten, 
da  letztere  nur  von  17  Konstanten  abhängen.  Der  eigentliche  tiefere  Grund, 
warum  die  Derivation  aller  Gestalten  bei  den  Flächen  dritter  Ordnung  so 
einfach  gelingt,  während  sie  z.  B.  bei  den  Flächen  vierter  Ordnung  viel 
komplizierter  sein  dürfte,  liegt  eben  darin,  daß  bei  den  Flächen  höherer 
Ordnung  auch  Fälle  mit  Doppelkurven  usw.  vorhanden  sind,  die  von  hin- 
länglich vielen  Konstanten  abhängen,  um  Unterabteilungen  zu  begründen. 
Die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  dem  Maximum  der  Doppelpunkte,  4,  hängt 


*^)  Die  ganze  Vorstellungsweise  von  der  durch  die  Flächen  repräsentierten  Mannig- 
faltigkeit, sowie  der  Satz  über  spiegelbildliche  Flächen  haben  nicht  nur  bei  Flächen 
dritten  Grades,  sondern  überhaupt  bei  Flächen  höheren  Grades  ihre  Geltung. 
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noch  von  15  Konstanten  ab,  während  die  Fläche  mit  Doppelgerade  nur  12, 
die  Fläche,  welche  in  eine  Ebene  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  zerfallen 
ist,  auch  nur  12  Konstanten  hat.  Bei  Flächen  vierter  Ordnung  hat  die 
Fläche  mit  dem  Maximum  der  Knotenpunkte  (die  Ku  mm  ersehe  Fläche 
mit  16  Knoten)  18  Konstante;  eine  Fläche  dagegen,  die  in  eine  F^  und 
eine  Ebene  zerfallen  ist.  22^^). 

Noch  in  der  folgenden,  mehr  anschaulichen  Weise,  mag  man  sich  von 
der  Vollständigkeit  überzeugen,  mit  der  die  von  uns  abgeleiteten  Flächen 
die  Flächen  dritten  Grades  repräsentieren. 

Betrachten  wir  zunächst  Flächen  dritten  Grades  mit  drei  reellen  Knoten- 
punkten. Es  sei  f=  0  eine  irgendwie  gegebene  Fläche  der  Art,  so  kon- 
struiere man  eine  Fläche  f  mit  vier  Knoten,  welche  drei  Knoten  mit  f 
gemein  hat,  und  betrachte  das  Bündel  f  -\-  If'  =^  0.  In  demselben  werden 
(möglicherweise)  eine  größere  Zahl  von  Flächen  mit  vier  Knoten  auftreten; 
diejenige  unter  ihnen,  welche  dem  kleinsten  positiven  oder  negativen  Werte 
von  X  entspricht,  heiße  99.  Aus  der  Fläche  cp  geht  f  dann  hervor,  indem 
der  vierte  Knotenpunkt  einem  der  bewußten  beiden  Prozesse  unterworfen 
wird,  indem  ferner  eine  beliebige  Zahl  der  drei  bleibenden  Knotenpunkte 
durch  die  biplanare  Form  hindurch  sich  ändert.  Aber  andere  Unstetig- 
keiten  können  nicht  eintreten,  weil  dazu  besondere  Bedingungen  zu  erfüllen 
wären,  die  man  immer  als  nicht  erfüllt  ansehen  kann;  die  Flächen  mit 
drei  Knoten  sind  also  durch  die  von  uns  aufgestellten  Arten  erschöpft. 
Jetzt  zeigt  man  dasselbe  für  Flächen  mit  zwei  Knoten,  dann  für  die 
Flächen  mit  einem  Knoten  und  endlich  für  die  Flächen  ohne  Knoten,  womit 
dann  der  allgemeine  Beweis  erbracht  ist. 

§8. 

Über  den  Verlauf  der  geraden  Linien  auf  den  erzeugten  Fläclien. 
Zusammenhang  der  gewonnenen  Einteilung  mit  der  von  Schläfli. 

Den  Ausgangspunkt  für  die  Erzeugung  aller  anderen  Flächen  bildete  die 
Fläche  mit  vier  Knoten.  Die  Lage  der  geraden  Linien  auf  ihr  ist  bekannt 
(vgl.  §  1 ).  Wie  die  geraden  Linien  auf  den  abgeleiteten  Flächen  verteilt  sind, 
ergibt  sich  durch  eine  einfache  Überlegung,  die  nun  entwickelt  werden  soll. 

Denken  wir  die  abgeleiteten  Flächen  von  der  ursprünglichen  Fläche 
mit  vier  Knoten  zunächst  wenig  verschieden.  Dann  werden  sich  die  drei 
einfach  zählenden  Geraden  der  ursprünglichen  Fläche  auf  der  abgeleiteten 
wiederfinden.    Denn  keine  von  ihnen  kann  sich  mit  einer  anderen  Geraden 


^^)  [Beim  Wiederabdruck  ist  der  hier  im  Original  folgende  Absatz  fortgelassen, 
da  Behauptung  und  Beweisführung  ungenau  waren  und  sein  Inhalt  durch  die  Aus- 
führungen des  §  5  und  des  Zusatzes  I  voll  ersetzt  wird.] 


26  ^^^^^^Mr       Anschauliche  Geometrie. 

vereinigt  haben  und  dann  imaginär  geworden  sein,  weil  sie  von  vornherein 
zu  keiner  Geraden  benachbart  war.  Es  fragt  sich  also  nur  nach  dem  Ver- 
halten der  24  bei  der  ursprünglichen  Fläche  in  den  sechs  Tetraederkanten 
vereinigten  Geraden. 

Hier  gilt  nun  offenbar:  Werden  die  in  einem  Knotenpunkte  anein- 
ander stoßenden  Flächenteile  voneinander  getrennt,  so  werden  die  bez. 
Geraden  imaginär;  und  man  wird  vermuten:  Werden  die  Teile  hingegen 
vereinigt,  so  trennen  sich  die  bez.  Geraden  in  die  doppelte  Zahl  reeller.  Eine 
gerade  Linie  z.  B.,  welche  durch  zwei  Knotenpunkte  hindurchging,  die  beide 
von  dem  Prozesse  des  Verbindens  betroffen  wurden,  wird  sich  in  vier  reelle 
Gerade  gespalten  haben. 

Um  dies  sicherer  einzusehen,  als  es  bei  der  geringen  Übung,  welche 
unsere  räumliche  Anschauung  in  solchen  Dingen  besitzt,  gelingen  will,  bilde 
ich  die  Fläche  dritten  Grades  von  einem  ihrer  Punkte  durch  Projektion 
auf  eine  Doppelebene  ab.  Den  Projektionspunkt  wähle  ich  auf  dem  ellip- 
tischen Teile  der  ursprünglichen  Fläche,  etwa,  in  dem  in  Fig.  1  dar- 
gestellten Falle,  in  dem  höchstgelegenen  Punkte  des  elliptischen  Teils. 
Dabei  wird,  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Fläche  dritter  Ordnung  mit 
vier  Knoten,  eine  aus  einem  Kegelschnittpaare  bestehende  Übergangskurve 
auftreten,  deren  vier  Doppelpunkte  den  Knoten  der  Fläche  entsprechen. 
Nun  aber  befindet  sich  der  elliptische  Teil  ganz  innerhalb  der  in  den  Knoten 
berührenden  Tangentenkegel.  Bei  der  besonderen  Wahl  des  Projektions- 
punktes, die  wir  getroffen  haben,  wird  daher  das  Kegelschnittpaar  imaginär 
sein,  die  Übergangskurve  sich  auf  vier  isolierte  Punkte  reduzieren.  Die 
sechs  Verbindungsgeraden  dieser  vier  Punkte  sind  die  Bilder  der  sechs  auf 
der  Fläche  liegenden  Tetraederkanten.  Der  Einfluß  einer  Deformation  der 
Fläche  auf  die  Geraden  derselben  läßt  sich  jetzt  in  der  Abbildung  studieren. 
Denn  die  Bilder  der  geraden  Linien  sind,  wie  Geiser  entwickelt  hat  (Math. 
Annalen,  Bd.  1  (1868/69)),  die  Doppeltangenten  der  bei  der  Abbildung 
auftretenden  Übergangskurve  vierter  Ordnung,  welche  letztere  in  dem  spe- 
ziellen bis  jetzt  betrachteten  Falle  in  ein  Kegelschnittpaar  ausgeartet  war^*). 

Die  Änderung,  welche  die  Übergangskurve  bei  der  Deformation  der 
Fläche  erfährt,  ist  aber  diese:  Zerreißt  man  die  an  einen  Knoten  hinan- 
tretenden Flächenteile,  so  verschwindet  der  bez.  isolierte  Punkt  der  Über- 
gangskurve vollends;  im  umgekehrten  Falle  wird  er  ein  kleines  Oval.  Wendet 
man  z.  B.   den  Prozeß   des  Verbindens   auf  alle  Knoten  an,   was  die  von 

^*)  [Die  im  Text  angedeuteten  Überlegungen  Bind  weiterhin  von  H.  G.  Zeuthen 
eingehend  verfolgt  und  mit  seinen  eigenen  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  ebenen 
Kurven  vierter  Ordnung  in  Verbindung  gebracht  worden  (Etudes  des  proprietes  de 
Situation  des  surfaces  cubiques.  Math.  Annalen,  Bd.  8  (1874)).  Ebenda  findet  sich  eine 
Reihe  Bestätigungen  für  die  Angaben,  die  ich  weiter  unten  in  den  §§  10—13  mache,  mit 
weiteren  Entwicklungen,  zu  denen  in  Zusatz  TI  Stellung  genommen  wird.    K.] 
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uns  mit  I  bezeichnete  Art  ohne  Knoten  ergibt,  so  geht  die  Übergangs- 
kiirve  in  vier  Ovale  über.  Dieselben  haben  untereinander  24  reelle  Doppel- 
tangenten (außerdem  sind  vier  Doppeltangenten,  wie  schon  im  Falle  des 
Kegelschnittpaares,  isoliert).  Mit  den  drei  einfach  zählenden  Geraden,  die 
die  Fläche  ohnehin  besitzt,  ergibt  dies  für  die  Fläche  27  Gerade;  die  mit  I 
bezeichnete  Fläche  ohne  Knoten  hat  also  lauter  reelle  Gerade. 

Die  entsprechende  Abzahlung  ergibt  bei  den  vier  anderen  Flächen 
ohne  Knotenpunkt  bez. 

15,  7,  3,  3 

reelle  Gerade.  Die^  drei  ersten  Arten  entsprechen  also  einzeln  den  von 
Schläfli  unterschiedenen  Arten,  insofern  dieselben  durch  die  Zahl  der 
reellen  Geraden  völlig  charakterisiert  sind;  die  beiden  letzten  Arten  ent- 
sprechen zusammen  der  vierten  und  fünften  Art  Schläflis,  und  es  bleibt 
zu  untersuchen,  ob  auch  ein  Entsprechen  im  Einzelnen  stattfindet. 

Diese  Untersuchung  ist  durch  Schläflis  bereits  genannte  Arbeit 
(Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  5)  erledigt,  wo  er  zeigt,  daß  die  zwei- 
teilige Fläche  (unsere  fünfte  Art)  mit  seiner  fünften  Art  zusammenfällt.  Die 
vierte  und  fünfte  Art  bei  Schläfli  sind  durch  die  Zahl  der  reellen  Dreiecks- 
ebenen unterschieden,  sie  beträgt  bez.  sieben  und  dreizehn.  In  der  Tat  ist 
nun  leicht  zu  sehen  (Schläflis  Betrachtungen  in  den  Annali  benutzt  ganz 
ähnliche  Momente),  daß  auch  unsere  fünfte  Art  sechs  reelle  Dreiecksebenen 
mehr  besitzt  als  die  vierte.  Denn  die  drei  Ebenen,  welche  man  durch  die 
drei  einfach  zählenden  Geraden  der  Fläche  und  den  Knotenpunkt  legen  kann, 
dessen  Flächenteile  im  Falle  IV  verbunden,  im  Falle  V  getrennt  werden, 
gehen  eben  deshalb  im  Falle  V  in  sechs  reelle,  im  Falle  IV  in  imaginäre 
Tangentenebenen  über,  und  diese  Tangentenebenen  sind  Dreiecksebenen, 
da  sie,  durch  eine  Gerade  der  Fläche  hindurchgelegt,  in  einem  nicht  der 
Geraden  angehörigen  Punkte  berühren.  Also  auch  die  Arten  IV  und  V 
entsprechen  der  vierten  und  fünften  Art  Schläflis. 

Durch  das  nämliche  Raisonnement  beweist  man  einen  Satz,  den  mir 
Herr  Sturm  mitgeteilt  hat.  Eine  Tetraederkante  liefert  imaginäre  Gerade, 
sowohl  wenn  beide  auf  ihr  befindlichen  Knotenpunkte  zerrissen  werden, 
als  auch,  wenn  dies  nur  bei  einem  der  Fall  ist.  Man  findet  nun  nach 
Herrn  Sturm,  daß  die  Gerade  völlig  imaginär  wird,  wenn  das  letztere 
eintrat,  daß  sie  dagegen  im  ersteren  Falle  punktiert  imaginär  wird. 
Doch  gehe  ich  hier  nicht  näher  auf  die  Betrachtung  der  einzelnen  Fälle 
ein,  als  deren  Summe  eben  die  Sturm  sehe  Regel  resultierte^). 

1^)  [Indem  man  die  reellen  Tangentialebenen  betrachtet,  welche  man  im  einzelnen 
Falle  durch  die  einfach  zählenden  Geraden  an  die  Fläche  legen  kann,  erfährt  man 
zugleich,  wo  die  reellen  Punkte  liegen,  in  denen  sich  gegebenenfalls  zwei  konjugiert 
imaginäre  Gerade  der  Fläche  schneiden.    K.] 
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Aber  auch  die  Flächen  mit  Knoten,  wie  wir  sie  abgeleitet  haben, 
entsprechen  den  von  Schläfli  unterschiedenen  Arten.  Man  findet  durch 
bloßes  Abzählen  der  geraden  Linien,  daß  sich  entsprechen; 

Flächen  mit  drei  reellen  Knoten: 

I       Schläfli  VIII,  1 
II  ,,       VIII,  2. 

Flächen  mit  zwei  reellen  Knoten: 

I       Schläfli      IV,  1 

II  „  IV,  2 

III  ,,  IV,  3. 

Flächen  mit  einem  reellen  Knoten: 

I  Schläfli  II,  1 

II  .,  II,  2 

III  ,,  II,  3 

IV  ,,  11,4. 

Hiermit  sind  Schläfiis  Arten  bis  auf  die  mit  einem  isolierten 
Knoten  (II,  5)  erschöpft;  eine  solche  aber  wurde  schon  oben  (§4)  abgeleitet 
und  unter  den  mit  einem  Knoten  versehenen  Flächen  durch  IV'  bezeichnet, 
so  daß  also  alle  in  Betracht  kommenden  Arten  unter  den  unseren  nach- 
gewiesen sind. 

§9. 
Weiterer  Vergleich  mit  Schläflis  Einteilung. 

Die  Beziehung  zur  Schläfli  sehen  Einteilung  wurde  erst  dargelegt  für 
diejenigen  Flächen,  die  von  der  ursprünglichen  Fläche  mit  vier  Knoten 
wenig  abwichen.  Es  bleibt  nachzuweisen,  daß  unsere  Arten  ihrem  ganzen 
Umfange  nach  mit  den  Schläflischen  koinzidieren,  es  bleibt  zu  begründen, 
warum  die  von  uns  in  §  4  aufgestellten  neuen  Arten  für  Schläflis  Ein- 
teilungsprinzip, bis  auf  die  eine  Art  IV'  der  Flächen  mit  einem  Knoten- 
punkte, keine  neuen  Arten  begründen. 

Um  nicht  zu  sehr  durch  Betrachtung  der  einzelnen  Fälle  gehindert 
zu  werden,  soll  der  erstere  Nachweis  hier  nur  für  die  Flächen  ohne  Knoten 
explizite  gegeben  werden.  Ist  er  bei  ihnen  geführt,  so  ist  die  Richtigkeit 
der  Behauptung  bei  den  Flächen  mit  Knoten  ebenfalls  erwiesen,  da  man 
ja  nun  diese  aus  den  Flächen  ohne  Knoten  entstehen  lassen  kann. 

Bei  den  Flächen  ohne  Knoten  ist  aber  die  Richtigkeit  darin  begründet, 
daß  überhaupt  Flächen  ohne  Knoten  keine  zusammenfallenden  Geraden 
haben  können.     Denn  daraus  folgt,    daß  die  Flächen   jeder    der   von    uns 
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umgrenzten  Arten  in  der  Zahl  ihrer  reellen  Geraden  und  Dreiecksebenen 
übereinstimmen. 

Dieser  Hilfssatz  ist  folgendermaßen  einzusehen.  Wenn  zwei  Gerade 
auf  einer  Fläche  konsekutiv  werden,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Entweder  die  Geraden  schnitten  sich  vorher,  oder  es  war  dies  nicht  der 
Fall.  In  dem  ersten  Falle  hat  die  Fläche  längs  der  Geraden  eine  kon- 
stante Tangentialebene,  in  dem  zweiten  sind  Tangentenebene  und  Be- 
rührungspunkt projektivisch  aufeinander  bezogen.  Legt  man  also  durch 
die  Gerade  eine  beliebige  Ebene,  welche  dann  noch  einen  Kegelschnitt  aus 
der  Fläche  ausschneidet,  so  müssen  im  ersten  Falle  beide  Schnittpunkte 
des  Kegelschnittes  ^mit  der  Geraden,  im  letzteren  Falle  der  eine  Schnitt- 
punkt fest  sein.  Im  ersteren  Falle  liegen  zwei,  im  letzteren  ein  Knoten- 
punkt der  Fläche  auf  der  Geraden;  die  Fläche  hat  einen  Knotenpunkt  w.  z.  b.  w. 

Der  Grund  nun,  um  dessen  willen  Schlaf li  die  größere  Zahl  der 
Fälle,  die  wir  in  §  4  aufstellten,  nicht  zu  unterscheiden  hat,  liegt  darin, 
daß  der  Durchgang  eines  Knotens  durch  die  biplanare  Form  die  Zahl 
der  reellen  Geraden  nicht  ändert.  Es  ist  das  algebraisch  evident.  Die 
Geraden,  welche  durch  den  einfachen  Knoten  gehen,  zählen  zweimal ;  wird 
der  Knoten  ein  biplanarer,  so  zählen  sie  dreimal;  es  hat  sich  also  jede 
Gerade  noch  mit  einer  hinzugetretenen  einfach  zählenden  vereinigt.  Her- 
nach, wenn  der  Knoten  wieder  ein  konischer  wird,  löst  sich  diese  Gerade 
ab,  ohne  aufzuhören,  reell  zu  sein;  es  ist  kein  Grund,  daß  Gerade  imaginär 
werden,  weil  sich  ungleichwertige  Elemente  vereinigt  hatten. 

Geometrisch  geht  dieses  Zusammenfallen  folgendermaßen  vor  sich. 
Es  sei  etwa  ein  Knoten  mit  sechs  reellen  Linien  gegeben,  und  er  gehe  in 
die  biplanare  Form  über.  Dann  vereinigen  sich  mit  seinen  Geraden  sechs 
solche,  welche  bis  dahin  durch  die  Öffnung  verliefen,  welche  (nach  §  3) 
die  Fläche  in  der  Nähe  eines  Knotens  zeigt,  der  die  biplanare  Form  an- 
nehmen will;  hernach  erstrecken  sich  diese  Geraden  durch  die  entsprechende 
Öffnung,  welche  auf  der  anderen  Seite  des  Knotens  entstanden  ist. 

§10. 

Von  der  Diagonalfläche. 

t  Unsere  weiteren  Betrachtungen  sollen  sich  auf  die  Flächen  mit 
27  reellen  Geraden  allein  beziehen;  die  Prinzipien,  welche  uns  dabei  leiten, 
sind  in  gleicher  Weise  bei  den  übrigen  Fällen  anwendbar,  liefern  aber 
nicht  immer  die  gleichen  einfachen  Resultate. 

Wir  gehen  von  der  Betrachtung  einer  einzelnen  Fläche  mit  27  reellen 
Geraden  aus.  Es  ist  dies  die  von  C  leb  seh  sogenannte  Diagonalfläche 
(vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1872/73),  S.  131)    mit    reell  vorausgesetztem 
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Pentaeder.  Diese  Fläche  ist  durch  die  einfache  Beziehung  zu  dem  ihr 
zugeordneten  Pentaeder  ausgezeichnet.  Sind  nämlich  die  Ebenen  des 
Pentaeders  durch 

^  =  0,     ^  =  0,     r  =  0,     5  =  0,     t  =  0 

dargestellt,  und  wählt  man  die  absolute  Bedeutung  dieser  Buchstaben  so, 

daß 

P  +  q  +  r  +  s  +  t^O, 

so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

p^  +  q^  +  r^  +  s^  +  t^  =  0. 

Die  Diagonalfläche  ist  eine  Ko Variante  des  zugrunde  gelegten  Penta- 
eders (vgl.  Abh.  L  dieser  Ausgabe,  S.  269).  Jede  Diagonalfläche  ist  infolge- 
dessen mit  jeder  anderen  und  insbesondere  mit  sich  selbst  auf  120  Weisen 
kollinear,  wobei  die  Kollineationen  reell  sind,  wenn  zwei  Flächen  mit 
reellem  Pentaeder  ineinander  übergeführt  werden  sollen.  Infolgedessen  ge- 
stattet ein  Modell  der  Fläche  mit  reellem  Pentaeder  für  alle  solchen 
Flächen  allgemeine  Schlüsse  zu  ziehen;  die  Kenntnis  der  Kollineationen 
der  Fläche  in  sich  selbst  kontrolliert  die  Abzahlung  gleichwertiger  Vor- 
kommnisse. Ein  solches  Modell  wurde  von  Herrn  Weiler  nach  Angaben 
von  Clebsch  ausgeführt  (vgl.  Göttinger  Nachrichten,  Aug.  1872)  und  ich 
habe  wesentlich  an  diesem  Modelle  die  im  folgenden  entwickelten  Verhält- 
nisse kennengelernt. 

Die  27  Geraden  der  Diagonalfläche  spalten  sich  in  zwei  Gruppen  von 
bez.  15  und  12.  Die  15  ersten  Linien  liegen  in  den  Pentaederebenen  und 
bilden  in  jeder  die  Diagonalen  desjenigen  Vierseits,  in  welchem  die  Ebene 
von  den  vier  übrigen  geschnitten  wird.  Diese  Linien  schneiden  sich  also 
zu  drei  in  den  zehn  Pentaedereckpunkten.  Die  übrigen  zwölf  bilden  eine 
Doppelsechs.     Dieselben  sollen  in  bekannter  Weise  durch: 

1,    2,    3,    4,    5,    6 
1',  2',  3',  4',  5',  6' 

bezeichnet  sein,  die  15  Geraden  sind  dann  durch  die  Zahlen  12,  13  usw. 
gegeben.  Diese  Indizes  können  dabei  so  gewählt  werden,  daß  die  Geraden, 
welche  in  den  fünf  Pentaederebenen  liegen,  die  folgenden  sind: 

12,     34,     56 


13, 

25, 

46 

14, 

26, 

35 

15, 

24, 

36 

16, 

23, 

45 

während  die  Geraden,  wie  sie  sich  bez.  zu  drei  in  einem  Punkte  schneiden, 
durch  das  Schema  gegeben  sind: 
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12, 

35, 

46  1 

12, 

36, 

45 

13, 

24; 

56 

13, 

26, 

45 

u, 

25, 

36 

14, 

23, 

56 

15, 

26, 

34 

15, 

23, 

46 

16, 

24, 

35 

16, 

25, 

34' 

(B) 


Die  15  Geraden  der  ersten  Art  haben  reelle  Asymptotenpunkte^^);  die- 
selben liegen  eben  in  den  zwei  Pentaedereckpunkten,  welche  jede  solche 
Gerade  enthält.  Die  zwölf  Geraden  der  zweiten  Art  hingegen  haben 
imaginäre  Asymptotenpunkte.  Die  zehn  Pentaederecken,  in  welche  die 
30  Asymptotenpunkte  der  Geraden  erster  Art  zusammenfallen,  sind  isolierte 
Punkte  der  parabolischen  Kurve  ^')  der  Fläche.  Sie  können  isolierte  Punkte 
vorstellen,  da  die  Hessesche  Fläche,  welche  die  parabolische  Kurve  aus- 
schneidet, in  ihnen  Knotenpunkte  hat. 

Andere  reelle  Punkte  von  parabolischer  Krümmung  gibt  es  nicht: 
die  Diagonalfläche  ist,  abgesehen  von  den  zehn  auf  ihr  liegenden  Penta- 
eder eckpunkten,  überall  hyperbolisch  gekrümmt. 

Die  Geraden   der  Fläche    bilden    auf    derselben    eine  Reihe  von  Vier- 


^®)  [Legt  man  durch  eine  Gerade  der  Fläche  dritter  Ordnung  beliebige  Ebenen, 
so  schneidet  jede  derselben  die  Fläche  noch  in  einem  Kegelschnitt.  Läuft  die  Ge- 
rade durch  keinen  Knotenpunkt,  so  bestimmen  die  reellen  Schnittpunkte  dieser  Kegel- 
schnitte auf  der  Geraden  eine  Punktinvolution,  die  entweder  zwei  getrennte  reelle 
oder  zwei  konjugiert  imaginäre  Doppelpunkte  hat  (hyperbolische  bzw.  elliptische  In- 
volution), Diese  Doppelpunkte  hat  Steiner  mit  dem  merkwürdigen  Namen  Asym- 
ptotenpunJcte  bezeichnet.  Im  Falle  zweier  reeller  Asymptotenpunkte  berühren  in  diesen 
zwei  Kegelschnitte  die  Gerade,  Diese  Kegelschnitte  trennen  die  Kegelschnitte  mit 
reellen  Schnittpunkten  von  denen  mit  imaginären  Schnittpunkten.  Man  erkennt  leicht, 
daß  die  reellen  Asymptotenpunkte  Punkte  der  parabolischen  Kurve  der  Fläche 
sind,  in  denen  die  Gerade  die  Kurve  berührt.  —  Läuft  die  Gerade  durch  einen  Knoten- 
punkt, so  geht  auch  jeder  der  genannten  Kegelschnitte  durch  diesen  Punkt;  wir 
haben  eine  parabolische  Involution  mit  zusammenfallenden  Doppelpunkten.  Läuft 
die  Gerade  durch  zwei  Knotenpunkte,  so  geht  jeder  Kegelschnitt  durch  diese  beiden 
hindurch.  Nur  in  der  festen  Tangentialebene  der  Fläche  längs  der  Geraden  gibt  es 
keine  bestimmten  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt,  da  dieser  in  ein  Geradenpaar 
ausgeartet  ist,  dessen  eine  Gerade  mit  der  Verbindungslinie  der  KLnoten  identisch 
ißt.     Die  Involution  ist  singulär  geworden.] 

^')  In  einem  solchen  isolierten  Punkte  einer  parabolischen  Kurve  berührt  jede 
Tangente  dreipunktig,  jeder  durch  denselben  durchgelegte  ebene  Schnitt  der  Fläche 
hat  dort  eine  Wendung.  Drei  unter  den  Tangenten  sind  vierpunktig  berührend;  im 
Falle  der  Flächen  dritten  Grades  müssen  sich  also  in  einem  solchen  Punkte,  wie  es 
bei  der  Diagonalfiäche  in  der  Tat  geschieht,  drei  Gerade  der  Fläche  kreuzen. 
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ecken.  Jedes  solche  Viereck  hat  zu  aufeinander  folgenden  Kanten  zwei 
Gerade  der  ersten  und  weiterhin  zwei  Gerade  der  zweiten  Art.  In  jedem 
der  zehn  Pentaedereckpunkte  stoßen  sechs  solcher  Vierecke  zusammen ;  die 
2  •  6  Kanten  zweiter  Art,  welche  sie  besitzen,  gehören  nur  sechs  Linien 
der  zweiten  Art  an,  so  daß  der  Eckpunkt  von  einem  (windschiefen)  Sechs- 
seit  von  Geraden  zweiter  Art  umgeben  ist.  Außer  den  6  •  10  =  60  an  die 
Eckpunkte  hinanreichenden  Vierecken  finde  ich  noch  60  andere,  so  daß 
die  Zahl  der  überhaupt  vorhandenen  vierseitigen  Felder,  in  welche  die 
Fläche  durch  die  27  Geraden  zerlegt  wird,  120  beträgt  ^^). 

§11. 
Übertragung  auf  die  allgemeine  Fläche  mit  27  reellen  Geraden. 

Die  bei  der  Diagonalfläche  erkannten  Eigenschaften  können  nun  un- 
mittelbar für  die  Flächen  dritten  Grades  mit  27  reellen  Geraden  überhaupt 
verwertet  werden,  indem  man  überlegt,  wie  sich  dieselben  ändern  werden, 
wenn  man  die  Diagonalfläche  beliebigen  Deformationen  unterwirft,  ohne 
daß  ein  Zusammenfallen  von  geraden  Linien  stattfindet  oder  (was  dasselbe 
ist)  ein  Knotenpunkt  entsteht. 

Zuvörderst  ist  ersichtlich:  die  Verteilung  der  reellen  Asymptotenpunkte 
auf  die  Geraden  der  Fläche  ist  bei  den  Flächen  mit  27  Geraden  überhaupt 
so  wie  bei  der  Diagonalfläche.  Denn  jede  Fläche  mit  27  Geraden  läßt 
sich  aus  jeder  anderen  und  also  auch  aus  der  Diagonalfläche  ableiten,  ohne 
daß  eine  Fläche  mit  Knotenpunkt  dazwischen  tritt.  Sollten  nun  bei  dieser 
Ableitung  Asymptotenpunkte,  die  vorher  reell  waren,  imaginär  werden  oder 
umgekehrt,  so  müßten  sie  vorher  zusammenfallen.  Wenn  aber  auf  einer 
Geraden  die  Asymptotenpunkte  zusammenfallen,  so  hat  die  Fläche  dort 
notwendig  einen  Knotenpunkt.  Denn  die  Asymptotenpunkte  sind  harmo- 
nisch zu  jedem  Punktepaar,  in  welchem  die  bez.  Gerade  von  einem  Kegel- 
schnitte der  Fläche  getroffen  wird,  der  in  einer  beliebig  durch  die  Gerade 
hindurchgelegten  Ebene  liegt  usw. 

Auf  jeder  Fläche  mit  27  Geraden  gibt  es  also  eine  Doppelsechs  von 
Geraden  mit  imaginären  Asymptotenpunkten,  die  15  übrigen  Geraden 
haben  reelle  Asymptotenpunkte,  Bezeichnet  man  die  ersteren,  wie  bei  der 
Diagonalfläche,  mit  1,2-.  bez.  l',  2'-  •,  so  geben  die  Schemata  A,  B  des 
vorigen  Paragraphen  die  von  den  Geraden  der  anderen  Art  gebildeten 
Dreiecksebenen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Verteilung  der  Geraden  und  den  Verlauf  der 
parabolischen  Kurve  auf  der  allgemeinen  Fläche.     Zu   diesem  Zwecke  sei 


*)  [Vgl.  die  unten  in  Zusatz  II  gegebenen  Ausführungen.] 
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angenommen,  daß  die  Fläche  zunächst  wenig  von  einer  Diagonalfläche 
abweiche.  Dann  ist  der  einzige  Unterschied  in  der  Verteilung  der  Geraden 
der,  daß  die  drei  Geraden,  welche  sich  bis  dahin  in  den  Pentaederecken 
schnitten,  nunmehr  ein  Dreieck,  aber  (zunächst)  ein  kleines  Dreieck  zwischen 
sich  einschließen.  Von  den  sechs  Vierecken  der  Fläche,  die  in  dem  gemein- 
samen Schnittpunkte  zusammenstießen,  sind  drei  zu  Fünfecken  geworden ; 
die  Fläche  wird  also  durch  die  geraden  Linien  in  zehn  Dreiecke,  90  Vier- 
ecke, 30  Fünfecke  zerlegt.  Die  drei  Asymptotenpunkte  der  drei  sich  in 
einem  Punkte  schneidenden  Geraden,  die  bis  dahin  vereinigt  waren,  sind 
in  drei  Punkte  auf  den  Seiten  des  kleinen  Dreiecks  auseinandergerückt. 
Der  isolierte  Punl^t  der  parabolischen  Kurve  hat  sich  zu  einem  kleinen 
in  das  Dreieck  eingeschriebenen  Ovale  erweitert  (denn  imaginär  kann  er 
nicht  geworden  sein,  da  die  Asymptotenpunkte,  in  denen  ein  Zweig  der 
parabolischen  Kurve  berühren  soll,  reell  geblieben  sind).  Die  parabolische 
Kurve  besteht  also  aus  zehn  Ovalen,  welche  bezüglich  in  die  durch  das 
Schema  B  bezeichneten  Dreiecke  eingeschlossen  sind;  das  Schema  A  be- 
zeichnet fünf  Dreiecksebenen,  welche  je  sechs  dieser  Ovale  berühren.  Auch 
die  Lage,  welche  das  Pentaeder  der  neuen  Fläche  angenommen  hat,  läßt 
sich  näherungsweise  angeben.  Die  Hesse  sehe  Fläche,  welche  in  den 
Pentaedereckpunkten  Knotenpunkte  hat,  schneidet  die  Fläche  dritten  Grades 
nach  zehn  getrennten  Ovalen.  Die  Fläche  dritten  Grades  ist  durch  leichte 
Deformation  aus  der  Diagonalfläche  entstanden,  bei  der  an  Stelle  dieser 
Ovale  isolierte  Punkte  auftraten,  die  eben  selbst  die  Knotenpunkte  der 
Hess  eschen  Fläche  vorstellten.  Infolgedessen  sind  die  zehn  Ovale  der 
neuen  Fläche  die  Durchschnitte  derselben  bez.  mit  den  zehn  von  den 
Knotenpunkten  der  Hess  eschen  Fläche  sich  erhebenden  kegelartigen 
Stücken  derselben  (welche  näherungs weise  durch  die  Tangentenkegel  in  den 
bez.  Knotenpunkten  dargestellt  werden).  Aber  auf  diesen  Stücken  ver- 
laufen jedesmal  drei  Kanten  des  durch  die  Knotenpunkte  bestimmten 
Pentaeders,  denn  diese  Kanten  gehören  der  Hess  eschen  Fläche  ganz  an. 
Das  Pentaeder  unserer  Fläche  liegt  also  in  der  Nähe  der  durch  das 
Schema  A  bezeichneten  fünf  Dreiecksebenen,  derart^  daß  seine  Kanten  zu 
drei  jedes  der  zehn  Ovale  der  parabolischen  Kurve  treffen. 

Die  hiermit  bezeichneten  Verhältnisse  übertragen  sich  nun  ohne  weiteres 
auf  die  allgemeine  Fläche  mit  27  Geraden.  In  der  Tat  können  sie  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  eine  beliebige  Deformation  der  Fläche,  bei  der 
die  27  Geraden  getrennt  bleiben,  eintreten  läßt.  Die  Verteilung  der  Ge- 
raden auf  der  Fläche  kann  keine  andere  werden,  es  können  höchstens  drei 
Gerade  erster  Art,  die  sich  bei  der  Diagonalfläche  in  einem  Punkte  schnitten, 
wieder  in  einen  Punkt  zusammenrücken  (was  unwesentlich  sein  würde). 
Denn  es  können  nie  drei  Gerade  verschiedener  Art  sich  in   einem  Punkte 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  3 
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schneiden,  weil  sonst  dieser  Punkt  ein  gemeinsamer  Asymptotenpmikt  wäre 
und  also  gerade  Linien,  welche  vorher  imaginäre  Asymptotenpunkte  be- 
saßen, nunmehr  reelle  hätten  usw.  Die  Zahl  der  Ovale  der  parabolischen 
Kurve  ist  immer  zehn;  es  kann  sich  höchstens  ein  oder  das  andere  Oval 
in  einen  isolierten  Punkt  zusammenziehen,  was  nicht  in  Betracht  kommt. 
Denn  kein  Oval  kann  verschwinden  —  es  bleiben  ja  die  Asymptotenpunkte, 
in  denen  es  berührt,  reell  — ,  es  können  sich  nie  zwei  Ovale  vereinigen  — 
denn  jedes  Oval  ist  von  einem  Sechsseit  von  geraden  Linien  umgeben, 
welche  keine  reellen  Asymptotenpunkte  besitzen,  und  das  also  von  dem 
Ovale  nie  überschritten  werden  kann,  —  es  darf  endlich  auch  nie  ein  Oval 
neu  entstehen,  denn  dasselbe  müßte  aus  einem  neuen  isolierten  Punkte 
hervorgehen  und  ein  solcher  würde  (wie  oben  in  einer  Note  bemerkt)  einen 
neuen  Kreuzungspunkt  von  drei  Geraden  der  Fläche  bedeuten,  der  doch 
nicht  auftreten  soll.  Die  Beziehung  des  Pentaeders  zur  Fläche  ist  die- 
selbe geblieben.  Denn  waren  einmal  die  zehn  Ovale  den  zehn  Knotenpunkten 
einzeln  zugeordnet,  so  kann  dies  Verhältnis,  solange  die  zehn  Ovale  einzeln 
erhalten  bleiben,  keine  Änderung  erleiden. 

Es  begründen  diese  Beziehungen  insbesondere  noch  den  Satz,  der  die 
Wichtigkeit  der  Diagonalfläche  gerade  für  Untersuchungen  der  vorliegenden 
Art  kennzeichnet :  Eine  Fläche  dritten  Grades  mit  27  reellen  Geraden  kann 
nur  auf  eine  kontinuierliche  Weise  in  eine  Diagonalfläche  übergeführt 
werden  [abgesehen  von  den  120  Kollineationen  der  Diagonalfläche  in  sich]. 
Das  Pentaeder  derselben  entsteht  aus  den  fünf  Dreiecksebenen  Ä,  welche 
bez.  je  sechs  der  zehn  parabolischen  Ovale  berühren. 

§12.     . 

Die  Entstellung  der  Fläche  mit  27  Geraden  aus  der  Fläche  mit 

vier  Knoten. 

Wenn  wir  nach  §  2  eine  Fläche  mit  27  Geraden  aus  einer  mit  vier 
Knoten  ableiten,  so  werden  die  zehn  elliptisch  gekrümmten  Teile  der  Fläche 
in  folgender  Weise  erzeugt.  Vier  derselben  werden  durch  die  vier  Seiten- 
felder des  ursprünglich  elliptischen  Flächenteils  (der  tetraederähnlich  ge- 
staltet war)  hervorgebracht.  Die  sechs  anderen  entstehen  an  denjenigen 
Stellen  des  ursprünglich  hyperbolischen  Teiles,  in  denen  die  drei  einfach 
zählenden  Geraden  der  Fläche  von  den  sechs  Tetraederkanten  geschnitten 
werden. 

Die  Ebene  der  einfach  zählenden  Geraden  gibt  also  eine  der  fünf 
Dreiecksebenen  A  ab,  die  den  fünf  Pentaederebenen  benachbart  sind,  wie 
das  mit  dem  Umstände  stimmt,  daß  für  die  Fläche  mit  vier  Knoten  jene 
Ebene  geradezu  eine  Pentaederebene  ist. 
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Will  man  daher  untersuchen,  wie  oft  eine  Fläche  mit  27  reellen  Ge- 
raden aus  der  Fläche  mit  vier  Knoten  abgeleitet  werden  kann,  so  hat  man 
von  vornherein  fünf  Klassen  solcher  Ableitungen  zu  unterscheiden,  je  nach 
der  Dreiecksebene  A ,  welche  man  aus  der  Ebene  der  einfach  zählenden 
Geraden  hervorgehen  lassen  will.  Aber  man  überzeugt  sich,  daß  jede  solche 
Klasse  nur  eine  Art  enthält,  daß  eine  Fläche  mit  27  reellen  Geraden  überhaupt 
nur  in  fünf  Weisen  aus  einer  Fläche  mit  vier  Knoten  gewonnen  werden 
kann.  Als  solche  fünf  Flächen  mag  man  dann  geradezu  diejenigen  nehmen, 
deren  Pentaeder  ^^)  mit  den  fünf  Dreiecksebenen  Ä  zusammenfällt. 

Um  dies  zu  begründen,  betrachte  ich  die  Gruppe  der  24  Geraden, 
die  bei  der  Auflösung  der  Knoten  einer  Fläche  mit  vier  Doppelpunkten 
aus  den  Tetraederkanten  entstehen.  Eine  solche  Gruppierung  läßt  sich 
aus  den  24  Geraden,  die  von  den  27  bleiben,  wenn  man  die  drei  in  einer 
Ebene  A  gelegenen  fortnimmt,  nur  einmal  bilden,  und  darin  liegt  der  Beweis. 

Diese  Gruppierung  ist  nämlich  folgende.  Die  drei  Kanten,  welche 
durch  einen  Knoten  hindurchgingen,  ergeben  bei  der  Auflösung  eine  Doppel- 
sechs. Je  drei  Linien  aus  jeder  Sechs  derselben  haben  reelle,  die  drei 
anderen  imaginäre  Asymptotenpunkte.  Die  vier  Doppelsechsen,  welche  den 
vier  Knotenpunkten  entsprechen,  haben  je  vier  Gerade  gemein,  darunter 
zwei  und  nur  zwei  mit  reellen  Asymptotenpunkten.  Die  Linien  einer 
Doppelsechs,  welche  reelle  Asymptotenpunkte  haben,  berühren  unter  den 
sechs  Ovalen  der  parabolischen  Kurve,  welche  in  der  Nähe  der  Ebene  der 
einfach  zählenden  Geraden  entstehen,  solche  drei,  welche  nicht  (auch  nicht 
annähernd)  [von  einer  geraden  Linie  getroffen  werden]. 

Sondern  wir  aber  aus  den  27  Geraden  drei  in  einer  Ebene  A  ge- 
legene, etwa 

12,     34,     56, 

aus,  so  lassen  sich  die  übrigen  24  nur  in  einer  Weise  in  vier  Doppelsechsen 
gruppieren,  welche  diesen  Forderungen  genügen.  Bei  der  Bezeichnung  der 
Geraden,  die  ich  an  dem  Weiler  sehen  Modelle  der  Diagonalfläche  ange- 
bracht habe,  sind  dies  die  folgenden: 

1       3       5     46     62     24 

.      „„„,.., 

^H         ")  Eine  Fläche  mit  vier  Knoten  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  vollständig  bestimmt, 

^prenn  ihr  Pentaeder  bekannt    und   eine  Entscheidung    darüber  getroffen   ist,    welche 

Pentaederebene   die  einfach   zählenden  Geraden  enthalten  soll.     Zu  einem  Pentaeder 

gehören    also  fünf  Flächen    mit  vier  Knoten.     [Vgl.    Rodenberg,    Math.  Annalen, 

Bd.  14  (1878/79).     Ihre  Gleichung  ist  z.  B.  xl  +  xi  +  x^  +  x!  ^ -^  ==  Q .] 
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Die  Doppelsechsei) ,  welche  in  dieser  Weise  bei  den  fünf  Wiederher- 
leitungen  einer  Fläche  mit  27  Geraden  auftreten,  sind  übrigens  nicht  in 
der  Zahl  20,  sondern  nur  in  der  Zahl  10  vorhanden,  indem  jede  Doppel- 
sechs zweimal  benutzt  wird.  Bezeichnet  man  die  eben  genannten  (in  ver- 
ständlicher Weise)  durch: 

135,     146,     245,     236, 
so  gibt  es  außerdem  die  folgenden  sechs: 

123,     124,     156 
256,     345,     346 

und  dieselben  verteilen  sich  auf  die  fünf  Ebenen  Ä  in  der  folgenden  Weise : 

Ebene  Doppelsechs 


12, 

34, 

56 

135, 

146, 

245, 

236 

13, 

25, 

46 

124, 

156, 

236, 

345 

14, 

26, 

35 

123, 

156, 

245, 

346 

15, 

24, 

36 

123, 

146, 

256, 

345 

16, 

23, 

45 

124, 

135, 

256, 

346 

§13. 
Von  den  ebenen  Schnitten  der  Fläche  mit  37  reellen  Geraden. 

Auf  Grund  der  bisherigen  Erörterungen  wird  es  möglich,  die  Gesamt- 
heit der  ebenen  Schnitte,  welche  eine  Fläche  mit  27  Geraden  zeigt,  zu 
klassifizieren.  Ich  muß  mich  freilich  darauf  beschränken,  hier  die  Resul- 
tate einfach  anzugeben,  da  eine  genaue  Herleitung  derselben  ohne  die 
durch  ein  Modell  ermöglichte  konkrete  Anschauung  zum  mindesten  sehr 
weitläufig  erscheint. 

Der  ebene  Schnitt  einer  Fläche  dritter  Ordnung  zeigt  als  Kurve 
dritter  Ordnung  entweder  nur  einen  zusammenhängenden  Kurvenzug  (mit 
drei  Wendungen )  oder  er  besitzt  außerdem  ein  Oval.  Die  Ebenen,  welche 
die  Fläche  nur  nach  einem  Zuge  schneiden,  bilden  nun,  wie  sich  zeigt, 
eine  zusammenhängende  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen,  Von  ihr 
werden  ebenfalls  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeiten  solcher  Ebenen, 
die  in  Kurven  mit  Oval  schneiden,  eingeschlossen. 

Diese  Ebenen  selbst  zerfallen  zunächst  in  drei  Gruppen,  deren  jede 
wieder  in  eine  größere  Zahl  getrennter  Mannigfaltigkeiten  geteilt  ist.    Das 
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Oval  wird  nämlich  entweder  von  keiner  Geraden  der  Fläche  oder  von  zwölf 
oder  von  sechzehn  getroffen. 

Daß  hiermit  in  der  Tat  alle  Möglichkeiten  erschöpft  sind,  welche  ein- 
treten können,  wenn  man  Durchschnittskurven  mit  Doppelpunkt  usw.  nicht 
beachtet,  ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung  aus  der  eindeutigen  Ab- 
bildung der  Fläche  auf  eine  Ebene.  Der  ebene  Schnitt  bildet  sich  be- 
kanntlich ab  als  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch  sechs  Fundamental- 
punkte hindurchgeht.  Er  wird  überdies,  je  nachdem  er  aus  einem  Zuge 
oder  aus  zwei  Teilen  besteht,  eine  ebenso  beschaffene  Bildkurve  liefern. 
Beschränken  wir  uns  also  auf  Bildkurven,  die  aus  zwei  Teilen,  aus  einem 
Ovale  und  einem  Züge  mit  drei  Wendungen  bestehen.  Es  liegen  dann  noch 
eine  Keihe  von  Möglichkeiten  bezüglich  der  Verteilung  der  Fundamental- 
punkte auf  die  beiden  Kurventeile  vor:  das  Oval  kann  0,  1,  2-  •  -6  Funda- 
mentalpunkte enthalten.  Man  beweist  nun  zunächst:  Das  Oval  des  ebenen 
Bildes  entspricht  dem  Ovale  der  räumlichen  Kurve  oder  dem  anderen 
Teile  derselben,  je  nachdem  es  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  von 
Fundamentalpunkten  enthält.  Enthält  nämlich  das  Oval  eine  ungerade 
Zahl,  so  wird  es,  nach  Grundsätzen  der  Analysis  situs,  von  jeder  Kurve, 
die  durch  die  sechs  Fundamentalpunkte  geht,  noch  in  einem  Punkte  oder 
in  einer  ungeraden  Zahl  von  Punkten  geschnitten;  der  entsprechende  räum- 
liche Kurvenzug  wird  also  von  jeder  Ebene  einmal  oder  eine  ungerade 
Anzahl  von  Malen  getroffen,  d.  h.  er  ist  ein  Kurvenzug  mit  drei  Wendungen, 
kein  Oval.  Umgekehrt  beweist  man,  daß  das  Oval  des  ebenen  Bildes  und 
das  Oval  des  räumlichen  Schnittes  einander  entsprechen,  wenn  ersteres  eine 
gerade  Zahl  von  Fundamentalpunkten  enthält.  —  Indem  man  sich  dieser 
Regel  bedient,  ersieht  man  sofort,  daß  die  räumlichen  Schnitte  mit  Oval 
eben  in  die  drei  Arten  zerfallen,  die  dadurch  charakterisiert  sind,  daß  das 
Oval  bez.  von  keiner  Geraden,  oder  von  zwölf  (die  eine  Doppelsechs  bilden), 
oder  von  sechzehn  Geraden  geschnitten  wird. 

Ebenen,  welche  nach  Kurven  mit  Oval  schneiden,  so  daß  das  Oval 
keiner  Geraden  begegnet,  erhält  man  z.  B.,  wenn  man  das  Oval  ganz  auf 
eine  der  zehn  elliptisch  gekrümmten  Partien  der  Fläche  verlegt.  Man 
überzeugt  sich  dann  ferner,  daß  dies  die  einzigen  Ebenen  dieser  Art  sind, 
die  bez.  Ebenen  konstituieren  also  zehn  getrennte  Mannigfaltigkeiten. 

Ebenen,  deren  Oval  einer  Doppelsechs  begegnet,  erhält  man  beispiels- 
weise, wenn  man  die  Fläche  zunächst  in  eine  solche  mit  einem  Knoten- 
punkt überleitet  und  dann  einen  ebenen  Schnitt  legt,  für  den  dieser  Knoten- 
punkt ein  isolierter  Punkt  ist.  Geht  man  sodann  zur  ursprünglichen  Fläche 
zurück,  so  hat  man  einen  Schnitt,  dessen  Oval  von  den  Linien  derjenigen 
Doppelsechs  getroffen  wird,  welche  aus  den  sechs  durch  den  Knotenpunkt 
verlaufenden  Geraden  entstanden  ist.    Jede  der  zehn  im  vorigen  Paragraphen 
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aufgezählten  Doppelsechsen  gibt  zu  solchen  ebenen  Schnitten  ^^)  Veranlassung. 
Man  kann  wiederum  beweisen,  daß  diese  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  daß  also 
auch  die  Ebenen  dieser  Art  zehn  getrennte  Mannigfaltigkeiten  konstituieren. 

Es  gibt  ferner  fünfzehn  Mannigfaltigkeiten  von  Ebenen,  deren  Oval  von 
sechszehn  Geraden  getroffen  wird.  Man  überzeugt  sich  hiervon  einmal,  indem 
man  zu  den  Flächen  mit  vier  Knoten  zurückgeht.  Jede  der  fünf  Flächen 
mit  vier  Knoten,  aus  denen  die  allgemeine  Fläche  entstehen  kann,  hat 
dreierlei  Schnitte,  die  beim  Übergange  Durchschnittskurven  der  gewünschten 
Art  geben:  diejenigen  Schnitte,  welche  den  elliptischen  Teil  der  Fläche  mit 
vier  Knoten  so  treffen,  daß  die  Knoten  in  zwei  Gruppen  von  zwei  zerlegt 
werden.  Andererseits  erhält  man  Schnitte  der  gewünschten  Art,  wenn  man, 
was  ersichtlich  möglich  ist,  durch  jede  der  15  Geraden  mit  reellen  Asymptoten- 
punkten Ebenen  hindurchlegt,  welche  Kegelschnitte  enthalten,  die  der  bez. 
Geraden  nicht  begegnen,  —  und  wenn  man  weiterhin  diese  Ebene  etwas 
verschiebt,  so  daß  sie  eine  eigentliche  Kurve  dritter  Ordnung  enthält. 

Diese  Unterscheidung  der  ebenen  Schnitte  liefert  die  Einteilung  der 
Flächen  mit  27  Geraden  nach  dem  Unendlichweiten.  Sieht  man  von  Flächen 
mit  parabolischen  Ästen  ab  (welche  die  unendlich  ferne  Ebene  berühren), 
so  hat  man  bei  den  Flächen  mit  27  reellen  Geraden  vier  Arten  zu  unter- 
scheiden. Das  Wien  ersehe  Modell  gehört  zu  der  Art,  welche  die  unend- 
lich ferne  Ebene  in  einem  zusammenhängenden  Kurvenzuge  trifft.  Eben- 
dahin gehört  die  Fläche,  die  man  aus  der  Fläche  mit  vier  Knoten  ableiten 
wird,  wie  sie  in  Fig.  1  dargestellt  ist.  Das  von  Herrn  Ne es en  angefertigte 
Modell  einer  Fläche  mit  vier  Knoten,  dessen  oben  Erwähnung  geschah, 
würde  eine  Fläche  mit  27  Geraden  angeben,  die  das  Unendlichferne  in  einer 
Kurve  mit  Oval  trifft,  so,  daß  das  Oval  von  zwölf  Linien  geschnitten  wird.  — 

§14. 

Von  den  Haupttangentenkurven  der  Fläche   mit  27  reellen   Geraden. 

Die  Aufgabe,  auf  einem  Modelle  einer  Fläche  mit  27  reellen  Geraden  die 
Haupttangentenkurven  zu  zeichnen,  ist  praktisch  nicht  zu  schwer  auszuführen, 
da  die  27  Geraden  selbst  Haupttangentenkurven  vorstellen.  In  der  Tat  ist  der 
Verlauf  der  bez.  Kurven  innerhalb  der  Vierecke,  welche  von  den  Geraden  der 

^^)  Ein  Modell  einer  Fläche  mit  27  Geraden  zeigt  eine  Reihe  von  „Durchgängen" 
oder  „Öffnungen".  Auf  den  Partien  der  Fläche,  welche  an  diese  Durchgänge  an- 
grenzen, verlaufen  eben  die  Geraden  einer  der  zehn  Doppelsechsen.  Jede  solche 
Doppelsechs  gibt  zu  einem  „Durchgange"  Veranlassung;  ob  derselbe  aber  in  dem 
Modelle  ohne  weiteres  ersichtlich  ist,  hängt  einmal  von  der  Beziehung  zum  Unendlich - 
weiten  ab,  die  man  bei  der  Konstruktion  des  Modells  zugrunde  gelegt  hat,  dann  aber 
auch  davon,  welche  Seite  der  im  Endlichen  gelegenen  Partie  der  Fläche  man  als  äußere, 
welche  als  innere  betrachten  will.  [Vgl.  die  Abhandlung  von  Zeuthen  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  8  (1874)  und  den  unten  folgenden  Zusatz  II.] 
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Fläche  eingeschlossen  werden,  durch  diese  Bemerkung  durchaus  bestimmt,  d.  h. 
schematisch  bestimmt.  Nur  bez.  der  Dreiecke  und  Fünfecke,  welche  an  die 
parabolische  Kurve  angrenzen,  wird  eine  anderweitige  Überlegung  nötig.  Das 
Kesultat  derselben,  das  durch  Fig.  8  veranschaulicht  ist,  mag  hier  um  so  lieber 
mitgeteilt  werden,  als  dasselbe  einen  Beitrag  zur  Theorie  der  Haupttangenten- 
kurven überhaupt,  noch  allgemeiner,  zur  Theorie  der  singulären  Lösungen 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  abgibt. 


Fig.  8. 

In  Fig.  8  bezeichnet  die  punktierte  Kurve  eins  der  zehn  Ovale  der 
parabolischen  Kurve;  die  drei  geradlinigen  Tangenten  stellen  drei  Gerade 
der  Fläche  vor,  die  sechs  umschließenden  Geraden  repräsentieren  das  wind- 
schiefe Sechsseit,  in  welches  das  Oval  eingeschlossen  ist.  Die  ausgezogenen 
I Kurven,  zusammen  mit  diesen  Geraden,  sind  Haupttangentenkurven.  Die- 
selben haben  auf  der  parabolischen  Kurve  (wie  das  schon  sonst  bekannt 
war,  vgl.  Abh.  VI  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe,  S.  92)  Spitzen;  in  den 
Asymptotenpunkten  der  drei  Geraden  sind  aber  diese  Spitzen  in  Selbst- 
her ührungspunkte  übergegangen.  Solcher  Selbstberührungspunkte  treten 
auf  der  parabolischen  Kurve  einer  Fläche  ?i-ter  Ordnung  im  allgemeinen 
eine  endliche  Zahl  auf.  Es  sind  die  Punkte,  in  denen  sich  die  parabolische 
r — ■ 
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§15. 

Einige  allgemeine  Sätze  über  die  Gestalten  algebraischer  Kurven 

Flächen. 

Die  geschlossenen  Kurven  der  Ebene  hat  man  in  projektivischem 
Sinne  in  zwei  Klassen  zu  teilen,  in  paare  und  unpaare  Kurven ^^).  Zu 
den  unpaaren  Kurven  gehört  z.  B.  die  gerade  Linie,  sowie  der  Zug  mit 
drei  Wendungen,  der  bei  den  Kurven  dritter  Ordnung  auftritt.  Als  ein 
Beispiel  für  eine  paare  Kurve  mag  man  jede  im  Endlichen  verlaufende 
geschlossene  Kurve  betrachten.  Man  hat  für  diese  Kurven  und  ihre  gegen- 
seitigen Beziehungen  eine  Reihe  allgemeiner  Sätze  (vgl.  v.  Staudts  Geo- 
metrie), von  denen  hier  nur  der  eine  angeführt  sein  soll: 

Zwei  Kurven  schneiden  sich  notwendig,  wenn  beide  unpaar  sind, 
und  zwar  in  einer  unpaaren  Anzahl  von  Punkten.  Ist  eine  von  zwei 
Kurven  eine  paare,  so  brauchen  sich  die  Kurven  nicht  zu  treffen;  tun 
sie  es,  so  geschieht  es  in  einer  paaren  Anzahl  von  Punkten. 

Man  kann  hieran  einen  Schluß  über  die  Gestalten  der  ebenen  al- 
gebraischen Kurven  ohne  vielfachen  Punkt  oder,  wenn  man  will,  der  all- 
gemeinen durch  eine  Gleichung  zwischen  Punktkoordinaten  gegebenen 
Kurven  knüpfen.  Da  eben  kein  vielfacher  Punkt  vorhanden  sein  soll,  da 
ferner  die  Kurve,  je  nachdem  ihre  Ordnung  gerade  oder  ungerade  ist,  von 
einer  geraden  Linie  in  einer  paaren  oder  unpaaren  Zahl  von  Schnittpunkten 
getroffen  werden  muß,  so  kommt: 

Kurven  gerader  Ordnung  enthalten  keinen,  Kurven  ungerader  Ordnung 
einen  und  nur  einen  unpaaren  Zug;  die  Zahl  der  etwa  vorhandenen 
paaren  Züge  ist  [noch  erst  durch  weitere  Betrachtungen  zu  beschränken]  ^'^). 

Entsprechende  Überlegungen  kann  man  mit  Bezug  auf  geschlossene 
Flächen  anstellen.  Bei  ihnen,  wie  bei  den  Kurven  im  Räume,  hat  man, 
nach  V.  Staudt,  ebenfalls  paare  und  unpaare  zu  unterscheiden.  Eine  unpaare 
Fläche  und  eine  unpaare  Kurve  schneiden  sich  notwendig.  Eben  dieser 
Umstand  begründet  aber  noch  eine  weitere  Teilung  der  paaren  Flächen: 
in  solche  nämlich,  welche  unpaare  Kurven  enthalten,  und  solche,  bei  denen 
das  nicht  der  Fall  ist.    Für  die  so  gewonnenen  drei  Flächenarten:  die  un- 


2^)  Es  ist  wohl  V.  Staudts  Verdienst,  auf  diesen  Unterschied  zuerst  aufmerksam 
gemacht  zu  haben  (Geometrie  der  Lage,"  §§  1,  2,  12  (1847)).  Andererseits  geht  Möbius 
von  demselben  aus  bei  seiner  Untersuchung  über  die  Grundformen  der  Linien  dritter 
Ordnung  (Abhandl.  der  Sachs.  Akademie,  1852,  [=  Werke  Bd.  II,  S.  89—176]). 

^)  [Bekanntlich  hat  A.  Harnack  später  gefunden,  daß  die  Gesamtzahl  der  Züge 

einer  ebenen  Kurve  n-ter  Ordnung  bis  zu \- 1  aufsteigen,  aber  nicht  größer 

u 

werden  kann.  Siehe  seine  Abhandlung:  „Über  die  Vielteiligkeit  der  ebenen  Kurven" 
in  Bd.  10  der  Math.  Annalen  (1876),  S.  189  ff.  Hierauf  wird  in  meinen  unter  XXXVII 
bis  XLII  folgenden  Arbeiten  wiederholt  Bezug  genommen.     K.] 


u 
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paaren,  die  paaren  mit  unpaaren  Kurven  und  die  paaren  ohne  unpaare 
Kurven,  sind  etwa  Beispiele:  die  Ebene,  das  einschalige  Hyperboloid,  das 
Ellipsoid  (oder  das  zweischalige  Hyperboloid).     Man  findet  sofort: 

Unpaare  Flächen  oder  auch  eine  unpaare  Fläche  und  eine  paare 
der  ersten  Art  schneiden  sich  notwendig. 

Und  hierauf  gestützt  leitet  man  den  Satz  ab: 

Flächen  n-ter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte  und  Kurven  enthalten, 
wenn  n  gerade  ist,  keinen,  wenn  n  ungerade  ist,  einen  und  nur  einen 
unpaaren  Teil.  Paare  Teile  der  ersten  Art  treten  nur  hei  den  Flächen 
einer  geraden-  Ordnung  auf;  paare  Teile  der  zweiten  Art  können,  unab- 
hängig davon,  oh  die  Ordnung  der  Fläche  gerade  oder  ungerade  ist,  vor- 
handen sein.  [Die  Zahl  paar  er  Teile  heider  Arten  hleiht  dann  noch 
durch  weitere  Untersuchungen  zu  beschränken.] 

Die  Flächen  dritter  Ordnung  ohne  Knotenpunkt,  wie  wir  sie  oben 
kennen  gelernt  haben,  bestehen  nur  in  einem  Falle  (V)  aus  zwei  Teilen. 
Der  eine  Teil  ist,  wie  er  sein  muß,  ein  paarer  von  der  zweiten  Art,  der 
andere  ein  unpaarer.  Die  überall  zusammenhängenden  Flächen  der  vier 
ersten  Arten  geben  Beispiele  unpaarer  Flächenteile.  Sie  haben  —  ähnlich 
wie  die  unpaaren  Kurvenzüge  der  Ebene,  die  sich  nicht  selbst  durchsetzen  — 
die  Eigenschaft,  den  Raum  unzerteilt  zu  lassen,  ihn  nur  zu  begrenzen. 

§16. 
Beziehungen  zur  Analysis  Situs. 

Die  entwickelten  Unterscheidungen  bei  geschlossenen  Kurven  und 
Flächen  beziehen  sich  auf  Eigenschaften  derselben,  welche  ebensowohl  bei 
beliebigen  reellen  Kollineationen  als  bei  stetigen  Deformationen  ungeändert 
bleiben.  Es  entsteht  durch  diese  Bemerkung  überhaupt  die  Frage  nach 
solchen  Eigenschaften.  Die  Fragestellung  ist  ähnlich,  aber  nicht  dieselbe, 
wie  in  der  gewöhnlichen  Analysis  situs,  und  es  mag  hier  ausdrücklich  auf 
das  Gemeinsame  wie  auf  das  Unterscheidende  aufmerksam  gemacht  werden  ^^). 

Die  Analysis  situs  beschäftigt  sich  zunächst  nur  mit  Gebilden,  die 
urchaus  im  Endlichen  verlaufen,  indem  sie  bei  ihnen  allen  als  gleichartig 
betrachtet,  was  durch  stetige  Deformation  ineinander  übergeführt  werden 
kann.  Besondere  Festsetzungen  sind  zu  treffen,  wenn  auch  von  Teilen  die 
Rede  sein  soll,  die  sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  diese  mit  im  End- 
lichen verlaufenden  Teilen  verglichen  werden  sollen. 

Man  wird  ganz  allgemein  eine  solche  Festsetzung  in  der  Weise  treffen 
können,    daß    man    mit    den    im    Endlichen    stattfindenden   Deformationen 


23)  [Vgl.  Abh.  XXVII  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe,  S.  482.; 
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irgendwelche  Transformationen  verbunden  denkt,  welche  das  Unendliche 
ins  Endliche  überführen,  und  dann  Gebilde  als  äquivalent  betrachtet,  welche 
durch  Verknüpfung  dieser  Transformationen  mit  den  Deformationen  im 
Endlichen  ineinander  übergeführt  werden  können. 

Man  hat  nun  seither  bei  derartigen  Untersuchungen,  und  zwar  (so  viel 
mir  bekannt)  ohne  die  darin  liegende  Willkürlichkeit  hervorzuheben,  das 
Unendliche  so  betrachtet,  wie  es  bei  einer  Raumtransformation  durch 
reziproke  Radii  vectores  erscheint,  d.  h.  als  einen  einzelnen  Punkt.  Es 
entspricht  das  der  Art,  nach  welcher  bei  der  geometrischen  Interpretation 
von  X  ^  iy  in  der  Ebene  das  Unendliche  beurteilt  werden  muß,  damit 
sich  die  geometrische  Auffassung  an  die  Vorstellung  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen anschmiegt.  Man  hat  es  bei  dieser  Anschauung  als  eine  Zu- 
fälligkeit zu  erachten,  die  sich  immer  durch  geeignete  Transformation  ver- 
möge reziproker  Radien  vermeiden  läßt,  wenn  sich  eine  Kurve  oder  Fläche 
einfach  oder  mehrfach  ins  Unendliche  erstreckt.  Die  Unterscheidung  der 
geschlossenen  Kurven  in  zwei,  der  geschlossenen  Flächen  in  drei  Arten, 
wie  sie  für  die  projektivische  Anschauung  stattfand,  kommt  in  Wegfall. 

Die  Ergebnisse  dieser  Art  von  Analysis  situs  sind  daher  nicht  ohne 
weiteres  für  die  projektivische  Auffassung  zu  verwerten.  Letzterer  ent- 
spricht eine  Analysis  situs,  die  das  Unendlichferne  durch  reelle  Kollinea- 
tionen  mit  dem  Endlichen  vergleichbar  macht,  wobei  es  als  Ebene,  allge- 
meiner ausgedrückt,  als  in  eine  Ebene  ausbreitbare  unpaare  Fläche  er- 
scheint. Für  sie  sind  die  Theoreme  der  anderen  ein  erster  Beitrag,  der 
unbedingt  für  alle  im  Endlichen  verlaufenden  Gebilde  gültig  ist;  es  treten 
aber  weitere  Unterscheidungen  ganz  neuer  Art  ein,  wie  eben  die  Einteilung 
der  Kurven  und  Flächen  in  paare  und  unpaare. 

Ein  Theorem,  das  auf  diesem  Standpunkte  eben  nur  als  ein  Anfang 
zur  Lösung  eines  allgemeinen  Problems  erscheint,  ist  das  Biemannsche 
vom  Zusammenhang  der  Flächen.  Nach  Riemann  können  zwei  ge- 
schlossene Flächen  (und  nur  von  solchen  mag  die  Rede  sein)  dann  inein- 
ander durch  stetige  Deformation  übergeführt  werden,  wenn  die  Zahl  der 
geschlossenen  Kurven,  die  man  auf  den  Flächen  ziehen  kann,  ohne  daß 
dieselben  in  Stücke  zerfallen,  beiderseits  dieselbe  ist;  das  Doppelte  der 
Zahl  dieser  Kurven  heißt  der  (außerordentliche)  Zusammenhang.  Für  die 
von  uns  geforderte  Analysis  situs  ist  das  Übereinstimmen  in  der  Zahl 
ebenso  eine  notwendige  aber  nicht  mehr  eine  ausreichende  Bedingung. 
Flächen  verschiedener  Klassen  können  niemals  ineinander  übergeführt 
werden,  auch  wenn  diese  Zahl  stimmt. 

Die  unbegrenzte  Ebene  z.  B.  wird  nach  dieser  Definition  des  Zusammen- 
hanges bei  projektivischer  Anschauung  den  Zusammenhang  2  bekommen. 
Denn  man  kann  eine  und  nur  eine  geschlossene  Kurve  in  der  Ebene  ziehen, 
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ohne  daß  dieselbe  zerfällt,  z.  B.  eine  gerade  Linie  oder  jede  unpaare  Kurve, 
welche  sich  nicht  selbst  durchsetzt;  zwei  Kurven  aber  trennen  die  Ebene 
notwendig.  Und  doch  wird  man  die  Ebene  nicht  überführen  können  in 
eine  im  Endlichen  gelegene  Ringfläche,  die  auch  den  Zusammenhang  2 
besitzt. 

Der  Unterschied  der  beiden  Flächen  ist  auch  nicht  darin  allein  be- 
gründet, daß  das  eine  Mal  eine  unpaare,  das  andere  Mal  eine  paare  Kurve 
auf  der  Fläche  gezogen  wird. 

Denn  ein  einschaliges  Hyperboloid  hat  wie  die  Ringfläche  die  Eigen- 
schaft, daß  man  auf  der  Fläche  eine  und  nur  eine  geschlossene  Kurve 
ziehen  kann,  ohn^  daß  sie  zerfällt,  und  daß  man  für  diese  Kurve  eine 
paare  Kurve  wählen  kann.  Und  doch  sind  die  beiden  Flächen  verschieden : 
das  Hyperboloid  gehört  zur  ersten,  die  Ringfläche  zur  zweiten  Klasse  der 
paaren  Flächen. 

Das  Resultat  dieser  Überlegungen  ist  also  folgendes:  Der  Zusammen- 
hang der  Flächen  ist  auch  für  die  projektivische  Anschauung  ein  bleibendes 
Element;  es  gibt  aber  nicht  mehr  das  ausreichende  Kriterium  für  die 
Trajisformierbarkeit  zweier  FläcJien  ineinander  ab. 


§17. 
Der  Zusammenhang  der  Flächen  dritten  Grades. 

Herr  Schläfli  hat  in  dem  wiederholt  genannten  Aufsatze  (Annali  di 
Mat.,  ser.  II,  t.  5)  den  Zusammenhang  der  Flächen  ohne  Knoten  I,  II,  III,  IV, 
V  bez.  zu  6,  4,  2,  0,-2  bestimmt.  Diese  Bestimmung  gründet  sich  aber 
nicht  auf  die  projektivische  Auffassung  vom  Unendlichweiten,  sondern  auf 
die  andere,  die  das  Unendlichferne  als  Punkt  betrachtet.  Denn  Herr 
Schläfli  setzt  den  Zusammenhang  der  unbegrenzten  Ebene  gleich  Null, 
während  er  projektivisch  gleich  2  zu  setzen,  ist,  wie  eben  bemerkt  wurde. 
Er  gewinnt  sodann  seine  Zahl  dadurch,  daß  er  die  vierte  Fläche  aus  der 
fünften,  die  dritte  aus  der  vierten  usw.  ableitet,  indem  er  zwei  bis  dahin 
getrennte  Partien  der  Fläche  in  einem  Knotenpunkte  zusammenwachsen 
läßt.  Diese  Operationen  erhöhen  den  Zusammenhang  immer  um  zwei 
und  so  entsteht  die  Reihe  der  jedesmal  um  zwei  unterschiedenen  Zahlen 
-  2,  0,  2,  4,  6. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  projektivische  Auffassung 
behält  die  Operation,  welche  in  dem  Entstehenlassen  eines  Knotenpunktes 
und  der  weiteren  Verwertung  desselben  besteht,  ihren  Einfluß  auf  den  Zu- 
sammenhang. Es  sind  nur  die  Zahlen  —  2,  0,  2,  4,  6  alle  um  zwei  zu 
erhöhen.    Denn  z.  B.  die  Art  IV,  die  sich  in  eine  unbegrenzte  Ebene  aus- 
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breiten    läßt,    erhält   für  uns    den  Zusammenhang  2,  und  daraus  folgt 
derselben  Weise,  wie  Schläfli  seine  Zahlen  ableitet): 

I  8 

II  6 

III  4 

IV  2 
V  0. 

In  der  Tat  kann  man  auf  diesen  Flächen  4,  3,  2,  1,  0  geschlossene 
Kurven  ziehen,  ohne  daß  sie  in  Stücke  zerfallen,  wenn  man  sich  der  Ent- 
stehung aus  der  Fläche  mit  vier  Knoten  erinnert.  Bei  I,  II,  III,  IV  haben 
sich  bez.  die  Flächenteile,  die  in  4,  3,  2,  1  Knoten  aneinander  stießen, 
miteinander  vereinigt.  Um  3,  2,  1,  0  der  so  entstandenen  dünnen  Stelle 
der  Fläche  lege  man  geschlossene  Ovale.  Man  ziehe  ferner  auf  dem  ur- 
sprünglichen hyperbolischen  Teile  der  Fläche  mit  vier  Knoten  einen  ge- 
schlossenen unpaaren  Kurvenzug,  als  welchen  man  z.  B.  eine  der  einfach 
zählenden  Geraden  wählen  kann.  Dann  hat  man  auf  den  Flächen  I,  II, 
III,  IV,  V  bez.  4,  3,  2,  1,  0  geschlossene  Kurven  gezogen,  ohne  daß  ein 
Zerfallen  der  Fläche  eingetreten  wäre.  Jede  weitere  geschlossene  Kurve 
führt  aber  ein  Zerfallen  herbei.  Der  Zusammenhang  ist  also  bez.  8,  6,  4,  2,  0. 

Erlangen,  den  6.  Juni  1873. 


[  Zusatz  I.  Über  Flächen  dritter  Ordnung  mit  konischen  und  hiplanaren 

Punkten.] 

[Zu  dem  §  5  der  vorstehenden  Abhandlung  mögen  hier  noch  einige  Ergänzungen 
gegeben  werden,  welche  außer  den  beim  Wiederabdruck  im  Texte  durch  eckige 
Klammern  angezeigten  Änderungen  notwendig  erscheinen.  Es  handelt  sich  um  die 
Frage,  bei  welchen  der  in  §  2  des  Textes  genannten  Flächen  (welche  aus  der  Fläche 
mit  vier  reellen  konischen  Knoten  durch  die  Prozesse  +  oder  —  abgeleitet  sind)  der 
Durchgang  eines  oder  mehrerer  der  konischen  Knoten  durch  die  biplanare  Form 
wirklich  eine  neue  Flächenart  liefert.  Die  Reduktion  der  im  Texte  als  möglich  be- 
zeichneten Arten  haben  Rodenberg  und  Herting^*)  begonnen.  Sie  sind  dabei 
aber  nicht  weit  genug  gegangen. 

Die  Sache  ist  die,  daß  es'[außer  der  Fläche  IV  mit  einem  isoHerten  konischen 
Knoten,  von  welcher  der  erste  Teil  des  §  5  handelt,  nur  noch  eine,  von  den  un- 
mittelbar gewonnenen  Arten  wesentlich  verschiedene,  Art  gibt.  Bei  den  Flächen  mit 
drei  konischen  Knoten  der  Art  I  erhält  man  eine  neue  Art  I  ,  wenn  man  drei  oder  einen 
der  Knoten  sich  durch  die  biplanare  Form  ändern  läßt;  gehen  jedoch  zwei  Knoten 
durch   die  biplanare  Form   hindurch,    so  erhält  man  wieder   eine  Fläche  der  Art  I. 


^^)  Rodenberg,  Math.  Annalen,  Bd.  14,  S.  55 — 58  und  Herting  in  seiner 
Münchener  Dissertation  „Über  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Flächen  dritter 
Ordnung  und  ihrer  parabolischen  Kurven"  (1884,  gedruckt  Augsburg  1887)  S.  24, 
28,  36—38. 
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(  Die  Arten  I  und  I  einerseits  und  I  und  I  andrerseits  des  Textes  sind  also  identisch.) 
—  Rodenberg  und  Herting  haben  bereits  gezeigt,  daß  bei  den  Flächen  mit  zwei 
konischen  Knoten  nur  die  Art  II  eine  neue  Art  liefern  kann,  wenn  einer  der  Knoten 
sich  durch  die  biplanare  Form  ändert,  daß  aber  keine  neue  Art  entsteht,  wenn  dies 


i 


beide  Knoten  tun.  Beide  haben  ferner  gezeigt,  daß  bei  den  Flächen  mit  einem  nicht 
isolierten  konischen  Knoten  nur  bei  der  Art  III  der  Durchgang  durch  die  biplanare 
Form  Anlaß  zu  einer  neuen  Art  geben  kann.  Ihre  Angabe  aber,  daß  diese  beiden 
Möglichkeiten  wirklich  neue  Flächenarten  liefern,  ist  irrig.  Ebenso  dürfte  ihr  Beweis 
für  den  Fortfall  der  andern  Möglichkeiten  im  Falle  von  zwei  und  einem  Knoten 
nicht  stichhaltig  sein.     Deshalb   soll  der  Durchgang  eines  Knotens  durch  die  bipla- 
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nare  Form   für  Flächen  mit  einem   oder  zwei  Knoten    im    folgenden    auch    gern 
untersucht  werden. 

Es  mögen  zunächst  einige  spezielle  Flächen  mit  nur  einem  biplanaren  Knoten 
genauer  betrachtet  werden.   Wir  stellen  zunächst  folgende  drei  Flächen  nebeneinander: 

(1)  xy=^2z{x^  +  y''), 

(2)  xy  =  2z{x''  +  y''  +  X'^z^-), 

(3)  a:?/  =  22(a:2  +  «/2_;,222). 

Die  Gleichung  ( 1 )  stellt,  ebenso  wie  die  weiter  unten  zu  betrachtende  Glei- 
chung (4)  eine  Linienfläche  dritter  Ordnung  dar,  deren  Erzeugende  parallel  zur  xy- 
Ebene  verlaufen.  Beide  Flächen  gehören  zu  den  zuerst  von  Plücker"^^)  betrachteten 
Linienflächen,  welche  von  den  Achsen  der  Komplexe  einer  linearen  Kongruenz  er- 
zeugt werden,  und  sind  später  von  Ball  in  seiner  Schraubentheorie  (1873)  unter  dem 
Namen  Zylindroid  betrachtet  worden.  Die  Gleichung  (1)  stellt  dasjenige  Zylindroid 
dar,  dessen  Doppelgerade  (die  2- Achse)  zwei  reelle  „pinch-points"  trägt  und  oberhalb 
z  =  + 1  und  unterhalb  z  =  —  1  isoliert  verläuft.  Dies  Zylindroid  teilt  zusammen 
mit  der  Ebene  z  =  0  und  der  unendlich  fernen  Ebene  den  Raum  in  sechs  Kammern, 
von  denen  vier  als  flache  Kammern,  die  andern  zwei  als  hohe  Kammern  bezeichnet 
werden  mögen.  —  Die  Fläche  (2)  entsteht  aus  (1),  indem  die  Doppelgerade  ver- 
schwindet. Sie  verläuft  in  den  vier  flachen  Kammern  und  nähert  sich,  je  weiter 
man  horizontal  ins  Unendliche  geht,  dem  Zylindroid.  Durch  den  biplanaren  Punkt  O 
der  Fläche  laufen  zwei  reelle  je  dreifach  zählende  Gerade;  außerdem  liegt  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  xy  -  Ebene  auf  ihr.  Die  Fläche  gehört  zur  Art  IIL  Sie  wird 
durch  die  Fig.  2  auf  S.  18  genügend  dargestellt.  —  Die  Fläche  (3)  entsteht  aus  (1),  in- 
dem die  isolierten  Teile  der  Doppelgeraden  sich  aufblähen,  so  daß  sie  gleich  Rotations- 
kegeln zweiter  Ordnung  ins  Unendliche  gehen.  Sie  verläuft  in  den  zwei  hohen 
Kammern  und  nähert  sich  wieder,  je  weiter  man  horizontal  ins  Unendliche  geht,  dem 
Zylindroid.  Die  kegelförmigen  Teile  gehen  in  der  Umgebung  von  0  in  eigentümlicher 
Weise  in  den  zylindroidförmigen  Teil  über.  Durch  den  biplanaren  Punkt  O  der  Fläche 
laufen  sechs  reelle  je  dreifach  zählende  Gerade.  Ein  solcher  Punkt  ist  in  Fig.  8 
dargestellt^^),  die  allerdings  nur  die  nächste  Umgebung  wiedergibt.  Die  Fläche  ent- 
hält außer  der  unendlich  fernen  Geraden  der  a;?/- Ebene  noch  acht  weitere  Gerade  und 
gehört  zur  Art  I.  Um  ihren  Gesamtverlauf,  der  auch  durch  das  entsprechende 
(übrigens  nicht  voll  symmetrische)  Modell  der  Rodenberg sehen  Sammlung  nicht 
ausreichend  dargestellt  ist,  besser  überblicken  zu  können,  ist  als  Fig.  9  eine  Per- 
spektive Zeichnung  wiedergegeben.  Man  muß  sich  in  die  Einzelheiten  der  Figur,  die 
sich  nur  schwer  in  Worten  ausdrücken  lassen,  hineindenken^').  Am  besten  ist  es,  daß 
sich  der  Leser  selbst  ein  Modell,  etwa  aus  Plastilin,  herstellt,  oder  zum  mindesten 
eine  kotierte  Projektion  der  Fläche  auf  die  Ebene  z  =  0  zeichnet.  Dies  ist  bei  den 
Flächen  ( 2 )  und  ( 3 )  sehr  leicht,  denn  ihre  Horizontalschnitte  z  =  Const.  sind  Kegel- 
schnitte, deren  Hauptachsen  in  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  zu  dem  Paar  der 
Hauptebenen  x  =  0  und  y  =  0  des  biplanaren  Punktes  liegen. 


25)  Neue  Geometrie  des  Raumes,  Teil  I  (1867),  S.  62—112,  besonders  S.  97. 

2®)  Diese  Figur  entspricht  dem  Falle  einer  sehr  weitgehenden  Abweichung  vom 
Zylindroid,  die  Rotationskegel  würden  einen  sehr  großen  Öffnungswinkel  besitzen. 

2')  Zum  Verständnis  der  Fig.  9  sei  noch  folgendes  hinzugefügt.  (Das  meiste 
hier  Gesagte  gilt  auch  für  die  Fig.  10.)  Die  Fläche  ist  durch  einen  Rotations- 
zylinder um  die  z- Achse  einerseits  und  durch  zwei  Ebenen  z  =  + Const.  andrerseits 
abgeschnitten.  Gezeichnet  sind  die  Schnittgeraden  mit  der  Ebene  z  =  0  und  die  Schnitt- 
kurven mit  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  x  +  y  =  0.  Von  der  Umrißkurve  sind  so- 
wohl der  sichtbare  als  auch  der  unsichtbare  Teil  bestimmt.  In  Fig.  9  sind  die  vier 
auf  den  kegelförmigen  Teilen  verlaufenden  Geraden  durch  den  biplanaren  Punkt  fort- 
gelassen, um  die  Figur  und  besonders  die  Umgebung  dieses  Punktes  nicht  zu  überlasten. 
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Wir  betrachten  ferner  folgende  zwei  Flächen: 

(4)  xy^2z{x'^-y''), 

(5)  xy  =  2z{x'^-iß-^lH^). 

Die  Gleichung  (4)  stellt  ein  „tordiertes"  Zylindroid  dar,  dessen  Doppelgerade 
(die  z- Achse)  zwei  imaginäre  „pinch-points"  trägt  und  daher  nirgends  isoliert  verläuft. 
Ihre  Horizontalschnitte  bestehen  aus  einem  rechtwinkeligen  Geradenpaar,  das  sich  in 
positivem  Sinne  um  90"  dreht,  wenn  man  die  2; -Achse  von  unten  nach   oben  durch- 


Fig.  10  a. 

läuft.  Die  Fläche  (4)  allein  zerteilt  den  Raum  nicht,  zusammen  aber  mit  der  Ebene 
2  =  0  und  der  unendlich  fernen  Ebene  zerlegt  sie  ihn  in  acht  Kammern.  In  vieren 
derselben,  welche  nicht  benachbart  sind,  verläuft  die  Fläche  (5).  Sie  entsteht  dadurch 
aus  der  Fläche  (4),  daß  deren  Doppelgerade  imaginär  wird  und  die  Flächenmäntel 
sich  oberhalb  und  unterhalb  der  Ebene  2  =  0  von  der  z- Achse  ablösen.  Sie  hat  in  O 
einen  biplanaren  Knoten,  durch  den  vier  reelle  je  dreifach  zählende  Gerade  laufen, 
von  denen  eine  in  der  Hauptebene  y  =  0  und  drei  in  der  Hauptebene  a;  =  0  liegen. 
(Um  diesen  Typus  des  biplanaren  Punktes,  der  in  §  3  des  Textes  nur  nebenher  er- 
wähnt wurde,  zu  veranschaulichen,  sind  in  Fig.  10b  eine  Reihe  schematischer  Zeich- 
nungen von  Schnittkurven  beigefügt,  welche  von  einer  sich  im  positiven  Sinne 
um  die  Achse  des  biplanaren  Punktes  drehenden  Ebene  ausgeschnitten  werden.)  Die 
Fläche  enthält  außer  der  unendlich  fernen  Geraden  der  a;y- Ebene  noch  zwei  einfach 
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zählende  Geraden.  Sie  gehört  zur  Art  II.  Eine  Perspektive  Zeichnung  der  Fläche 
ist  in  Fig.  10  a  zu  sehen.  Die  Horizontalschnitte  der  Fläche  sind  gleichseitige  Hy- 
perbeln, deren  Asymptoten  durch  die  Horizontalschnitte  der  Fläche  (4)  gegeben  sind. 
Hat  man  sich  nun  so  den  Verlauf  der  Flächen  (2),  (3)  und  (5)  klargemacht, 
so  ist  die  Behauptung  evident,  daß  es  zu  Flächen  mit  einem  Knotenpunkt,  dessen 
Kegel  reell  ist,  keine  neuen  Flächen  gibt  (und  zwar  für  alle  drei  Arten  I,  II,  III 
gleichermaßen).  Denn  jede  solche  Fläche  gehört  mit  einer  derartigen  Fläche,  wie  sie 
aus  (2),  (3)  und  (5)  durch  Auflösung  des  biplanaren  Punktes  in  einen  konischen 
Knoten  nach  §  4  des  Textes  entsteht,  zur  gleichen  Art.  Weil  aber  jede  der  Flächen 
(2),  (3)  und  (5)  mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt,  wenn  man  sie  um  die  x- Achse 
oder  2/ -Achse  durch  180°  dreht,  so  kann  die  Auflösung  des  biplanaren  Punktes  in 
einen  konischen  Knoten  keine  verschiedenen  Flächenarten  liefern,  nach  welcher  der 
beiden  verschiedenen  Seiten  hin  sie  auch  erfolgen  mag. 


Fig.  10  b. 


Wir  betrachten  ferner  als  Beispiel  die  Flächenschar  mit  dem  Parameter  o 


(6) 


xy  =  —  a 


14  +  <T  +  2(j2_a3 


zx''-2zy''+2l^z^-  {a  -1)  {o  +  1)  Xz^'x 


+  o{a 


^)^'^  +  ^^— 161 ^" 


Lassen  wir  a  von  +1  nach  —1  laufen,  so  erhalten  wir  von  der  Fläche  (3)  aus- 
gehend^s)  für  (t>0  Flächen  von  derselben  Art  wie  (3),  während  für  er  <  0  Flächen 
von  der  Art  der  Fläche  (5)  entstehen,  mit  welcher  unsere  Reihe  endet.  Nur  die  für 
or  =  0  entstehende  Fläche 

(7)  a;y  =  *-2zy2^2A223+ Az^a; 

enthält  außer  dem  biplanaren  Punkt  in  0  noch  einen  konischen  Knoten  (im  unendlich 
fernen  Punkt  der  a;- Achse).  Den  gestaltlichen  Verlauf  dieser  Fläche  wollen  wir  uns 
jetzt  klarmachen.  Ihre  Horizontalschnitte  z  —  const.  sind  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  kubischen  Raumkurve  y  =  Xz^,  x  =  —  Azy  =  ~AXz^  liegen  und  deren  Asym- 
ptoten parallel  sind  zu  den  in  der  gleichen  Ebene  liegenden  Erzeugenden  der  Linienfläche 

(8)  xy  =  -2zy^-. 

Diese  zerfällt  in  die  Ebene  2/  =  0  und  das  geradlinige  Paraboloid  x  =  —  2zy,  dessen 
Scheitel  in  O  liegt,  und  dessen  Scheitelgeraden  die  y-  und  2 -Achse  sind.    Das  für  uns 

^^)  Genauer  gesagt   beginnen  wir  mit  der  durch  eine  Drehung  von  90°  um  die 
3-Achse.aus  (3)  entstehenden  Fläche  xy  ^ —  2zx'^-'2zy'^-\-2X'^z^. 
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in  Betracht  kommende  Erzeugendensystem  dreht  sich  um  die  2 -Achse  in  positivem 
Sinne  um  180^  wenn  man  z  von  —  oc  bis  4- 00  wachsen  läßt,  so  daß  also  das  Para- 
boloid  zusammen  mit  den  Ebenen  y  =  0,  2  =  0  und  der  unendlich  fernen  Ebene  den 
Raum  in  acht  Kammern  teilt,  von  denen  vier  nach  oben  bzw.  nach  unten  immer 
enger  werden,  während  die  anderen  vier  immer  weiter  werden.  Das  Analoge  gilt  für 
die  von  den  Asymptoten  selbst  gebildete  Linienfläche.  Und  nun  ist  die  Sache  die, 
daß  die  Fläche  (7)  für  Werte  !  2:  |  <  1  in  den  vier  weiter  werdenden,  für  Werte  j  z  j  >  1 
jedoch  in  den  vier  enger  werdenden  Kammern  verläuft,  während  sie  für  :  2  |  — -  1  die 
letztgenannten  Linienfläche  in  einem  Geradenpaar  durchsetzt.  Es  bleibt  noch  einiges 
über  die  reellen  Geraden  der  Fläche  (7)  zu  bemerken.  Die  a:- Achse  zählt  als  Verbin- 
dungslinie des  biplanaren  und  konischen  Knotens  sechsfach.  Durch  ersteren  läuft  in 
der  Ebene  y  —  ^  noch  eine  dreifach  zählende  Gerade  und  laufen  in  der  Ebene  2/  =  ^ 
noch  drei  je  dreifach  zählende  Gerade.  Durch  den  konischen  Knoten  gehen  noch  drei 
je  zweifach  zählen^^e  Gerade  (unter  ihnen  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
z  —  ^y-^).  Außerdem  enthält  die  Fläche  drei  einfach  zählende  Gerade.  Sie  gehört  also 
zur  Art  I. 

Wir  betrachten  schließlich  die  Flächenschar 


I 


(9) 


xy  =  'lzx-  —  o  ■ -y 2?/2^  2/-23_  ((,  _\^{qj^  1)  ;.2-2  2, 

/       -.N  /       ,x  ö^-t-3(T  —  10    „ 
+  a(a-l)(a+l)        '  ^g^ y\ 


Läuft  0  von  +  1  nach  —  1 ,  so  ergeben  sich,  von  der  Fläche  (5)  beginnend,  für  a  >  0 
Flächen  von  derselben  Art  wie  (5),  für  0<O  aber  Flächen  von  der  Art  der  Fläche 
(2),  mit  welcher  die  Reihe  schließt.  Wir  betrachten  wieder  besonders  die  Übergangs- 
fläche mit  a  =  0 : 

(10)  a;?/  =  22a;2— *  ~2/.-zH>.2-y, 

welche  außer  dem  biplanaren  Punkt  0  noch  einen  konischen  Knoten  (im  unendlich 
fernen  Punkt  der  ^/-Achse)  besitzt.  Die  Horizontalschnitte  von  (10)  sind  Hyperbeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  kubischen  Kurve  x  =  /z-,  y  =  \zx  —  AiKz^  liegen,  und  deren 
Asymptotenrichtungen  durch  die  Linienfläche 

(11)  xy^lzx'^ 

bestimmt  sind.  Diese  Linienfläche  geht  durch  eine  positive  Drehung  von  270 ^^  um  die 
2 -Achse  aus  (8)  hervor.  Analoges  gilt  von  der  neuen  und  alten  kubischen  Raumkurve. 
Also  ist  die  Raumeinteilung  durch  die  von  den  Asymptoten  selbst  gebildete  Linien- 
fläche, durch  die  Ebene  2  =  0  und  die  unendlich  ferne  Ebene  ganz  die  entsprechende. 
Die  Fläche  (11)  verläuft  jedoch  diesmal  durchweg  in  den  vier  enger  werdenden 
Kammern.  Die  Fläche  enthält  die  y- Achse  als  sechsfach  zählende  Gerade.  Durch  den 
biplanaren  Punkt  geht  noch  eine  weitere  dreifach  zählende  Gerade  in  der  Ebene  x  =  0 


^®)  Über  die  durch  den  biplanaren  Punkt  O  der  Flächen  der  Schar  (6)  laufenden 
Geraden  läßt  sich  folgendes  aussagen.  In  der  Ebene  rc  =  0  sind  unverändert  die  drei 
Geraden  2^0,  kz±x^^  enthalten,  während  die  in  der  Ebene  y  0  gelegenen  Ge- 
raden gegeben  sind  durch; 


/2-] — -— a;  =  0,     /.2 


°_(!!^i),/,i^^" 


Man  sieht,  daß  dies  für  ö>0  drei  reelle  Gerade  sind,  von  denen  zwei  für  o  =  0  zu 
sammenf allen,  während  für  0  <  0  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Gerade  auftreten.  — 
Ebenso  vereinigen  sich  zwei  dreifach  zählende  und  sechs  einfache  Gerade  der 
Flächen  a>0  bei  Entstehen  des  Doppelpunktes  (o  0)  zu  den  oben  angegebenen 
Geraden  durch  diesen  und  werden  beim  Auflösen  desselben  (a<0)  sämtlich  imaginär. 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  4 
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und  eine  dreifach  zählende  Gerade  in  der  Ebene  y  =  0 .  Durch  den  konischen  Knoten 
läuft  noch  als  zweifach  zählende  Gerade  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  2  =  0  ^^). 
Außerdem  enthält  die  Fläche  noch  eine  einfach  zählende  Gerade.  Sie  gehört  also 
zur  Art  II. 

Nun  besteht  der  Beweis  für  die  Einflußlosigkeit  des  Durchganges  eines  konischen 
Knotens  durch  die  biplanare  Form  auf  die  Art.  einer  Fläche,  bei  Flächen  mit  zwei 
konischen  Knoten  wieder  darin,  daß  wir  konstatieren,  daß  die  Fläche  (7)  bzw.  (10) 
durch  eine  Drehung  von  180^  um  die  i/- Achse  bzw.  die  .u- Achse  in  sich  übergeht, 
und  daß  demnach  die  Auflösung  des  biplanaren  Knotens  in  einen  konischen  Knoten 
gemäß  des  §  4  des  Textes  keine  verschiedenen  Flächenarten  liefern  kann,  nach  welcher 
der  beiden  Seiten  hin  die  Auflösung  auch  erfolgen  mag. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  erledigen,  bei  welcher  der  hier  genannten  Flächen 
mit  biplanarem  Punkt  zwei  einander  spiegelbildlich  zugeordnete  Flächen  zu  derselben 
Art  gehören.  Auf  diese  Frage  sind  Rodenberg  und  Herting  nicht  eingegangen. 
Die  Antwort  lautet:  Die  Flächen,  welche  mit  den  Flächen  (2)  und  (3)  zu  derselben  Art 
gehören,  zerfallen  nicht  in  spiegelbildlich  verschiedene  Arten,  eben  wegen  der  Existenz 
der  zu  sich  selbst  symmetrischen  Flächen  (2)  und  (3).  Dagegen  sind  die  Flächen 
(5),  (7),  (10)  wesentlich  rechts  orientiert,  und  man  kann  sie  nicht  in  die  entsprechen- 
den links  orientierten  Flächen  überführen,  ohne  daß  eine  neue  oder  höhere  Singularität 
dabei  auftritt,  weil  die  beiden  Ebenen  des  biplanaren  Punktes  hinsichtlich  der  in  ihnen 
liegenden  Geraden  gänzhch  verschieden  sind.  Also  bestimmen  die  Flächen  (5),  (7),  (10) 
und  die  ans  ihnen  durch  Spiegelung  hervorgehenden  sechs  Arten. 

Man  kann  nun  noch  die  Frage  auf  werfen,  warum  die  durch  Auflösung  dieser  bi- 
planaren Punkte  in  konische  Knoten  entstehenden  Flächen  nicht  mehr  spiegelbildlich  ver- 
schiedene Arten  bilden,  wie  bereits  auf  S.  23  des  Textes  angegeben  wurde.  Die  Antwort 
lautet:  Die  Bedingung,  daß  drei  Gerade  des  biplanaren  Punktes  in  einer  Ebene  liegen, 
bzw.  daß  eine  Gerade  in  der  festen  Tangentialebene  der  Fläche  längs  der  Verbindungs- 
geraden des  biplanaren  und  des  konischen  Knotens  liege,  stellt  eine  Einschränkung 
für  die  Beweglichkeit  dieser  Geraden  vor,  die  bei  der  Auflösung  des  biplanaren  Knotens 
in  einen  konischen  fortfällt.     V. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  über  die  verschiedenen  Arten  von  Flächen  mit 
konischen  und  gewöhnlichen  biplanaren  Knoten  erfahren  eine  hübsche  Bestätigung,  wenn 
man  die  Fläche  durch  elementare  Projektion  von  einem  ihrer  Knotenpunkte  aus  auf  die 
/  Ebene  abbildet.  Diese  Abbildung  ist  im  wesentlichen  eindeutig.  Nur  das  Projektions- 
zentrum oder  vielmehr  die  von  diesem  auslaufenden  Linienelemente  der  Fläche  bilden 
sich  dabei  als  einteiliger  oder  nullteiliger  Kegelschnitt  oder  als  reelles  Geradenpaar 
oder  als  konjugiert  imaginäres  Geradenpaar  mit  reellem  Schnittpunkt  ab,  je  nachdem 
man  von  einem  nicht  isolierten  oder  isolierten  konischen  Knoten  oder  von  einem 
biplanaren  Knoten  mit  reellen  oder  konjugiert  imaginären  Ebenen  projiziert.  — 
Andererseits  bilden  sich  die  sechs  durch  das  Projektionszentrum  gehenden  Geraden 
der  Fläche  als  Fundaraentalpunkte  ab,  die  auf  diesem  eigentlichen  oder  uneigentlichen 
Kegelschnitte  liegen.    Sind  die  Geraden  reell,  so  sind  die  entsprechenden  Fundamental- 


**")  Die  Geraden  des  biplanaren  Punktes  O  der  Flächen  der  Schar  (9)  sind  in 
der  Ebene  y  =^  0  unverändert  die  reelle  Gerade  2  =^  0,  während  die  in  der  Ebene  x  ^  0 
verlaufenden  Geraden  gegeben  sind  durch 


z  -y  ^^0.     Kz^\ . —  -  +  A/ ö ■ — - 


3a 


>'-2  -r     ,,  -  2/  -  0,     KZ ±  V<^— u—     y 


2"^""'     "'~V 


Dies  sind  für  a>0  drei  reelle  Gerade,  von  denen  furo  0  zwei  zusammenfallen,  um 
für  ö  <  0  imaginär  zu  werden.  —  Ebenso  vereinigen  sich  zwei  dreifach  zählende  und 
zwei  einfache  Gerade  beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  zu  den  durch  diesen 
laufenden  Geraden  und  werden  beim  Verschwinden  desselben  sämtlich  imaginär. 
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punkte  in  den  folgenden  Figuren  durch  kleine  Kreise  bezeichnet.  Werden  im  Falle 
eines  konischen  Knotens  zwei  der  durch  ihn  gehenden  Geraden  imaginär,  so  haben 
sie  eine  reelle  Ebene  gemeinsam,  die  die  Fläche  in  einer  dritten  nicht  durch  den 
Knoten  gehenden  Geraden  schneidet.  Die  Projektion  dieser  Geraden  ist  in  den  Fi- 
guren gezeichnet,  auf  ihr  liegen  zwei  konjugiert  imaginäre  Fundamentalpunkte.  (Sie 
darf  also  den  Fundamentalkegelschnitt  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden.)  Ent- 
sprechendes gilt  für  einen  biplanaren  Punkt  mit  konjugiert  imaginären  Ebenen. 
Wenn  aber  im  Falle  eines  biplanaren  Punktes  mit  reellen  Ebenen  zwei  der  durch 
ihn  gehenden  Geraden  konjugiert  imaginär  werden,  so  fällt  ihre  reelle  Verbindungs- 
ebene mit  einer  Ebene  des  biplanaren  Punktes  zusammen.  Diese  Ebene  schneidet 
dann  aus  der  Fläche  noch  eine  dritte  durch  den  biplanaren  Punkt  gehende  reelle 
Gerade  aus,  deren  Bild  als  reeller  Fundamentalpunkt  schon  gezeichnet  vorliegt. 

Die  (in  den  fglgenden  Fig.  11  bis  17  nicht  gezeichneten)  Bilder  der  übrigen 
reellen  Geraden  erhalt  man,  wenn  man  im  Falle  eines  einteiligen  Fundamentalkegel- 
schnittes die  Verbindungsgeraden  aller  reellen  Fundamentalpunkte  und  die  Tangenten 
in  etwa  zusammengerückten  Fundamentalpunkten  zeichnet,  im  Falle  eines  reellen 
Fundamentalgeradenpaares  aber  die  Verbindungslinien  derjenigen  reellen  Fundamental- 
punkte zieht,  welche  auf  verschiedenen  Geraden  des  Geradenpaares  liegen.  (Diese 
letzteren  sind  keine  Bilder  von  Geraden  der  Fläche.)  ^  Die  Geraden  dieses  Geraden- 
paares  sind  in  den  folgenden  Figuren  durch  stärkeres  Ausziehen  kenntlich  gemacht. 

Die  Abbildungen  der  Flächen  lassen  sich  durch  solche  stetige  Umänderungen, 
welche  weder  die  oben  beschriebene  Art  des  Fundamentalkegelschnittes,  noch  die 
Vielfachheit  von  Fundamentalpunkten  ändern,  noch  einen  Fundamentalpunkt  mit  dem 
Bildpunkt  der  Achse  des  biplanaren  Punktes  zusammenfallen  lassen,  in  die  folgenden 
schematischen  Fig.  11  bis  17  verwandeln. 

Im    einzelnen   erhalten  wir    dabei   für   die  Flächen   mit   einem  konischen  Knoten 
die  folgenden  Bilder  =^^): 


I 


II 


Fig.  11. 
und  für  die  mit  einem  biplanaren  Knoten  diese: 
I  II 


lan  sieht,  die  Flächen  mit  derselben  Anzahl  reeller  Geraden  (wobei  deren  Vielfachheit 

[zu    berücksichtigen    ist)    bilden    je    nur   eine  Art.     Eine  Ausnahme  machen  nur  die 

iurch  die  Fig.  11,  IV  und  11,  IV'  charakterisierten  Flächen  mit  drei  reellen  Geraden, 


'^')  Die  römischen  Nummern  dieser  Figuren  stimmen  mit  den  entsprechenden  ße- 
tzeichnungen  des  Textes  und  des  ersten  Teiles  dieses  Zusatzes  überein. 

4* 
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welche  einen  nichtisolierten  bzw.  isolierten  Knoten  besitzen.  Wie  die  Fläche  der 
Fig.  12,  IV  mit  biplanarem  Knoten  mit  imaginären  Ebenen  den  Übergang  zwischen 
beiden  vermittelt,  ist  deutlich  zu  sehen. 

Es  folgen  jetzt  die  Bilder  der  Flächen  mit  zwei,  drei  und  vier  konischen  Knoten. 
Bei  der  Abbildung  von  jedem  der  auftretenden  Knoten  aus  ergibt  sich  die  gleiche 
schematische  Figur: 

I  II  III 


Fig.  13. 


II 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


Bei  den  Flächen  mit  drei  Knoten  und  der  Höchstzahl  der  reellen  Geraden  gibt  es 
offenbar  zwei  Arten,  die  durch  die  Figuren  14,  I  und  14,  l'  dargestellt  sind.  Sie 
sind  durch  die  verschiedene  Anordnung  der  von  dem  Knoten  auslaufenden  zweifach 
und  vierfach  zählenden  Geraden  unterschieden.  —  Sonst  sind  die  verschiedenen  Arten 
schon  durch  die  Anzahl  der  reellen  Geraden  gekennzeichnet. 

Schließhch  lasse  ich  noch  die  Abbildung  der  Flächen  mit  einem  konischen  und 
biplanaren  Punkte,  bzw.  mit  zwei  konischen  und  einem  biplanaren  Punkte  folgen, 
und  zwar  jeweils  sowohl  die  Projektion  vom  konischen  als  auch  vom  biplanaren 
Punkte  aus. 


IIb 


Fig.  17. 


Man  sieht  deutlich,  wie  P'ig.  16,  la  den  Übergang  zwischen  den  Fig.  14,  I  und 
14,  l'  bildet. 
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Um  aus  der  Abbildung  wieder  die  Fläche  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man 
folgende  Regel:  Man  wähle  außerhalb  der  Bildebene  das  Projektionszentrum  beliebig. 
Dann  nehme  man  dieses  als  den  Eckpunkt  x^  =  x.,  =  x^—-  0  eines  Tetraederkoordinaten- 
systems und  die  Bildebene  als  die  Ebene  x^  —  0  desselben.  Die  durch  das  Tetraeder- 
koordinatensystem in  der  Bildebene  bestimmten  Dreieckskoordinaten  mögen  ^j^,  ^.y,  ^3 
heißen.  Man  kann  diese  noch  so  wählen,  daß  die  sechs  Fundamentalpunkte  zu  je 
zwei  auf  den  Geraden  ^^  =^  0,  ^.,  —  0,  if;;  =  0  liegen.  Wählt  man  nun  noch  den  Ein- 
heitspunkt des  Tetraederkoordinatensystems  und  damit  auch  des  Dreieckskoordinaten- 
systems geeignet,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Fläche  in  Parameterform 


(I2: 


QX, 

=  ^rß 

gx. 

^-lyQ 

QX, 

=  ^,.Q 

,Q^i 

=  ^{lls^3 

^3 

+ 

h)^} 


Dabei  bedeutet  Q  (1^,  |., ,  ^3)  ^  0  die  Gleichung  des  Fundamentalkegelschnittes.  Die 
Konstante  0  der  letzten  Gleichung  wird  durch  die  Forderung  bestimmt,  daß  ein  ge- 
gebener nicht  in  der  Bildebene  und  auf  keiner  der  Fundamentalgeraden  liegender 
Punkt  der  Fläche  angehören  soll. 

Unsere  elementare  Projektionsmethode  ermöglicht  aber  auch  die  Entscheidung 
der  Frage,  ob  eine  Fläche  und  ihre  gespiegelte  zu  derselben  Art  gehören  oder  nicht, 
obwohl  die  Projektion  einer  Fläche  und  ihrer  an  der  Bildebene  gespiegelten  identisch 
sind.     Die  Untersuchung  stützt  sich  dabei  auf  folgende  Sätze: 

1.  Durchläuft  ein  Punkt  eine  Gerade  der  Fläche,  die  durch  keinen  Knotenpunkt  geht, 
so  dreht  sich  natürlich  seine  Tangentialebene.  Enthält  die  Gerade  imaginäre  Asymptoten- 
punkte, so  erfolgt  die  Drehung  beständig  im  gleichen  Sinne,  entweder  rechtsherum 
oder  linksherum,  im  ganzen  um  den  Winkel  2.t;  eine  solche  Gerade  werde  mit  2r  bzw.  21 
bezeichnet.  Enthält  aber  die  Gerade  zwei  reelle  Asymptotenpunkte,  so  erfolgt  die 
Drehung  in  dem  einen  der  durch  die  beiden  Asymptotenpunkte  gebildeten  Abschnitte 
rechtsherum,  im  andern  linksherum,  je  um  denselben  Winkel  cc<Cjc;  die  betreffenden 
Abschnitte  mögen  mit  (r)  oder  (/)  bezeichnet  werden.  —  Geht  die  Gerade  durch 
6171671  Knotenpunkt,  so  drehen  sich  ihre  Tangentialebenen  beständig  im  gleichen  Sinn 
um  den  Winkel  .-r;  eine  solche  Gerade  heiße  r  oder  l,  je  nachdem  die  Drehung  rechts- 
herum oder  linksherum  erfolgt.  Geht  eine  Gerade  durch  zwei  Knotenpunkte,  so  sind 
die  Tangentialebenen  aller  ihrer  Punkte  identisch ;  die  Gerade  werde  mit  0  bezeichnet. 

2.  Schneiden  sich  zwei  gewundene  Gerade  der  Fläche  in  einem  Punkt,  der  weder 
Knotenpunkt  noch  Asymptotenpunkt  ist,  so  ist  dort  die  eine  rechts  und  die  andere 
links  gewunden.  Dies  folgt  aus  der  Betrachtung  des  oskulierenden  Hyperboloids.  — 
Ist  der  Schnittpunkt  zweier  gewundener  Geraden  für  die  eine  Asymptotenpunkt,  so 
ist  er  es  auch  für  die  andere;  und  es  geht  noch  eine  dritte  Gerade  durch  diesen 
Punkt,  für  welche  dasselbe  gilt.  Umkreist  man  den  Asymptotenpunkt  in  der  Ebene 
dieser  drei  Geraden,  so  trifft  man  abwechselnd  auf  rechts  oder  links  gewundene  Ab- 
schnitte. —  Schneidet  eine  Verbindungslinie  zweier  Knotenpunkte  eine  zweite  durch 
keinen  Knotenpunkt  laufende  Gerade,  so  ist  dieser  Schnittpunkt  für  die  zweite  ein 
Asymptotenpunkt,  denn  in  ihm  wird  die  Tangentialebene  stationär. 

3.  Bei  unserer  stereograpliischen  Projektion  bildet  sich  eine  Gerade  mit  zwei 
imaginäre7i  Asymptotenpünkten  als  solche  Verbindungslinie  zweier  reeller  einfacher 
Fundamentalpunkte  ab,  welche  die  übrigen  reellen  Fundamentalpunkte  unter  Berück- 
sichtigung, ihrer  Vielfachheit  im  Falle  eines  einteiligen  Fundamentalkegelschnittes 
schlechthin,  im  Falle  eines  reellen  Fundamentalgeradenpaares  aber  noch  zusammen 
mit  dessen  Schnittpunkt  in  zwei  ungerade  Gruppen  teilt.  Die  übrigen  Verbindungs- 
geraden einfacher  Fundamentalpunkte,  besonders  die  konjugiert  imaginärer  Funda- 
mentalpunkte besitzen  reelle  Asymptotenpunkte.  —  Zum  Beweis  überlege  man,  daß 
ein  Ebenenbüschel  durch  eine  (keinen  Knotenpunkt  enthaltende)  Gerade  der  Fläche 
aus  dieser  solche  Kegelschnitte  ausschneidet,   welche  sich  bei  unserer  Projektion  als 
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ein  KegeJschnittbüschel  abbilden,  das  diejenigen  vier  Fundamentalpunkte  als  Grund- 
punkte besitzt,  welche  nicht  auf  dem  Bild  der  zu  untersuchenden  Geraden  liegen.  Die 
Frage  ist  nun,  ob  die  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  auf  der  Geraden  ausge- 
schnittene Involution  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  d.  h.  ob  die  Schnittpunkte  zweier 
beliebiger  Kegelschnitte  sich  (harmonisch)  trennen  oder  dies  nicht  tun.  (Vgl.  Fuß- 
note ^®)  auf  S.  31.)  Da  es  sich  um  projektive  Eigenschaften  handelt,  können  wir  für 
Verbindungslinien  reeller  Fundamentalpunkte  unsere  Untersuchung  auf  den  Fall  be- 
schränken, daß  das  Fundamentalgebilde  eine  Ellipse  ist  oder  ein  Geradenpaar,  dessen 
Schnittpunkt  die  auf  jeder  der  beiden  Geraden  liegenden  Fundamentalpunkte  im  End- 
lichen nicht  trennt.  Sind  nun  die  vier  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  sämtlich 
reell,  so  genügt  es  zum  Beweise  die  drei  im  Büschel  enthaltenen  zerfallenden  Kegel- 
schnitte, also  die  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  von  den  Grundpunkten  gebil- 
deten vollständigen  Viereckes  zu  betrachten.  Sind  aber  zwei  oder  vier  Grundpunkte 
paarweise  konjugiert  imaginär,  so  projiziere  man  die  Figur  so,  daß  die  reelle  Verbin- 
dungsgerade zweier  imaginärer  Punkte  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  diese  selbst 
in  die  Kreispunkte  übergehen.  Dann  wird  aus  dem  Kegelschnittbüschel  ein  Kreis- 
büschel, welches  die  andern  zwei  Grundpunkte  als  reelle  bzw.  imaginäre  Grundpunkte 
besitzt  (d.  h.  dessen  Kreise  sämtlich  durch  die  zwei  reellen  Grundpunkte  hindurch- 
gehen bzw.  die  Verbindungslinie  der  zwei  imaginären  Grundpunkte  als  gemeinsame 
Chordale  haben).  Die  Betrachtung  dieser  Kreisbüschel  lehrt  die  Richtigkeit  unserer 
Behauptung.  —  Ganz  analog  wird  die  Behauptung  für  die  Verbindungslinien  imagi- 
närer Fundamentalpunkte  bewiesen.  —  Rücken  im  Falle  von  vier  reellen  Grundpunkten 
etliche  zusammen,  so  bleiben  immer  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  bestimmt;  außerdem  beachte  man,  daß  das  Fundamentalgebilde  selbst  ja 
stets  zum  Büschel  gehört.  Rücken  im  Falle  von  zwei  reellen  Grundpunkten  diese  zu- 
sammen, so  erhält  man  ein  Kreisbüschel,  dessen  Kreise  sich  sämtlich  in  demselben 
Punkt  berühren.     Im  Übrigen  verläuft  der  Beweis  ebenso. 

4.  Die  Lage  der  reellen  Asymptotenpunkte  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  daß 
sie  bekanntlich  die  beiden  Schnittpunkte  eines  beliebigen  zu  ihrer  Geraden  gehörigen 
Kegelschnittes  harmonsich  trennen.  Dies  wenden  wir  auf  den  Fall  an,  daß  dieser 
Kegelschnitt  in  ein  reelles  Geradenpaar  zerfällt,  das  sich  in  unserer  Abbildung  ent- 
weder als  Geradenpaar  oder  als  zwei  Fundamentalpunkte  darstellt.  Die  Asymptoten- 
punkte sind  in  den  folgenden  Figuren  durch  kurze  Querstriche  angegeben. 


Fig.  18.  Fig.  19. 

Diese  Angaben  genügen,  um  die  vorstehend  gezeichneten  Figuren  mit  den  Buch- 


XXX  V^    Flächen  dritter  Ordnung.    Zusatz  I. 


55 


Stäben  r  und  l  beschriften  zu  können:  Man  fange  bei  einer  Geraden  oder  ihrem  Ab- 
schnitte nach  Belieben  mit  r  oder  l  an;  dann  ergibt  sich  die  Beschriftung  aller 
anderen  Stellen  zwangläufig.  —  Ich  habe  zwei  Beispiele  in  Fig.  18  und  19  ausgeführt. 

Nun  hat  man  für  die  Herstellung  der  Abbildung  der  durch  Spiegelung  an  der 
Bildebene  aus  einer  Fläche  entstehenden  symmetrischen  einfach  die  Regel:  Man  ver- 
tausche überall  r  mit  l .  Weiter  ergibt  sich :  Eine  Fläche  und  ihre  gespiegelte  gehören 
dann  und  nur  dann  zu  derselben  Art,  icenn  ihre  beschrifteten  ProjeJdionen  in  der  oben 
angegebenen  Weise  stetig  ineinander  überführbar  sind.  Doch  muß  man  bei  Flächen 
mit  drei  nicht  gleichartigen  Knoten  eine  solche  Projektion  wählen,  bei  der  die  zwei 
gleichartigen  Knoten  unter  ihnen  gleichartige  Bilder  liefern,  also  z.  B.  bei  der  Fig.  17 
die  Projektion  b. 

Bei  der  oben  besprochenen  Herstellung  der  Fläche  dritter  Ordnung  aus  der  un- 
beschrifteten  Projektion  war  es  gleichgültig  gewesen,  auf  welcher  der  beiden  durch 
Projektionszentrum  ^und  Bildebene  gebildeten  Abschnitte  eines  Projektionsstrahles  man 
den  willkürlich  wählbaren  Punkt  der  Fläche  annahm.  Geht  man  aber  von  der  be- 
schrifteten Projektion  aus,  so  muß  man  den  Abschnitt  des  Projektionsstrahles  richtig 
wählen.  Von  dieser  Wahl  hängt  ersichtlich  das  Vorzeichen  von  o  in  Formel  (12)  ab. 
Denn  eine  Vorzeichenänderung  von  a  bedeutet  eine  „projektive  Spiegelung"  der  Fläche 
an  der  Bildebene  x^  =  0.  Mit  einer  solchen  aber  ändert  sich  der  Windungssinn  aller 
Flächengeraden. 

Ich  finde  unter  den  oben  gezeichneten  Figuren  11  bis  17  folgende  drei,  die  sich 
nicht  kontinuierlich  in  ihre  Spiegelbilder  überführen  lassen.  (Zwei  der  drei  Fälle 
sind  in  zwei  Projektionen  gezeichnet.) 


Fig.  20. 


Fig.  21  a. 


Fig.  21  b. 


I 


Fig.  22  a. 


Fig.  22  b. 


Daß  bei  Auflösung  des  biplanaren  Knotens  in  einen  konischen  die  Unterscheidung  in 
spiegelbildlich  getrennte  Arten  fortfällt,  sieht  man,  indem  man  bei  Projektionen  vom 
konischen  Punkt  aus  den  dreifachen   Fundamentaljiunkt  in  einen  zweifachen  und  ein- 
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fachen  auflöst,  bei  Projektionen  vom  biplanaren  Knoten  aus  das  Geradenpaar  in  eine 
benachbarte  Hyperbel  übergehen  läßt.  Das  letztere  ist  in  den  Fig.  23,  24  und  25 
ausgeführt.  ^  ^j^ 


Fig.  25. 

Daß   die  vorher  getrennten  Arten  jetzt  in  eine  übergehen,    wird  hierdurch  be- 
sonders verständlich.     K. 


[Zusatz  II:  Über  die  durch  die  27  reellen  Geraden  vermittelte 
Zerlegung  der  Clebschschen  Diagonalfläche-^-).] 

[Bekanntlich  lassen  sich  nach  Clebsch  und  Cremona  die  singularitätenfreien 
F^  in  der  Weise  im  allgemeinen  eineindeutig  auf  die  Ebene  abbilden,  daß  in  letzterer 


■''-)  [Ich  gebe  hier  noch  einige  Ausführungen,  weil  mir  die  klare  Durcharbeitung 
der  Einzelheiten  des  besonderen  Falles  für  die  Erfassung  der  allgemeinen  Überlegungen 
sowohl  der  vorliegenden  als  namentlich  auch  der  folgenden  Abhandlung  XXXVI  nützlich 
scheint.    K.l 
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sechs  Fundamentalpunkte  auftreten,  denen  auf  der  F-i  die  Geraden  einer  beliebig 
herauszugreifenden  halben  Doppelsechs  entsprechen.  Die  andern  sechs  Geraden  dieser 
Doppelsechs  werden  dann  bez.  durch  die  sechs  Kegelschnitte  vorgestellt,  welche  durch 
je  fünf  der  sechs  Fundamentalpunkte  hindurchgehen,  die  15  dann  noch  fehlenden  Ge- 
raden durch  die  Verbindungsgeraden  von  je  zwei  Fundamentalpunkten.  Wir  mögen 
uns  hier  auf  den  Fall  beschränken,  wo  alle  27  Geraden  reell  sind  und  infolgedessen 
die  Abbildung,  wie  die  sechs  Fundamentalpunkte  einzeln  reell  ausfallen. 

Zwecks  konkreter  Erfassung  der  hierbei  auftretenden  gestaltlichen  Verhältnisse 
ist  es  noch  zweckmäßig,  zwei  Maßregeln  zu  treffen,  die  allgemein  in  Abhandlung  XXXVI 
dieser  Ausgabe  zur  Geltung  kommen  sollen,  nämlich  1.  sich  die  i^,,  wie  die  Abbildungs- 
ebene doppelt  überdeckt  zu  denken,  wodurch  gemäß  der  in  Abhandlung  XXXVI  zu 
entwickelnden  projektiven  Auffassung  zwei  geschlossene  Doppelflächen  entstehen,  2.  die 
Doppelfläche  der  F.^  längs  der  sechs  bei  der  Abbildung  benutzten  Geraden  aufzuschneiden 
und  die  Doppelebene  irt  den  sechs  Fundamentalpunkten  mit  unendlich  kleinen  Öffnungen 
zu  versehen,  deren  Randpunkte  den  Fortschreitungsrichtungen  vom  Fundamentalpunkte 
aus  eindeutig  zugeordnet  sind.  Längs  jeder  Schnittgeraden  hängt  dann  die  eine  Hälfte 
der  vorderen  Überdeckung  der  i^^  immer  noch  durch  das  Unendliche  hindurch  mit 
der  anderen  Hälfte  der  hinteren  Überdeckung  zusammen,  sodaß  jede  der  sechs  Ge- 
raden zweimal  als  Rand  der  zerschnittenen  Doppelfläche  erscheint  und  diese  im  ganzen 
12  Randkurven  hat.  Nicht  minder  trägt  die  doppeltüberdeckte  Bildebene  12Öftnungen, 
nämHch  jedem  Fundamentalpunkte  entsprechend  eine  auf  der  oberen  Seite,  eine  auf 
der  unteren.  Die  beiden  so  mit  12  Rändern  versehenen  Flächen  sind  nun  in  der  Weise 
ausnahmslos  eineindeutig  aufeinander  bezogen,  daß  dies  auch  für  die  einzelnen  Rand- 
kurven gilt. 

Man  kann  also  die  Zerlegung  in  Einzelgebiete,  welche  die  F.^  durch  ihre  27  Ge- 
raden erfährt,  in  der  ebenen  x4.bbildung  ablesen.  Dabei  ist  nur  zu  beachten,  daß, 
wenn  man  auf  der  F.^  über  eine  der  sechs  ausgezeichneten  Geraden  stetig  hinüber- 
geht, dies  in  der  Ebene  bedeutet,  daß  man  unter  Durchschreitung  des  zugehörigen 
Fundamentalpunktes  von  der  einen  Überdeckung  der  Ebene  in  die  andere  gelangt. 
So  hat  man  für  die  noch  fehlenden  21  Geraden  Abbilder,  die  wir  in  der  Ebene  fol- 
gendermaßen unterscheiden:  1.  Jede  der  15  Verbindungsgeraden  zweier  Fundamental- 
punkte wird  durch  diese  in  zwei  Segmente  zerlegt,  und  es  steht  uns  frei,  ob  man  das 
eine  Segment  zunächst  dem  oberen,  das  folgende  Segment  dem  unteren  Blatte  über- 
weisen will,  oder  umgekehrt.  Da  aber  auch  der  Durchgang  durchs  Unendliche  vom 
oberen  in  das  untere  Blatt  führt,  schHeßt  sich  die  Gerade  auf  der  Doppelfläche  erst 
nach  doppelter  Durchlauf ung.  2.  Entsprechend  hat  man  mit  den  Segmenten  zu  ver- 
fahren, in  welche  der  einzelne  der  sechs  je  durch  fünf  Fundamentalpunkte  hindurch- 
gehenden Kegelschnitt  durch  diese  zerlegt  wird.  Auch  der  Kegelschnitt  schließt  sich 
erst  nach  doppelter  Durchlaufung,  mag  er  nun  in  der  Zeichnung  als  Ellipse  oder  als 
Hyperbel  erscheinen.  Sodann  beachte  man  noch,  daß  jede  Gerade  der  F.^  von  zehn 
anderen  Geraden  geschnitten  und  dementsprechend  in  zehn  Segmente  zerlegt  wird. 
Dies  gilt  natürlich  insbesondere  von  den  sechs  bei  der  Abbildung  bevorzugten  Geraden. 
Dementsprechend  laufen  durch  jeden  unserer  Fundamentalpunkte  im  oberen,  wie  im 
vmteren  Blatte  zehn  Fortschreitungsrichtungen  hindurch,  oder,  wenn  man  lieber  will, 
CS  laufen  von  ihm  20  Fortschreitungsrichtungen  aus,  durch  welche  das  umgebende 
Oval  (im  oberen  wie  im  unteren  Blatte)  in  20  Segmente  zerlegt  wird,  (die  den  20  Ufer- 
stücken einzeln  entsprechen,  welche  die  zehn  Segmente  der  dem  Oval  auf  der  F.^  ent- 
sj)rechenden  Geraden  für  jedes  der  beiden  von  ihr  begrenzten  Ufer  darbieten). 

Die  ganze  so  entwickelte  Vorstellungsweise  (welche  man  gerne  durch  eine  aus- 
geführte Zeichnung  illustrieren  kann)  möge  nun  insbesondere  für  die  Diagonalfläche 
durchgeführt  werden.  Wir  wählen  als  ausgezeichnete  Gerade  auf  ihr  die  in  i?  10  mit  den 
Ziffern  1,  2,  :^,  4,  5,  6  bezeichneten  (oder  auch  diejenigen,  die  dort  1',  2',  3',  4',  5',  6' 
heißen).  Man  erhält  dann  in  der  Bildebene,  wie  schon  Clebsch  in  seiner  grund- 
legenden Arbeit,  Math.  Annalcn,  Bd.  4  (1872),  hervorhob,  ein  merkwürdiges  Sechseck 
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von  Fundamentalpunkten,  nämlich  ein  solches,  welches  zehnfach  Brianchonsch  ist. 
In  meinen  späteren  Untersuchungen  über  das  „Ikosaeder"  ^^)  habe  ich  hervorgehoben, 
daß  ein  solches  Sechseck  in  einfachster  Weise  mit  einer  in  der  Elementargeometrie 
wohlbekannten  Konfiguration  zusammenhängt,  nämlich  mit  dem  Schnitt,  den  irgendeine 
Ebene  mit  den  sechs  Durchmessern  hat,  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  eines  regu- 
lären Ikosaeders  verbinden.  Die  zehn  Brianchonschen  Punkte  entsprechen  dabei 
den  zehn  Durchmessern,  welche  je  durch  zwei  gegenüberstehende  Mittelpunkte  der 
20  Seitenflächen  des  Ikosaeders  hindurchlaufen  ^*). 

Nun  ist  die  Sache  die,  daß  man  zwecks  anschauungsmäßiger  Erfassung  der  Ver- 
hältnisse die  doppeltüberdeckte  Bildebene  geradezu  durch  die  eine  Seite  der  Oberfläche 
(also  etwa  die  nach  außen  gerichtete  Seite)  des  regulären  Ikosaeders  ersetzen  kann. 
Auf  ihr  verlaufen  den  doppeltdurchlaufenen  Verbindungslinien  zweier  Fundamental- 
punkte entsprechend  die  15  Schnittlinien  mit  den  Symmetrieebenen  des  Ikosaeders 
(d.  h.  den  Ebenen,  welche  je  zwei  der  sechs  Durchmesser  enthalten).  Ferner  als 
Bilder  der  sechs  Kegelschnitte,  die  je  durch  fünf  Fundamentalpunkte  hindurchgehen,  die 
Schnitte  mit  sechs  Rotationskegeln,  von  denen  jeder  durch  fünf  der  sechs  Durchmesser 

hindurchgelegt  ist.  Jeder  dieser  Schnitte  be- 
steht zunächst  aus  zwei  getrennten  Kurven- 
zügen, aber  diese  zwei  fügen  sich  doch  ver- 
möge der  Verabredung,  die  wir  nun  über  die 
Ecken  des  Ikosaeders  treffen  müssen,  zu 
einem  einheitlichem  Kontinuum  zusammen. 
Diese  Verabredung  geht  davon  aus,  daß 
wir  soeben  um  die  sechs  Fundamentalpunkte 
der  Ebene  herum  sechs  ovale  Öffnungen  an- 
brachten. Wir  werden  dementsprechend  das 
Ikosaeder  jetzt,  wie  die  Kristallographen  sagen, 
entecken,  etwa,  um  bestimmte  Vorstellungen 
zu  haben,  die  zwölf  Ecken  und  ihre  nächste 
Umgebung  durch  sechs  unendlich  dünne  Zy- 
linder von  ovalem  Querschnitt,  die  wir  um 
die  Durchmesser  des  Ikosaeders  herumlegen, 
wegschneiden,  so  daß  in  der  Oberfläche  des 
Ikosaeders  zwölf  Öffnungen  entstehen.  Das  Nähere  mag  Fig.  26  erläutern,  welche 
eine  der  20  Seitenflächen  der  „präparierten"  Ikosaederfläche  darstellen  soll. 

Man  sieht,  wie  quer  über  die  Seitenfläche  drei  Stücke  der  15  Symmetrielinien 
hinlaufen,  die  sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  während  drei  andere  die  Begrenzung 
der  Seitenfläche  abgeben;  ferner  erkennt  man  drei  (in  der  Figur  punktierte)  Stücke 
der  Schnitte  mit  den  sechs  soeben  genannten  Rotationskegeln.  Die  Randlinien  der 
Öffnungen  aber,  die  wir  an  Stelle  der  Ikosaederecken  angebracht  haben,  werden, 
soweit  sie  in  der  Figur  hervortreten,  durch  die  genannten  Kurven  in  vier  Segmente 
geteilt.  Da  von  jeder  Ecke  des  Ikosaeders  fünf  Seitenflächen  auslaufen,  ist  die  einzelne 
von  20  Segmenten  umgeben,  wie  es  sein  sollte. 

Die  volle  Verabredung,  auf  die  es  ankommt,  entsteht  erst,  indem  wir  angeben, 
wie  wir  die  Konturen,  welche  die  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Ikosaeders  um 
geben,  aneinander  geheftet  denken  müssen,  damit  wir  das  Abbild  der  geschlossenen, 
doppeltüberdeckten  Diagonalfläche  erhalten.  Ich  sage,  daß  dies  folgendermaßen  zu 
geschehen  hat:  man  denke  sich  zwei  gegenüberstehende  Eckpunkte  durch  den  sie 
enthaltenden  Durchmesser  verbunden.     Von  den  beiden  zugehörigen  Konturen  gehören 


Fig.  26. 


^^)  Für  das  Folgende  vergleiche  man  die  unten  abgedruckte  Abh.  LIV  „Weitere 
Untersuchungen  über  das  Ikosaeder",  besonders  den  §  10  des  Abschnittes  II. 

^*)  Der  Leser  ist  gebeten,  sicli  ein  Modell  eines  regulären  Ikosaeders  zu  verschaffen 
und  auf  ihm  die  einschlägigen  Verhältnisse  in  concreto  zu  studieren. 
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dann  immer  solche  zwei  Punkte  zusammen,  die  eine  zu  dem  Durchmesser  parallele 
Verbindungslmie  liahen.  Kommt  man  an  die  eine  Kontur  heran,  so  hat  man  von  dem 
entsprechenden  Punkte  der  anderen  Kontur  aus  weiter  zu  gehen,  wobei  für  den  Be- 
schauer, da  man  doch  auf  der  durchlöcherten  Ikosaederfläche  bleiben  muß,  eine  Um- 
kehr def  Bewegungsrichtung  eintritt.  Der  Beweis  für  diese  Behauptungen  folgt  im 
wesentlichen  daraus,  daß  die  doppeltüberdeckte  Ebene  mit  ihren  sechs  Öffnungen 
durch  das  vom  Mittelpunkt  des  Ikosaeders  auslaufende  Strahlenbündel  eindeutig  auf 
das  „präparierte"  Ikosaeder  bezogen  ist,  und  daß  alle  Bewegungen  im  Strahlenbündel 
kontinuierlich  zu  erfolgen  haben.  Es  scheint  jedoch  unmöglich,  die  so  gemachten 
Angaben  bei  der  an  gegenwärtiger  Stelle  gebotenen  Kürze  noch  genauer  zu  begründen. 
Ich  will  aber  doch  die  analytischen  Formeln  hersetzen,  welche  die  Abbildung  der 
Diagonalfläche  auf  unsere  Ikosaederfigur  vermitteln.  Dabei  kann  ich  mich  auf  meine 
1884  bei  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  erschienenen  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  usw.'' 
S,  222,  225  (oder  auc^  die  auf  S,  58  Fußnote  •^=^)  zitierte  Abh.  LIV,  Abschnitt  I,  4?  18) 
beziehen.     Man   findet   dort   in   zunächst  ganz  anderer  Ideenverbindung  die  Formeln: 

r^,.      ^•-  (4  .4j  A,  -  A^  Al)  -r  ^"'  (-2^o^|  -  AI)  -,-  .^''  (2^^  ^f  "  ^2  ) 

-\-s'\-^A'^A,  ^-^f  A.) 

-  {s^'-  A^  -  f ''  A.^  ((1  ^  V  5)  A)  -^*"  ^1  ^^"  ^2)  (.(1  -  v'ö)  ^0  ^  ^^"  ^1  -^^''  ^2)      ■ 

(r^.  0,1,2,3,4), 

wo  f      e  •'*     und  übrigens :  V'«?^,  ^  0,  ^A^'^f  =  0  ist.     Wir  werden   hier  A^^,  A^,  A.y  als 

Koordinaten  eines  Punktes  der  Ikosaederfläche  gelten  lassen,  indem  wir,  unter  Ein- 
führung eines  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Koordinatensystems 

Aq--z,    A^  ^   x^iy ,    A._,     x  —  iy 

setzen.  Dann  bezeichnen  die  ö,.  (wegen  der  beiden  zwischen  ihnen  bestehenden  Re- 
lationen) die  homogenen  Koordinaten  des  zugehörigen  Punktes  der  Diagonalfiäche 
(vgl.  Ikosaederbuch  S.  226,  227  oder  Abh.  LIV,  Abschnitt  II,  §  10).  Jeder  dieser 
Punkte  tritt  dabei  zweimal  auf  (man  erhält  also  die  Diagonalfiäche  als  Doppelfläche), 
insofern  die  d,-,  wenn  man  die  Vorzeichen  Aq,  A^,  A.,  gleichzeitig  ändert,  nur  einen 
gemeinsamen  Vorzeichenwechsel  erleiden.  Umgekehrt  lassen  sich  aus  den  öy  auch  nur 
die  Verhältnisse  der  Aq,  A^,  A.,  berechnen,  ihr  absoluter  Betrag,  bez.  ihr  Vorzeichen 
wird  von  der  Stelle  der  Ikosaederfigur  abhängen,  die  man  gerade  betrachtet.  Man 
setze  abkürzend : 


also: 


Zur  Berechnung  der  AqI  Aj^:  A,  kann  man  dann  eine  beliebige  der  drei  stetigen  Pro- 
portionen benutzen 

A^iA,:  A.,  -  ( p,  p.,  r  vi  )  •'   ■   2  p^  p,:-2  p^  ^, 

i-  iP42h  +  p!):-2  p.p., :  -^~  2  p,p, 
-  {P->  P.i  -  Pi  ?4) :  '^  {'Pi  Pi  'r  pD  :  2  {p.  p.,  r  pt )  • 
Im  übrigen    möge    noch    kurz    auf    die   geometrisch   anschauliche  Seite   der    ge- 
wonnenen Beziehung  eingegangen  werden.     Ich  sage,    daß  man  in  der  durch  die  vor- 
stehende Skizze    erläuterten  Ikosaeder jigur   die  Zerlegung,    welche   die   als   Doppelfläche 
gedachte  Diagonalfläche    durch  die  27  Geraden    erfährt^    in   concreto   vor   sich   hat.     In 


5i>.  2''"'^- 

(p^  =  l,2,3,4) 

Vx 

-4.4o^i  f^i  ^-2 '        Pi 

2A^Al-At, 

p^  - 

-2a,a:^aI,         p4 

.  4  Al  A.  -  A,  a;  . 
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dieser  Hinsicht  mögen  nur  folgende  Einzelheiten  hervorgehoben  werden:  Man  hat  in 
jeder  der  20  Seitenflächen  des  Ikosaeders  zunächst  sechs  Vierecke,  welche  im  Mittel- 
punkte zusammenstoßen,  und  damit  auf  der  Diagonalfläche  120  von  geradlinigen 
Stücken  begrenzte  Vierecke,  die  wir  Vierecke  der  ersten  Art  nennen  mögen.  Man  hat 
dann  entlang  jeder  der  30  Kanten  des  Ikosaeders  vier  Vierecke  und  damit*  auf  der 
Diagonalfläche  eine  Reihe  von  120  weiteren  geradlinig  begrenzten  Vierecken,  die  man 
Vierecke  der  zweiten  Art  nennen  wird.  —  Diese  Zahlen  sind  doppelt  so  groß,  wie  die 
in  §  10  der  vorstehenden  Abhandlung  angegebenen,  weil  jetzt  die  Diagonalfläche  als 
eine  Doppelfläche  angesehen  wird;  im  übrigen  stimmen  alle  Einzelheiten.  i 

Hat  man  die  Zerlegung  der  Diagonalfläche  durch  ihre  geraden  Linien  völlig  er-  | 
faßt,  so  wird  man  leicht  zu  den  Verhältnissen  aufsteigen,  die  auf  einer  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  Geraden  herrschen.  Die  ganze  Abänderung  (im  Sinne 
der  Analysis  situs)  ist  nur,  daß  die  drei  Querlinien,  die  sich  bei  der  vorstehenden 
Skizze  im  Mittelpunkt  der  Figur  schneiden,  dies  nicht  mehr  tun.  Von  den  jedesmal 
sechs  zusammengehörigen  Vierecken  erster  Art  der  Diagonalflüche  gehen  bei  dieser 
Änderung  drei  in  Fünfecke  über,  und  die  sechs  Polygone  zusämme^i  schließen  zwischen 
sich  ein  Dreieck  ein.  Dies  gibt  im  ganzen  20  Dreiecke,  —  oder,  wenn  wir  die  Vor- 
stellung der  Doppelfläche  jetzt  wieder  fallen  lassen  wollen,  auf  der  einfach  gedachten 
iTj  zehn  Dreiecke.  Innerhalb  dieser  zehn  Dreiecke  liegen  die  im  Texte  der  Abhandlung 
näher  bezeichneten  zehn  Ovale  der  parabolischen  Kurve,  welche  die  elliptisch  ge- 
krümmten Teile  der  Fläche  umschließen. 

Zeuthen  hat  in  seiner  schon  oben  genannten  Abhandlung  (Math.  Annalen, 
Bd.  8  (1874))  insbesondere  die  Wandungen  der  in  §  12  des  Textes  genannten  zehn 
„Öffnungen"  der  Fläche  studiert.  Über  eine  solche  Wandung  läuft,  wie  dort  be- 
merkt wurde,  eine  Doppelsechs  von  geraden  Linien  der  Fläche,  wie  etwa  in  dem  ersten 
der  dortigen  Beispiele  die  Doppelsechs: 

1       8       5     46      62      24 
85     51     13       2'       4'       6'. 

Zeuthen  schließt  nun  die  Wandung  durch  die  beiden  Dreiecksebenen  A  ab,  welcher 
dieser  Doppelsechs  zugehören,  also  im  Beispiel  nach  der  in  §  12  gegebenen  Tabelle 
durch  die  Ebenen 

12,  84,  56    und    16,  28,  45. 

Er  erhält  so  eine  von  zwei  dreieckigen  Figuren  begrenzte  ringförmige  Zone  der  Fläche, 
die  man,  in  roher  Weise,  einem  ringförmigen  Ausschnitt  eines  einschahgen  Hyper- 
boloids vergleichen  kann,  über  welches  die  zweimal  sechs  Geraden  der  Doppelsechs 
als  Linien  der  zweierlei  Erzeugungen  hinlaufen.  Er  bemerkt  ferner,  daß  die  Fläche 
dritter  Ordnung  von  den  zehn  so  definierten  Zonen  im  ganzen  genau  dreifach  über- 
deckt wird. 

Nun  wird  es  interessant  sein,  diese  Zonen  im  Falle  der  Diagonalfläche  (auf  den 
ich  mich  der  Einfachheit  halber  beschränke)  in  der  ikosaedrischen  Abbildung  nach- 
zuweisen. Es  ist  dabei  bequem,  die  Ikosaederfigur  durch  Zentralprojektion  auf  eine 
umgeschriebene  Kugel  zu  beziehen,  bei  der  dann  eine  „ikosaedrische  Einteilung''  zu 
studieren  ist.  Die  Ebenen  A  sind  im  Falle  der  Diagonalfläche  nichts  anderes  als 
die  Pentaederebenen,  und  drei  in  der  einzelnen  dieser  Ebenen  enthaltene  Geraden, 
z.  B.  12,  84,  56  bilden  sich  auf  der  Ikosaederkugel  als  drei  Symmetriekreise  ab, 
die  aufeinander  senkrecht  stehen.  Nun  wollen  zwei  weitere  Umstände  in  Betracht 
gezogen  sein. 

1.  Die  Geraden  1,  8,  5  (um  beim  Beispiel  zu  bleiben)  zerlegen  die  Zone  in 
drei  Stücke,  deren  einzelnes  sich  an  zwei  dieser  Geraden  ( etwa  8  und  5 )  von  entgegen- 
gesetzten Seiten  heranzieht.  Aber  die  Geraden  1,3,5  liefern  bei  der  ikosaedrischen 
Abbildung  je  zwei  diametrale  Fundamentalpunkte,  die  in  verständlicher  Weise  mit 
1,  1;  8,  8;  5,  5   bezeichnet  sein  sollen.    Wir  schließen,  daß  das  Abbild  der  Zone  auf 
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der  Ikosaederkugel  aus  drei  Flächenstücken  bestehen  muß,  die  sich  etwa  von  1  nach 
^,  von  3  nach  5,  von  5  nach  1  erstrecken  werden;  nach  den  Regeln  für  den  konti- 
nuierlichen Durchgang  durch  die  Fundamentalpunkte,  die  wir  oben  gaben,  bilden 
diese  drei  Stücke  ein  zusammenhängendes  ringförmiges  Ganzes. 

2.    Aber  dieses  Abbild  gibt  nur  erst  die  eine  Flächenseite  der  Zone  wieder,  die 
andere  Flächenseite  wird  sich  auf  drei  entsprechende,  je  diametral  zu  den  genannten 


\ 


Fig.  27. 


Stücken  gelegene  Flächenstücke  abbilden,   die  sich  als  solche  von  1  nach  -i.  von  o 
nach  5,  von  5  nach   1   ziehen  werden. 

Das  Nähere  ist  aus  der  beigegebenen  Fig.  27  zu  ersehen,  welche  eine  stereo- 
graphische Projektion  der  Ikosaederkugel  vorstellt,  die  derart  gewählt  ist,  daß  die 
Symmetrie,  welche  die  sechs  schraffierten  Abbilder  der  beiden  Flächenseiten  der  Zone 
darbieten,  unmittelbar  hervortritt.  Ich  gebe  hier  außerdem  in  Fig.  28  noch  eine 
besondere  Zeichnung  eines  dieser  sechs  Abbilder,   in  welche  außer  Teilen  der  um  die 
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Eckpunkte  des  Ikosaeders  beschriebenen  Ovale  auch  noch  solche  der  Schnittkurven 
mit  den  Rotationskegeln  durch  je  fünf  Durchmesser  des  Ikosaeders  eingezeichnet  sind, 
um  die  Einteilung  unseres  Abbildes  in  sechs  Vierecke  erster  Art  und  sechs  Vierecke 
zweiter  Art  zu  erläutern. 


Fig.  28. 

Nun  ist  es  sehr  schön,  zu  sehen,  wie  alle  Sätze,  die  Zeuthen  über  die  von  ihm 
unterschiedenen  Zonen  in  seiner  Arbeit  ableitet,  an  diesen  Figuren,  oder  besser  noch 
an  einem  Modell  der  Ikosaederkugel  selbst,  sinnfällig  hervortreten.  Zunächst  ja  nur 
für  die  Diagonalfläche.  Aber  man  hat  nur  die  kleine  vorhin  bezeichnete  Änderung 
anzubringen,  um  auch  die  Verhältnisse  bei  der  allgemeinen  Fläche  mit  27  reellen 
Geraden  der  Art  nach  ohne  weiteres  zu  überblicken.  K.] 


r 


XXXM.   Bemerkungen  über  den  Ziisamuienhang  der 

Fläelieni). 

[Matlj^  Annalen,  Bd.  7  (1874)  und  Bd.  9  (1875/76).; 


Die  auf  den  Zusammenhang  der  Flächen  bezüglichen  Definitionen 
werden  bei  Riemann  zunächst  ohne  besondere  Festsetzungen  hinsichtlich 
des  Unendlichweiten  hingestellt.  Aber  entsprechend  der  von  ihm  beab- 
sichtigten Verwertung  dieses  geometrischen  Begriffes  für  funktionentheo- 
retische Untersuchungen  wird  bei  ihm  eine  solche  Festsetzung  implizite 
eingeführt,  indem  nämlich  die  unbegrenzte  Ebene  einer  Kugelfläche  äqui- 
valent gesetzt  wird,  auf  die  sie  durch  stereographische  Projektion  bezogen 
ist.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  jede  sich  ins  Unendliche  erstreckende 
Fläche  auf  eine  durchaus  im  Endlichen  gelegene  reduzieren:  man  braucht 
sie  nur  einer  Transformation  durch  reziproke  Radien  zu  unterwerfen,  deren 
Inversionszentrum  nicht  selbst  der  Fläche  angehört.  Man  kann  dann  alle 
Betrachtungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen,  wie  sie  gewöhnlich 
unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  durchaus  im  Endlichen  gelegener 
Flächen  angestellt  werden,  auf  beliebig  sich  ins  Unendliche  erstreckende 
übertragen. 

Aber  die  so  eingeführte  Festsetzung,  vermöge  deren  das  Unendlich- 
weite als  ein  einzelner  Punkt  erscheint'-^),  ist  an  und  für  sich  willkürlich; 
sie  widerspricht  überdies  dem  Wesen  der  Sache,  wenn  man,  wie  in  der 
projektivischen  Geometrie,  das  Unendlichferne  als  eine  zweifach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  als  eine  Ebene,  betrachten  muß.    Auch  bei 

^)  Vorbemerkung:  Nachstehender  Aufsatz  ist  aus  zwei  Mitteilungen,  die  sich  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  7  und  Bd.  9  finden,  zusammengeschoben,  indem  eine  unrichtige 
Ausführung  von  Bd.  7  und  ihre  in  Bd.  9  gegebene  Berichtigung  weggelassen  wurden. 
Die  verschiedenen  Stücke  sind  durch  Horizontalstriche  getrennt., 

-)  Dieselbe  ist  auch  in  anderen  auf  die  Analysis  situs  bezüglichen  Fragen  ge- 
legentlich gebraucht  worden;  vgl.  z.  B.  Listing:  Der  Census  der  räumlichen  Com- 
plexe.  Göttinger  Abhandlungen  1861.  —  Daß  man  und  wie  man  dieselbe  verwerten 
kann,  um  auf  sie  ein  ganzes  Sj'stem  der  Geometrie  zu  begründen,  welches  als  eine 
Art  von  Seitenstück  zur  projektivischen  Geometrie  betrachtet  werden  darf,  vgl.  meine 
Schrift:  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschtmgen.  Erlangen 
1872  [s.  Abh.  XXVII  in  Bd.  1   dieser  Ausgabe]. 
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dieser  pro jekti vischen  Anschauungsweise  kann  man  für  Flächen,  die  sich 
beliebig  ins  Unendliche  erstrecken,  dieselben  Probleme  aufstellen,  auf  welche 
sich,  bei  durchaus  im  Endlichen  gelegenen  Flächen,  die  Riemannschen 
Betrachtungen  beziehen.  Es  fragt  sich,  ob  dann  spezifisch  neue  Über- 
legungen notwendig  werden,  oder  ob  es  gelingt,  die  betr.  Probleme  durch 
bloße  Benutzung  der  Riemannschen  Betrachtungen  zu  erledigen.  So  un- 
gefähr stellte  sich  diese  Frage  in  einem  neuerdings  in  den  Math.  Annalen 
erschienenen  Aufsatze  (Über  Flächen  dritter  Ordnung,  Bd.  6  [Abh.  XXXV 
dieser  Ausgabe]),  ohne  aber  eine  Beantwortung  derselben  in  definitiver  Form 
zu  versuchen^).  Vielmehr  machte  ich  nur  auf  eine  Reihe  von  Schwierigkeiten 
aufmerksam,  die  sich  einer  unmittelbaren  Verwertung  der  Riemannschen 
Betrachtungen  entgegenstellen.  Ich  betonte  besonders,  daß  der  „ungewöhn- 
liche" Zusammenhang  der  unbegrenzten  Ebene  in  Anlehnung  an  die  pro- 
jektivische  Anschauung  nicht,  wie  in  der  Riemannschen  Theorie,  gleich 
Null,  sondern  gleich  Zwei  zu  setzen  ist,  falls  man  ohne  nähere  Festsetzung 
die  übliche  Definition  dieses  Zusammenhangs^)  beibehalten  will.  Denn 
die  Ebene  wird  entsprechend  der  projektivischen  Anschauung  durch  eine 
in  ihr  verlaufende  Gerade,  die  doch  auch  eine  geschlossene  Kurve  ist,  noch 
nicht  in  zwei  Stücke  geteilt.  Dementsprechend  glaubte  ich  die  Zahlen, 
welche  Hr.  Schläfli  in  einem  kurz  zuvor  veröffentlichten  Auf satze  (Annali  di 
Matematica,  ser.  II,  t.  5  (1872)  Quand'e  che  dallä  superficie  generale  di  terz'- 
ordine  si  stacca  una  parte  etc.)  für  die  fünf  verschiedenen  Arten  der  allge- 
meinen Fläche  dritter  Ordnung  aufgestellt  hatte,  alle  um  zwei  Einheiten 
erhöhen  zu  sollen. 

Ich  bin  nun  von  Hrn.  Schläfli  brieflich  darauf  aufmerksam  gemacht 
worden,  daß  man,  unbeschadet  der  Richtigkeit  dieser  meiner  Betrachtungen 
und  Einwände,  doch  auch  bei  projektivischer  Anschauung  für  die  unbe- 
grenzte Ebene  den  Zusammenhang  Null  ansetzen  kann,  wenn  man  dieselbe 
nämlich  als  Doppelfläche  betrachten  will,  also  etwa  als  Grenze  eines 
zweischaligen  Hyperboloids.     In  der  Tat,    man  denke    sich,    um    eine    be- 

^)  Daß  sich  die  Problemstellung  der  Analysis  situs  je  nach  der  Beurteilung  des 
Unendlichweiten  modifiziert,  hatte  ich  bereits  in  der  oben  zitierten  Schrift:  „Ver- 
gleichende Betrachtungen  usw."  angegeben  (S.  30  derselben)  S.  482  in  Bd.  1  dieser 
Ausgabe]. 

^)  Wenn  man  auf  einer  geschlossenen  Fläche  im  Maximum  q  geschlossene  Kurven 
ziehen  kann,  ohne  die  Fläche  zu  zerstücken,  so  setzt  Riemann  den  Zusammenhang 
derselben  2  </ —  1 .  Aber  es  ist  bereits  in  den  Neumannschen  „Vorlesungen  über 
Riemanns  Theorie  usw."  (1865)  angedeutet  und  neuerdings  von  Hrn.  Schläfli  hervor- 
gehoben worden  (vgl.  z.  B.  Grelles  Journal,  Bd.  76(1873),  S.  152,  Note),  daß  es  kon- 
sequenter ist,  in  einem  solchen  Falle  nur  von  einem  2  (/--fachen  Zusammenhange  zu 
sprechen.  Indem  ich  mich  im  Texte  dieser  Bezeichnung  anschließe,  füge  ich,  nach 
dem  Vorgange  Schläflis,  wo  eine  Undeutlichkeit  entstehen  könnte,  dem  Worte  „Zu- 
gammenhang" das  Attribut  „ungewöhnlich"  hinzu. 
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stimmte  Vorstellung  zu  haben,  eine  Ebene  horizontal  und  ziehe  in  ihr  eine 
Linie  Süd-Nord.  Dann  wird  die  als  Doppelfläche  betrachtete  Ebene  in  zwei 
Teile  zerfallen,  deren  einer  die  östliche  Hälfte  des  oberen  Blattes  und  die 
westliche  des  unteren,  deren  anderer  die  beiden  übrigen  Hälften  enthält. 
Dabei  wird  die  gerade  Linie  selbst  doppelt  gedacht,  nämlich  sowohl  im 
oberen  als  im  unteren  Blatte  verlaufend. 

Eine  solche  Einführung  von  Doppelflächen  erscheint  um  so  mehr  zu- 
lässig, als  sie  schon  in  den  Untersuchungen  der  Analysis  situs,  welche  sich 
nur  auf  im  Endlichen  gelegene  Flächen  beziehen,  notwendig  wird^).  Ein 
bekanntes  Beispiel  dafür  bietet  die  (mit  einer  Randkurve  versehene)  Fläche, 
welche  man  aus  binem  Papierstreifen  bilden  kann,  indem  man  die  beiden 
Enden  des  Streifens  so  aneinander  heftet,  daß  die  eine  Seite  desselben  in 
die  andere  übergeht.  Ein  anderes  Beispiel  für  eine  solche  Fläche,  und  zwar 
eine  geschlossene  Fläche,  gibt,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  die 
Stein  er  sehe  Fläche,  die  man  ja  bekanntlich  als  völlig  im  Endlichen  ge- 
legen voraussetzen  darf  *^).  (Von  den  isolierten  Stücken,  welche  ihre  Doppel- 
geraden besitzen,  wird  dabei  abgesehen.) 

Ich  habe  nun  gefunden,  daß  man  die  Theorie  des  Flächenzusammen- 
hangs, wie  sie  gewöhnlich  entwickelt  wird,  in  der  Tat  auf  die  pro jekti vischen 
Vorstellungen  unverändert  übertragen  kann,  wenn  man  sich  überhaupt  ent- 
schließt, die  unpaaren  Flächen  der  projektwischen  Geometrie  als  Doppel- 
flächen zu  betrachten,  und  eine  unpaare  Kurve  [auf  ihnen]  erst  dann  als 
geschlossen  anzusehen,  wenn  man  sie  zweimal  durchlaufen  haf^). 

Ob  man  sich  dieser  Anschauung  anschließen  will,  oder  nicht,  wird 
zunächst  dem  freien  Entschlüsse  des  einzelnen  überlassen  sein.  Es  mag 
sogar  hervorgehoben  werden,  daß  es  von  vornherein  sehr  unnatürlich 
scheint,  in  der  pro  jekti  vischen  Geometrie  die  Ebene  als  Grenzfall  der  nicht- 
geradlinigen Flächen  zweiter  Ordnung  betrachten  zu  sollen.  Aber  die  An- 
schauung empfiehlt  sich  durch  ihren  Erfolg.  Denn  man  kann  im  Anschlüsse 
an  sie  auch  für  die  projektivische  Auffassung  des  Unendlich  weiten  den 
Satz  aussprechen,  der  den  Zusammenhangsbegriff  für  die  funktionentheo- 
retischen Untersuchungen  so  wertvoll  macht :  daß  nämlich  zwei  geschlossene 


^)  Freilich  verlangt  dann  die  Konsequenz,  daß  man,  wenn  von  einer  Fläche, 
deren  entgegengesetzte  Seiten  [beim  Durchlaufen]  nicht  ineinander  übergehen,  schlecht- 
hin die  Rede  ist,  unter  dem  Zusammenhange  der  Fläche  die  Grundzahl  versteht,  die 
man  dem  von  den  beiden  Seiten  gebildeten  Systeme  beizulegen  hat  (vgl.  Neumanns 
Vorlesungen,  1865).  Der  Zusammenhang  der  Kugel  wäre  dann  =  —  2;  der  Zusammen- 
hang der  einzelnen  Kugelseite  gleich  Null. 

®)  [Vgl.  auch  den  am  Schluß  dieser  Abhandlung  hinzugefügten  Zusatz  über  die 
St  einer  sehe  Fläche.] 

')  [  Dies  ist  eine  an  sich  willkürliche  Auffassung,  die  aber  für  das  Folgende  ver- 
pflichtend wird.  Die  zunächst  nur  verabredete  Benennung  „Doppelfläche"  wiid  weiter- 
hin als  feststehend  beibehalten.     KJ 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  5 
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Flächen  dann  und  nur  dann  aufeinander  Punkt  für  Punkt  bezöge?? 
werden  können  ^  so  daß  konsekutiven  Punkten  der  einen  konsekutive 
Punkte  der  anderen  entsprechen,  wenn  der  Zusammenhang  der  beiden 
Flächen  der  gleiche  ist.  (Für  ungeschlossene  Flächen  kommt  nur  die 
weitere  Bedingung  hinzu,  daß  auch  die  Anzahl  der  Randkurven  bei  beiden 
übereinstimmen  muß^)). 

Dem  widerspricht  nicht,  wie  vorab  bemerkt  sei,  wenn  ich  in  meiner 
schon  genannten  Arbeit  hervorhob,  das  einschalige  Hyperboloid  und  die 
Ringfläche  seien  nicht  ineinander  überführbar,  obgleich  ihr  Zusammenhang 
nach  Schläflis  wie  nach  meiner  Zählung  übereinstimmend  gleich  Zwei  zu 
setzen  ist.  Denn  unter  Überführbarkeit  wurde  damals  etwas  anderes  ver- 
standen, als  hier  für  die  Transformierbarkeit  zweier  Flächen  ineinander 
verlangt  wird.  Eine  Fläche  wurde  damals  (vgl.  §  16  meiner  Arbeit)  in 
eine  andere  überführbar  genannt,  wenn  es  gelang,  durch  Verbindung  von 
Kollineationen,  die  das  Unendliche  ins  Endliche  bringen,  mit  stetigen,  un- 
endlichen kleinen  Transformationen,  die  nur  das  Endliche  betreffen,  die 
eine  Fläche  aus  der  anderen  abzuleiten.  Durch  solche  Mittel  ist  das  ein- 
schalige  Hyperboloid   allerdings   nicht   in  eine  Ringfläche  zu  verwandeln. 

Dagegen  kann  eine  eindeutige,  stetige  Beziehung  zwischen  beiden  durch 
den  folgenden  unstetigen  Prozeß  ohne  weiteres  hergestellt  werden:  Man 
zerschneide  das  Hyperboloid  längs  der  unendlich  fernen  Ebene,  bringe  die 
so  entstandene  zweifach  berandete  Fläche  durch  Verzerrung  ganz  ins  End- 
liche und  hefte  die  beiden  Ränder  dann  wieder  in  der  Weise  aneinander, 
daß  jeder  Punkt  des  einen  Randes  mit  demjenigen  des  anderen  vereinigt 
wird,  von  dem  er  vorher  durch  den  Schnitt  getrennt  worden  war.  (Damit 
dies  geschieht,  muß  man  den  einen  Rand  des  Hyperboloids  gegen  den 
anderen  Rand  um  180  Grad  drehen,  ehe  man  die  Ränder  durch  Zusammen- 
biegen vereinigt.)  —  Ähnliche  unstetige  Prozesse  zur  Herstellung  der  ein- 
deutigen Beziehung  werden  übrigens  schon  notwendig,  wenn  man  nur  von 
Flächen  handelt,  die  ganz  im  Endlichen  liegen  Man  kann  z.  B.  eine  ein- 
fach berandete,  mit  einem  Verzweigungspunkte  versehene  Riemannsche 
Fläche  nur  dadurch  mit  einem  einfach  zusammenhängenden  Stücke  einer 
Ebene  zur  Deckung  bringen,  daß  man  sie  durch  einen  vom  Verzweigungs- 
punkte zum  Rande  gehenden  Schnitt  zerschneidet  und  hinterher  die  durch 
den  Schnitt  getrennten  Partien  wieder  aneinander  heftet.  Ich  finde,  daß 
die  Darstellungen  dieser  Theorie,  welche  mir  gerade  zur  Hand  sind,  hier- 
über keine  volle  Klarheit  geben :  es  wird  von  der  Möglichkeit  eines  solchen 
Zerschneidens  und  Wiederverbindens  gesprochen,    aber    dasselbe    wird    nur 


^)  Daß  diese  Bedingungen  für  die  Transformierbarkeit  zweier  Flächen  in  der 
Tat  hinreichend  sind,  findet  sich  kurz  und  übersichtlich  bei  C.  Jordan  bewiesen  in 
Liouvilles  Journal,  Bd.  11  (1866). 
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als  nützlich,  nicht  als  für  viele  Fälle  notwendig  dargestellt.  —  Es  ist 
wohl  kaum  nötig,  hervorzuheben,  daß  der  Unterschied,  den  ich  zwischen 
Hyperboloid  und  Ringfläche  und  überhaupt  zwischen  paaren  und  unpaaren 
Flächen  in  meiner  früheren  Arbeit  hervorhob,  durch  diese  Bemerkungen 
nicht  bedeutungslos  wird;  er  kommt  nur  bei  der  Frage  nach  der  Möglich- 
keit der  eindeutigen  Beziehung  zweier  Flächen  aufeinander,  wie  sie  hier 
gestellt  wird,  nicht  in  Betracht.  — 

[Ich  setze  nun  fest,  daß  die  eben  hei  der  Bestimmung  des  Zusammen- 
hanges des  einschaligen  Hyperboloids  eingeschlagene  Methode  auch  in 
allen  komplizierteren  Fällen  angewandt  werden  soll.  Daraus  folgt  dann 
leicht  der  Beweis  'für  den  oben  angeführten  Satz  betr.  die  Transformier- 
barkeit  zweier  Flächen  ineinander.] 


Diese  Festsetzung,  die  denn  auch  für  die  Beurteilung  des  Zusammen- 
hangs meiner  neuen  Ri.emannschen  Flächen^)  maßgebend  sein  wird,  ordnet 
sich  in  eine  allgemeine  Auffassung  vom  Wesen  des  Zusammenhangbegriffes 
ein,  die  so,  wie  in  der  Folge  geschehen  soll,  wohl  noch  nicht  ausgesprochen 
wurde,  so  daß  ihre  Formulierung  als  Mitzweck  der  vorliegenden  Mitteilung 
gelten  darf. 

Die  Eigenschaften,  die  einem  geometrischen  Gebilde  oder  überhaupt 
einer  Mannigfaltigkeit  bei  beliebigen  Verzerrungen  erhalten  bleiben,  kann 
man  in  absolute  und  relative  sondern. 

Absolut  nenne  ich  diejenigen  Eigenschaften,  welche  der  betr.  Mannig- 
faltigkeit unabhängig  von  dem  umfassenden  Räume  zukommen,  in  welchem 
gelegen  man  sie  voraussetzen  mag. 

Relative  Eigenschaften  hängen  von  dem  umgebenden  Räume  ab;  sie 
sind  invariant  bei  Verzerrungen  der  Mannigfaltigkeit,  die  innerhalb  des 
betr.  Raumes  stattfinden,  nicht  aber  bei  beliebigen  Verzerrungen. 

Eine  absolute  Eigenschaft  einer  Kurve  ist  z.  B.  durch  ihre  Veräste- 
lung gegeben.  Dagegen  wird  eine  relative  Eigenschaft  einer  geschlossenen 
Kurve,  —  wenn  sie  in  der  Ebene  liegend  vorausgesetzt  wird,  —  durch 
die  Gesamtkrümmung  der  Kurve  vorgestellt,  —  wenn  sie  dem  dreifach 
ausgedehnten  Räume  angehören  soll,  durch  die  Zahl  der  Windungen  der 
Kurve  um  sich  selbst  ( Knotenzahl )^^).  Für  eine  geschlossene  Fläche,  die 
dem    dreifach    ausgedehnten   Punktraume    angehört,    besteht  ein    relatives 


ö)  [Vgl.  Abh.  XXXVIII  und  XL  dieser  Ausgabe.] 

")  [Hierin  soll  liegen,  daß  es  für  geschlossene  Kurven  im  Raum  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  keine  Knoten  mehr  gibt.  Zitate  über  daran  sich  anschließende 
Literatur  siehe  in  dem  Artikel  von  Dehn  und  Heegaard  über  „Analysis  Situs"  in 
Bd.  III,  1  der  math.  Enzyklopädie,  auf  den  auch  sonst  verwiesen  sein  mag.  Vgl.  Fuß- 
note auf  S.  168  daselbst.    K.J 
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Charakteristikum   ebenfalls  in   der  Gesamtkrümmung;   derartige  Attribute^ 
sind  es,  von  denen  [oben  auf  S.  ^Q]  beiläufig  gesprochen  wird. 

Die  gemeinte  Auffassung  des  Zusammenhangbegrifies  zielt  nun  darauf 
ab,  den  Zusammenhang  der  Flächen  so  zu  definieren,  daß  er  als  ein  „ab- 
solutes'' Charakteristikum  zweifach  ausgedehnter  Mannigfaltigkeiten  gelten 
kann^^).  Der  größte  Teil  der  bei  der  gewöhnlichen  Definition  des  Zu- 
sammenhangs benutzten,  der  Geometrie  entlehnten  Ausdrücke:  Randkurve, 
Querschnitt  usw.  hat  von  vornherein  absolute  Bedeutung.  Es  ist  das  nur 
bei  einer  Hilfsvorstellung  nicht  der  Fall,  die  ausdrücklich  den  die  M^  um- 
gebenden Punktraum  voraussetzt.  Man  hat,  wie  ich  es  [oben  auf  S.  64,  65] 
zur  Sprache  brachte,  bei  der  Definition  des  Zusammenhangs  einen  Unter- 
schied zu  machen  zwischen  einfachen  Flächen  und  Doppelflächen  ^''^).  Der 
Unterschied  ergibt  sich  durch  Betrachtung  der  Flächennormale.  Errichtet 
man  gegen  ein  Element  der  Fläche  in  bestimmtem  Sinne  eine  Normale 
und  läßt  die  Normale  mit  ihrem  Fußpunkte  über  die  Fläche  hinwandern, 
so  heißt  die  Fläche  eine  Doppelfläche,  sobald  es  möglich  ist  [durch  Fort- 
schreiten über  die  Fläche  hin],  zum  Ausgangspunkte  mit  umgekehrtem 
Sinne  der  Normalenrichtung  zurückzukehren. 

Diese  Festsetzung  läßt  sich  nun  aber  durch  leichte  Umstellung  so 
verwandeln,  daß  eine  absolute  Bedeutung  resultiert.  Statt  gegen  das  Flächen- 
element eine  Normale  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  zu  errichten,  zeichne 
man  in  dem  Flächenelemente  eine  in  sich  zurücklaufende  Kurve  (Indi- 
katrix)  und  belege  sie  mit  dem  einen  oder  andern  Sinne^^).  —  Eine  Fläche 
heiße  dann  und  nur  dann  eine  Doppelßäche  (eine  M^  eine  Doppel- 
mannigfaltigkeit), wenn  es  möglich  ist,  diese  Indikatrix  so  über  die  Fläche 
hin  bis  zu  ihrer  ursprünglichen  Stelle  zurück  zu  verschieben,  daß  der 
Sinn  der  Indikatrix  umgekehrt  scheint. 

Nach  dieser  Regel  ist  die  unbegrenzte  projektive  Ebene  und  über- 
haupt jede  unpaare  Fläche  eine  Doppelfläche,  das  einschalige  Hyperboloid 
aber  eine  einfache.  Querschnitte,  die  man  auf  diesen  Flächen  ziehen  mag, 
sind  entsprechend  zu  beurteilen.  Es  ist  nur  ein  Mittel  der  Bequemlichkeit, 
wenn  man,  wie  auf  [S.  QQ},  nicht  das  Hyperboloid  selbst  der  direkten  Unter- 
suchung unterwirft,  sondern  dasselbe  vorab  durch  einen  umkehrbar  eindeu- 
tigen und  deshalb  immer  gestatteten  Prozeß  in  eine  Ringfläche  verwandelt. 


^^)  Es  ist  dann  zusammen  mit  der  Zahl  der  Randkurven  zugleich  das  ausreichende 
Charakteristikum . 

^2)  [Die  neueren  Autoren  nennen  die  einfachen  Flächen  „zweiseitig"  und  die 
Doppelflächen  „einseitig".     K.] 

^^)  [Ersetzt  man  die  gekrümmte  Fläche  durch  ein  ebenflächiges  Polyeder,  so 
kommt  die  Einführung  der  zu  jedem  Punkte  gehörigen,  in  bestimmtem  Sinne  durch- 
laufenen Indikatrix  dem  Wesen  nach  auf  Möbius'  sogenanntes  Kantengesetz  heraus. 
Vgl.  Dehn  und  Heegaard.  a.  a.  O.    S.  158.     K.] 
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Die  eben  vorgetragene  Indikatrixmethode  drängt  sich  bei  den  neuen 
Riemannschen  Flächen  [vgl.  die  unten  abgedruckte  Abhandlung  XXXVIII] 
von  selbst  auf,  sofern  man  die  Entstehung  dieser  Flächen  mit  v.  Staudts 
Repräsentation  der  Imaginären  zusammenbringt.  Die  Punkte,  welche  unsere 
Rie  mann  sehe  Fläche  bilden,  repräsentieren  je  eine  imaginäre  Linie,  und 
sind  also  bei  v.  St  au  dt  die  Träger  einer,  mit  bestimmtem  Sinne  zu 
nehmenden  Strahleninvolution.  Indem  wir  um  den  Punkt  einen  kleinen 
Kegelschnitt  als  Indikatrix  herumlegen  und  diesem  einen  Sinn  erteilen, 
geben  wir  der  v.  Staudt sehen  Vorstellung  in  leicht  verständlicher  Weise 
Ausdruck ^^).  Wir  können  uns  dementsprechend  die  bez.  Riemannschen 
Flächen  mit  Indikatrizen  überdeckt  denken,  deren  Sinn  nicht  nur,  sondern 
deren  Gestalt  auch  den  v.  St  au  dt  sehen  Forderungen  entspricht.  Eine  be- 
sondere Berücksichtigung  etwaiger  Doppelflächen  erweist  sich  dabei  freilich 
als  überflüssig,  sofern  wir  diejenigen  Partien  unserer  Fläche,  die  mit 
übrigens  kongruenten,  nur  in  verschiedenem  Sinne  zu  nehmenden  Indi- 
katrizen überdeckt  sind,  schon  von  vornherein  durch  die  Definition  unserer 
Flächen  als  verschiedene  Blätter  unterschieden  haben  ^^). 


Es  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  Platz  finden,  die  sich  auf 
gewisse  Beziehungen  erstrecken,  welche  zwischen  dem  Zusammenhange 
algebraischer  Flächen  und  ihrem  Verhalten  bei  algebraisch  eindeutigen 
Transformationen  stattfinden. 

Wenn  zwei  Flächen  algebraisch  eindeutig  ineinander  übergeführt  werden 
können,  wenn  dabei  jedem  reellen  Punkte  der  einen  ein  reeller  Punkt  der 
anderen  entspricht^'*),  wenn  endlich  auf  keiner  von  beiden  dabei  reelle 
Fundamentalpunkte  auftreten,  so  haben  die  Flächen  ersichtlich  denselben 
Zusammenhang.  Man  kann  von  dieser  Bemerkung  Gebrauch  machen,  um  den 
Zusammenhang  gewisser  algebraischer  Flächen  ohne  weiteres  zu  bestimmen. 
Die  vierte  der  von  Schlaf li  aufgezählten  Arten  von  Flächen  dritter  Ordnung 
z.  B.  (welche  nur  drei  reelle  Gerade  und  sieben  reelle  Dreiecksebenen  besitzt) 
läßt  sich  auf  die  Ebene  ohne  Zwischentreten  reeller  Fundamentalpunkte 
reell  abbilden,  denn  die  sechs  bei  ihrer  reellen  Abbildung  im  algebraischen 


^^)  Der  Kegelschnitt  soll  so  gewählt  sein,  daß  für  ihn  die  in  der  Involution  zu- 
sammengehörigen Strahlen  konjugierte  Linien  sind,  insbesondere  also,  wenn  man  will, 
bei  Zentren,  die  im  Endlichen  liegen,  konjugierte  Durchmesser. 

^■^)  [Bei  den  gewöhnlichen  Riemannschen  Flächen  hat  man  es  im  Gegensatz 
zu  den  Erörterungen  des  Textes  durchaus  mit  einfachen  Flächen  zu  tun.     K.] 

^^)  Dies  ist  nicht  immer  der  Fall.  Z.  B.  kann  die  Fläche  dritter  Ordnung  ohne 
Knoten,  mit  drei  reellen  Geraden  und  13  reellen  Dreiecksebenen  (die  fünfte  Art  der 
allgemeinen  Fläche  nach  Schlaf  Hb  Einteilung)  nur  durch  Funktionen  mit  komplexen 
Koeffizienten  eindeutig  auf  die  Ebene  abgebildet  werden,  [weil  sie  im  Reellen  aus 
zwei  Stücken  besteht]. 
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Sinne  vorhandenen  Fundamentalpunkte  sind  paarweise  konjugiert  imaginär. 
Der  Zusammenhang  der  Fläche  ist  daher  Null;  überdies  ist  sie  eine  Doppel- 
fläche, weil  jedem  Punkte  der  Ebene,  unabhängig  davon,  ob  man  ihn  der 
einen  oder  anderen  Seite  der  Ebene  zurechnet,  ein  und  derselbe  Punkt  der 
Fläche  entspricht.  Aus  demselben  Grunde  ist,  wie  bereits  oben  angegeben 
wurde,  die  Steinersche  Fläche  eine  Doppelfläche  vom  Zusammenhange 
Null;  denn  es  ist  bekannt,  daß  sie  ohne  Auftreten  von  Fundamental- 
punkten durch  reelle  Funktionen  zweiten  Grades  auf  die  Ebene  abgebildet 
werden  kann^'). 

Es  drängt  sich  nun  von  selbst  die  Frage  auf,  welche  Beziehungen  für 
den  Zusammenhang  zweier  Flächen  gelten,  die  zwar  auf  reelle  Weise 
algebraisch  eindeutig  aufeinander  bezogen  werden  können,  bei  deren  Ab- 
bildung aber  reelle  Fundamentalpunkte  auftreten.  Dabei  müssen  natürlich 
solche  Flächen  von  der  Bedeutung  ausgeschlossen  sein,  die  nicht -isolierte, 
vielfache  Punkte  besitzen,  [von  denen  getrennte  Mäntel  auslaufen].  Denn 
es  wird  bei  den  Definitionen  des  Zusammenhangs,  wie  sie  gewöhnlich  ge- 
geben werden,  überhaupt  von  solchen  Flächen  abgesehen.  Läßt  man  sie 
beiseite,  so  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen:  Finden  sich  auf  der 
einen  Fläche  fx,  auf  der  andern  v  (reelle)  Fundamentalpunkte,  so  ist  der 
Zusammenhang  der  ersten,  vermehrt  um  in,  gleich  dem  Zusammenhang 
der  zweiten,  vermehrt  um  v. 

Einige  Beispiele  mögen  das  zunächst  erläutern. 

1.  Zwei  Ebenen  sollen  algebraisch  eindeutig  (durch  eine  Cremona- 
transformation)  aufeinander  bezogen  sein.  Dann  ist  bekannt,  daß  die  Zahl 
der  beiderseits  überhaupt  auftretenden  (reellen  und  imaginären)  Funda- 
mentalpunkte die  gleiche  ist;  gemäß  unserer  Behauptung  muß  auch  die 
Zahl  der  reellen  Fundamentalpunkte  allein  beiderseits  übereinstimmen. 

2.  Eine  Kugel  werde  stereographisch  auf  die  Ebene  (die  Doppel  ebene) 
bezogen.  Dann  entspricht  die  Ebene  eindeutig  dem  Aggregate  der  beiden 
Kugelflächen,  welche  durch  die  innere  und  äußere  Seite  der  Kugel  vorge- 
stellt werden,  und  die  zusammen  nach  einer  bereits  oben  gemachten  Be- 
merkung den  Zusammenhang  —  2  repräsentieren.  In  der  Tat  treten  auf 
der  Kugel  bei  der  Abbildung  zwei  Fundamentalpunkte  auf,  nämlich  sowohl 
auf  der  äußeren  als  der  inneren  Seite  je  einer. 

3.  Ein  einschaliges  Hyperboloid  werde  durch  stereographische  Pro- 
jektion auf  eine  Ebene  bezogen.     Dann  ist   wiederum    die    eine  Seite    der 


^')  Es  sei  hier  daran  erinnert,  daß  Clebsch  gelegentlich  seiner  Untersuchung  der 
Linienflächen  vom  Geschlechte  Null  (Math.  Annalen,  Bd.  5,  1872/73)  alle  Flächen, 
die  ohne  Auftreten  von  (reellen  und  imaginären)  Fundamentalpunkten  algebraisch 
eindeutig  aufeinander  bezogen  werden  können,  als  Flächen  eines  Typus  zusammen- 
faßt (a.  a.  0.  §  8  u.  9). 
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Fläche  der  einen  Seite  der  Ebene,  die  andere  der  zweiten  Seite  der  Ebene 
entsprechend  gesetzt,  und  man  hat  nicht  sowohl  ein  einzelnes  Hyperboloid, 
als  ein  System  von  zwei  Hyperboloiden  mit  der  [doppelt  gedachten] 
Ebene  zu  vergleichen.  Jedes  der  beiden  Hyperboloide  trägt  einen  Fun- 
damentalpunkt: den  Projektionspunkt.  Aber  die  Ebene  trägt  vier  Fun- 
damentalpunkte; denn  man  muß  die  beiden  Fundamentalpunkte,  von  denen 
man  bei  der  Abbildung  eines  Hyperboloids  gewöhnlich  spricht,  hier  doppelt 
zählen,  weil  sie  sowohl  der  einen  als  der  anderen  Seite  der  Ebene  ange- 
hören. Der  Zusammenhang  des  Hyperboloidsystems  wird  daher  gleich  +  2, 
wie  es  in  Übereinstimmung  mit  der  üblichen  Zählung  sein  muß;  denn 
jedes  der  beidejif^  Hyperboloide  ist  zweifach  zusammenhängend,  und  ihre 
Trennung  zählt  für   —  2. 

4.  Wenn  man  die  drei  ersten  Schlaf li sehen  Arten  der  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  (die  bez.  27,  15,  7  reelle  Gerade  enthalten)  auf 
die  Ebene  abbildet,  so  erscheinen  in  der  Ebene  bez.  sechs,  vier,  zwei  reelle 
Fundamentalpunkte,  die  man  wiederum  doppelt  zu  zählen  hat.  Auf  der 
Fläche  selbst  treten  keine  Fundamentalpunkte  auf.  Dementsprechend  wird 
der  Zusammenhang  bez.  gleich  zwölf,  acht,  vier.  Schlaf  li  gab  die  Zahlen  6, 
4,  2.  Aber  er  betrachtete  [damals]  bei  seiner  Abzahlung  die  Flächen  als  ein- 
fache, nicht  als  Doppelflächen.  Tut  man  das  letztere,  so  hat  man  die  Prozesse, 
vermöge  deren  Schläfli  diese  Flächen  aus  der  mit  dem  Zusammenhange 
Null  vorausgesetzten,  unbegrenzten  Ebene  herstellt,  in  der  Tat  doppelt  zu 
zählen,  da  sie  sich  auf  beide  Seiten  der  Fläche  beziehen.  Schlaf  lis  Zählung 
war  von  dem  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  inkonsequent,  weil  die 
Annahme,  daß  die  Ebene  nullfach  zusammenhängend  sei,  bereits  darüber 
entscheidet,  daß  man  die  Ebene  als  Doppelebene  betrachten  muß.  Will 
man  die  Ebene  und  dementsprechend  diese  Flächen  als  einfache  betrachten, 
so  ergeben  sich  für  die  Flächen  [rein  schematisch]  die  Zusammenhangs- 
zahlen 8,  6,  4,  wie  ich  in  meiner  früheren  Arbeit  ausführte.  — 

Um  den  Beweis  der  nunmehr  an  einzelnen  Beispielen  erläuterten  Regel 
zu  führen,  ist  es  nötig,  für  reelle  Elemente  insbesondere  einige  Über- 
legungen zu  entwickeln,  welche  sonst  nur  für  beliebig  komplexe  Elemente 
in  der  Theorie  des  algebraisch  eindeutigen  Entsprechens  bewiesen  werden  ^^). 

Es  seien  zwei  geschlossene  Flächen  aufeinander  reell  eindeutig  bezogen. 
Jedem  Fundamentalpunkte  der  einen  Fläche  entspricht  auf  der  anderen 
eine  Fundamentalkurve.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Kurve  nur  aus 
einem  Zuge  bestehen  kann.  Denn  man  muß  sich  die  Vorstellung  bilden, 
daß  dem  Büschel  von  Fortschreitungsrichtungen,  welche  durch  den  Funda- 


^^)  [Zum  Verständnis  der  hier  folgenden  Überlegungen  ist  es  nützlich,  auf  die 
in  Zusatz  II  zu  Abh.  XXXV  bereits  vorweggenommenen  Erläuterungen  über  die  Ab- 
bildung der  Diagonalfläche  auf  die  Ebene  bez.  das  Ikosaeder  zurückzugreifen.    K.j 
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mentalpunkt  hindurchgehen,  eindeutig  die  Punkte  dieser  Kurve  entsprechen : 
sowie  jenes  Büschel  ohne  Unterbrechung  ist,  so  müssen  die  Punkte  detail 
Kurve  eine  einzige,  zusammenhängende  Reihenfolge  bilden.  Die  den  ver- 
schiedenen Fundamentalpunkten  der  einen  Fläche  entsprechenden  Funda- 
mentaikurven  werden  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  in  den  Fundamental- 
punkten der  zweiten  Fläche  schneiden  können.  Sie  werden  durch  sie  in 
eine  Anzahl,  S,  von  Segmenten  zerlegt,  die  gleich  ist  der  Anzahl  von  Malen, 
daß  sie  überhaupt  durch  die  Fundamentalpunkte  durchgehend^). 

Man  überzeugt  sich  nun  von  folgendem  Satze:  Die  Anzahl  S  der 
Segmente,  in  welche  die  Fundamentalkurven  zerlegt  werden,  ist  auf  beiden 
Flächen  dieselbe.  Geht  nämlich  die  Fundamentalkurve,  weiche  dem  i-ten 
Fundamentalpunkte  der  ersten  Fläche  entspricht,  a-^  mal  durch  den  Ä;-Fun- 
damentalpunkt  der  zweiten,  so  wird  auch  die  Kurve,  welche  letzterem  auf 
der  ersten  Fläche  entspricht,  a.^  mal  durch  den  i-ten  Fundamentalpunkt 
der  ersten  Fläche  gehen  müssen.  Denn  durch  beide  Behauptungen  wird 
nur  gleichmäßig  ausgesprochen,  daß  a.^  Fortschreitungslinien  in  dem  einen 
und  dem  anderen  Fundamentalpunkte  existieren,  welche  einander  ent- 
sprechen. Die  Zahl  S  ist  aber  die  Summe  aller  a-^;  sie  fällt  also  beider- 
seits gleich  aus.  —  Durch  die  a-j^  Fortschreitungslinien,  welche  den  ver- 
schiedenen Fundamentalpunkten  k  der  zweiten  Fläche  entsprechen,  wird 
das  Büschel  der  durch  den  *-ten  Fundamentalpunkt  der  ersten  Fläche  hin- 
durchgehenden Richtungen^  a.^.   Teile,   oder,  wenn  man  will,   in  2^«.^ 

ic  k 

Halbbüschel  zerlegt.  In  ebenso  viele  Segmente  wird  die  dem  *-ten  Funda- 
mentalpunkte auf  der  zweiten  Fläche  entsprechende  Kurve  durch  die  Fun- 
damentalpunkte der  zweiten  Fläche  geteilt;  der  Unterscheidung  der  Halb- 
büschel entspricht  die  Unterscheidung  der  beiden  Seiten  der  verschiedenen 
Segmente. 

Nunmehr  wandele  man  jede  der  beiden  Flächen  in  folgender  Weise 
um.  Man  hebe  die  ju  Fundamentalpunkte  der  ersten  Fläche  und  die 
V  Fundamentalpunkte  der  zweiten  heraus  (d.  h.  man  schneide  aus  den 
Flächen  kleine  [ovale]  Stücke  aus,  welche  diese  Punkte  umgeben).  Dadurch 
wächst  der  Zusammenhang  der  ersten  Fläche  am  ju ,  der  der  zweiten  um  v . 
Sodann  zerschneide  man  die  Flächen  längs  der  auf  ihnen  liegenden  Funda- 
mentalkurven: eine  Operation,  welche  nun,  nachdem  durch  das  Herausheben 
der  Fundamentalpunkte  Begrenzungen  entstanden  sind,  in  dem  Ziehen  von 


^^)  [Es  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  eine  Fundamentalkurve,  welche  durch 
keinen  Fundamentalpunkt  hindurchläuft,  zur  Zahl  S  der  Segmente  den  Beitrag  0 
liefert.  Bei  der  Zerschneidung  längs  der  Fundamentalkurven,  von  der  weiter  unten 
die  Rede  ist,  gibt  eine  solche  Fundamental  kurve  zu  einem  Rückkehrschnitt  Anlaß; 
das  Auftreten  eines  solchen  ändert  die  Zusammenhangszahl  nicht.     K.] 
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S  Querschnitten  [bzw.  in  dem  Ziehen  von  Rückkehrschnitten]  besteht. 
So  ist  die  eine  Fläche  um  ju  ~  S,  die  andere  am  v  —  S  im  Zusammen- 
hange vermehrt;  die  so  veränderten  Flächen  sind  aber  nunmehr  ohne 
Zwischentreten  von  Fundamentalpunkten  eindeutig  aufeinander  bezogen. 
Der  Rand  jeder  der  beiden  so  erhaltenen  Flächen  besteht,  wie  der  größeren 
Bestimmtheit  wegen  hervorgehoben  sei,  abwechselnd  aus  Segmenten  von 
Fundamentalkurven  und  Stücken  der  um  Fundamentalpunkte  herumgelegten 
kleinen  Ovale,  wie  sie  auf  diesen  Ovalen  durch  die  von  den  Fundamental- 
punkten ausgehenden  Halbbüschel  bestimmt  werden.  Die  beiden  Ränder 
der  beiden  Flächen  sind  dann  so  eindeutig  aufeinander  bezogen,  daß  jedem 
Stücke  des  einen  ,*^  welches  aus  einem  Segmente  einer  Fundamentalkurve 
besteht,  ein  Stück  des  anderen  zugeordnet  ist,  welches  einem  der  kleinen 
Ovale  angehört,  und  umgekehrt.  Zu  jedem  von  einem  Halbbüschel  aus- 
geschnittenen Stück  eines  Ovals  gehört  ein  zweites,  welches  durch  das 
komplementäre  Halbbüschel  bestimmt  wird.  Dem  entspricht,  daß  auch 
jedes  Segment  einer  Fundamentalkurve  zweimal  in  der  Begrenzung  auf- 
tritt. —  Aber  der  Zusammenhang  der  beiden  so  erhaltenen  Flächen  ist 
um  ju  —  S  und  bez.  v  —  S  größer,  als  der  Zusammenhang  der  beiden 
ursprünglichen  Flächen ;  addiert  man  also  zum  Zusammenhange  der  einen 
ursprünglichen  Fläche  ju,  zu  dem  der  anderen  v,  so  erhält  man  gleiche 
Zahlen,  wie  behauptet  wurde. 


Um  die  Bedeutung  der  Indikatrixtheorie  und  der  absoluten  Auffassung 
des  Zusammenhangbegriifes  vollends  hervortreten  zu  lassen,  mag  hier  noch 
der  Zusammenhang  zweier  zweifach  ausgedehnter  Mannigfaltigkeiten,  die 
keine  Flächen  sind,  bestimmt  werden,  nämlich  der  Linienkongruenzen 
erster  Ordnung  und  Klasse  mit  zwei  reellen  oder  zwei  imaginären  Leit- 
linien. (Fallen  die  Leitlinien  zusammen,  so  hat  die  Kongruenz  einen 
singulären  Strahl,  und  es  kann  von  Abzahlung  des  Zusammenhanges  ohne 
vorherige  neue  Festsetzungen  keine  Rede  sein.) 

Es  bietet  sich  zu  dieser  Bestimmung  zunächst  eine  analytische  Methode. 
Führt  man  statt  der  Linienkoordinaten  p-y.  sechs  reelle  lineare  Funktionen  x- 
ein,  so  kann  man  bekanntlich  erreichen,  daß  die  zwischen  den  p.^.  be- 
stehende Identität  in  folgende  übergeht ^^): 

Xj^  ~j~  X^  "1    Xß  —  X^         X^         Xq  =  u  . 

Eine  lineare  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  ist  dann,  beispiels- 
weise, durch 

x.  =  0  ,     x^  =  0  , 


I 


»)  Math.  Annalen,  Bd.  2,  S.  204  [s.  Abh.  II  in  Bd.  1  dieser.  Ausgabe,  S.  58]. 
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eine  solche  mit  reellen  Leitlinien  durch 

x^  =  0  ,     x^  =  0 

dargestellt.  Anders  ausgedrückt:  Die  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien 
ist  eindeutig  (und  ohne  Auftreten  von  Fundamentalelementen)  abgebildet 
auf  diejenige  M^,  welche  aus  dem  projektiven  R^: 

durch  die  Gleichung 

X^         X^         X^         Xq  =  ö 

ausgeschieden  wird;  die  Kongruenz  mit  reellen  Leitlinien  entsprechend  auf 
diejenige  M^  des  R,^: 

Xc, :  x^ :  x^ :  Xf^ , 
die  durch 

x!  +  x-^  -  xl  -xl  =  0 

repräsentiert  wird.  Aber  dieselben  Gleichungen  bedeuten,  bei  anderer  Inter- 
pretation der  Verhäjtnisgrößen  x,  reelle  Flächen  zweiten  Grades,  die  bez. 
nichtgeradlinig  und  geradlinig  sind,  d.  h.  also  z.  B.  eine  Kugel  und  ein 
einschaliges  Hyperboloid. 

Somit  kommt: 

Beide  Linienkongruenzen  sind  ,,einfache''  Mannigfaltigkeiten.  Die 
Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  hat  den  Zusammenhang  Null,  die 
Kongruenz  mit  reellen  Leitlinien  hat  den  Zusammenhang  Zwei. 

Versuchen  wir  jetzt,  uns  unmittelbar  geometrisch  zunächst  von  dem 
ersten  Teile  der  vorstehenden  Behauptung  Rechenschaft  zu  geben. 

Für  eine  Linie  der  Kongruenz  die  Indikatrix  konstruieren  heißt,  unter 
den  unmittelbar  benachbarten  Linien  einfach  unendlich  viele  zu  einer  in 
sich  zurücklaufenden  (geschlossenen)  Linienfläche  zusammenfassen.  Die  Er- 
zeugenden dieser  Fläche  sind  dann,  damit  die  Indikatrix  ihren  Sinn  erhalte, 
in  bestimmter  Reihenfolge  zu  nehmen. 

Diese  Forderung  läßt  sich  nun  für  die  beiden  zu  betrachtenden  Fälle 
in  geläufigere  Vorstellungen  umsetzen,  die  dann  in  beiden  Fällen  leicht 
übersehen  lassen,  daß  man  es  in  der  Tat  mit  einfachen  Mannigfaltigkeiten 
zu  tun  hat^^). 

Nehmen  wir  zunächst  die  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien.  Um 
die  Ideen  zu  fixieren,  denken  wir  uns  in  einer  Ebene  senkrecht  gegen  den 
zu  betrachtenden  Strahl  um  diesen  Strahl  einen  kleinen  Kreis  gezogen  und 
wählen  als  Indikatrix  die  Linienfläche,  die  von  den  Kongruenzstrahlen  er- 
zeugt wird,  welche  von  den  Punkten  des  Kreises  ausgehen.    Dieselben  bilden 


^^)  Ein  liniengeometrisches  Beispiel  für  eine  Doppelmannigfaltigkeit  vom  Zu- 
sammenhange Null  gibt  etwa  das  Sekantensystem  einer  Raumkurve  dritter  Ordnung, 
wie  man  am  raschesten  auch  wieder  analytisch  erschließt. 


XXXVI.    über  den  Zusammenhang  der  Flächen.  75 

ein  enges,  um  den  Strahl  hemmgelegtes  einschaliges  Hyperboloid,  oder 
wenigstens  eine  ähnlich  gestaltete  Fläche.  Statt  nun  diese  Kongruenzlinien 
in  bestimmter  Reihenfolge  zu  durchlaufen,  erteilen  wir  dem  Hyperboloide 
in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  eine  Drehung  um  seine  Achse.  Denkt 
man  sich  dann  die  Erzeugenden  als  Tangenten  von  Schraubenlinien,  die 
sich  um  die  Achse  herumwinden,  so  ist  mit  der  Drehung  eine  Verschiebung 
der  Achse  in  sich  verbunden.  Statt  also  unserer  Indikatrix  einen  Sinn  zu 
erteilen,  können  wir  einfach  auch  dem  als  Punktreihe  betrachteten  Kon- 
gruenzstrahle einen  Sinn  beilegen. 

Genau  dasselbe  Mittel  [der  Unterscheidung  des  Sinnes]  benutzt  v.  Staudt , 
um  die  beiden  vo*n  allen  Linien  der  Kongruenz  geschnittenen  imaginären 
Leitlinien  zu  unterscheiden,  v.  Staudts  Entwicklungen  zugegeben,  ist  also 
deutlich,  daß  ein  Kongruenz  strahl,  mit  einem  bestimmten  Verschiebungs- 
sinne behaftet,  dann  beliebig  durch  die  Kongruenz  hin  bewegt,  zu  seiner 
Anfangslage  nur  wieder  mit  seinem  ursprünglichen  Sinne  zurückkehren 
kann:  die  Kongruenz  erster  Ordnung  und  Klasse  mit  imaginären  Leit- 
linien ist  also  eine  einfache  Mannigfaltigkeit. 

Entsprechende  Überlegungen,  bei  der  Kongruenz  mit  reellen  Leitlinien 
angestellt,  ergeben  dieses  Resultat: 

Jeder  Strahl  wird  durch  die  beiden  Direktrizen  D^  und  D^  in  zwei 
Segmente  zerlegt,  und  der  wechselnde  Sinn,  welcher  der  Linienindikatrix 
beigelegt  werden  kann,  kommt  darauf  hinaus,  auf  'jedem  dieser  Segmente 
übereinstimmend  einen  Sinn  von  D^  zu  D^  oder  von  D^  zu  D^  anzunehmen. 
Daß  dieser  Sinn,  einmal  festgestellt,  sich  bei  stetiger  Verschiebung  der 
Geraden  innerhalb  der  Kongruenz  nicht  ändern  kann,  ist  deutlich,  und  also 
haben  wir  wiederum  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  vor  uns. 

Die  wirkliche  Bestimmung  des  Zusammenhangs  der  beiderlei  Kon- 
gruenzen ergibt  sich  nach  dieser  Voruntersuchung  am  anschaulichsten  durch 
den  Vergleich  mit  der  unbegrenzten  Ebene.  Sind  die  Leitlinien  der  Kon- 
gruenz imaginär,  so  entspricht  jedem  Punkte  der  Ebene  ausnahmslos  ein 
(hindurchgehender)  Strahl  und  auch  umgekehrt  jedem  Strahle  ein  Punkt, 
bis  auf  den  einen  Strahl,  der  ganz  in  der  Ebene  enthalten  ist.  Sind  die 
Leitlinien  reell,  so  modifizieren  sich  diese  Verhältnisse  insofern,  als  dann 
auch  noch  zwei  Punkte  der  Ebene  auftreten  (die  Schnittpunkte  der  Ebene 
^mit  den  beiden  Leitlinien),  denen  unendlich  viele  Linien  der  Kongruenz 
entsprechen.  Aus  diesem  Verhalten  bestimmt  sich  die  Zusammenhangszahl 
der  beiderlei  Kongruenzen  bez.  zu  Null  und  Zwei,  genau  so,  wie  [oben  auf 
S.  70,  71]  aus  dem  entsprechenden  Verhalten  der  Kugel  und  des  einschaligen 
Hyperboloids  bei  ihrer  Abbildung  auf  die  Ebene  der  Zusammenhang  dieser 
beiden  Flächen  bestimmt  wurde.  Zugleich  gibt  die  Abbildung  auf  die 
Ebene  ein  geometrisches  Mittel,    um  die  umkehrbar  eindeutige  Beziehung 
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zwischen  der  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  und  der  Kugel,  resp. 
zwischen  der  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  und  dem  einschaligen 
Hyperboloide  herzustellen,  eine  Beziehung,  die  oben  auf  analytischem  Wege 
gewonnen  wurde. 

[Zusatz,  betr.  die  Zusammenhangs  Verhältnisse  der  Steiner  sehen  Fläche.] 

[Ich  möchte  der  Deutlichkeit  halber  noch  die  auf  S.  65  gestreiften  Zusammen- 
hangsverhältnisse der  Steinerschen  Fläche  etwas  näher  erläutern. 

Die  Steinersche  Fläche  wird  entweder  drei  reelle  Doppelgerade  haben  oder  auch 
nur  eine.  Ersterer  Fall  ist  in  dem  bekannten  schönen  Modell  realisiert,  welches  Kummer 
s.  Z.  angefertigt  und  später  im  Verlage  Brill-Schilling  hat  erscheinen  lassen.  Im 
Gegensatz  dazu  will  ich  hier  an  den  Fall  nur  einer  reellen  Doppelgeraden  anknüpfen, 
der  sich  gestaltlich  leichter  erfassen  und  auch  dementsprechend  durch  eine  einfache 
Figur  wiedergeben  läßt,  die  hier  nebenstehend  skizziert  ist.     In    der  Tat   lassen    sich 

an  diese  Figur  bereits  alle  Erläuterungen  anknüpfen,  die 
,  ich  hier  zu  geben  habe. 

Uj  Die  Doppelgerade  ist  in  der  Figur  vertikal  gestellt. 

y^ — '^^5^"""'\  Man  erkennt,    daß  sie  nur  in  dem  Intervall  von  p  bis  ^' 

/  ^^  >v  Durchdringungskurve  zweier  reellen  Mäntel  der  Fläche  ist: 

/  ^K  \  oberhalb  p  und  unterhalb  'p'  verläuft  sie  isoliert;  speziell 

/  W^'  \         ^^*  ^®^  Punkt  0,   wo   sie  die  Fläche  quer  durchsetzt,   ihr 

ll         Durchschnitt  mit  den  beiden  imaginären  Doppelgeraden 
J         der  Fläche  und  insofern  ein  dreifacher  Punkt  der  letzteren, 
lu  Die  Punkte  'p  und  p'  sind,  was  Cayley  pinch-points  zu 

yjM  nennen  pflegte  (wofür  man  den  deutschen  Namen  „Zwick- 

^^^  punkte"  vorgeschlagen  hat)^^).    Übrigens  stimmt  die  ganze 

^^  Figur  mit  derjenigen  speziell   überein,   welche  Dyck   in 

Bd.  32  der  Math.  Annalen  (1888)  als  einfachstes  Beispiel 
einer  geschlossenen  einseitigen  Fläche  gegeben  hat. 
Die  Sache  ist  nun  die,  daß  entsprechend  den  Überlegungen  des  Textes  die  Zu- 
sammenhangsverhältnisse unserer  Fläche  so  beurteilt  werden  wollen,  wie  sie  in  der 
Abbildung  auf  die  reelle  Ebene  erscheinen.  Hierbei  fallen  vor  allen  Dingen  die  iso- 
lierten Stücke  der  Doppelgeraden  ganz  weg,  denn  jeder  ihrer  Punkte  bekommt  in  der 
Ebene  zwei  (konjugiert)  imaginäre  Bildpunkte.  Andererseits  bildet  sich  das  nicht 
isolierte  Stück  {'P,'p')  zweimal  ab,  nämlich  auf  die  beiden  Segmente,  in  welche  die 
Verbindungsgerade  zweier  Punkte  ji^n'  der  Ebene  gemäß  der  projekti vischen  An- 
schauung durch  diese  Punkte  zerlegt  ist.  7t  und  n'  sind  die  Bilder  beziehungsweise 
von  p  und  p';  jeder  auf  der  Doppelgeraden  zwischen  p  und  p'  gelegene  Punkt  hat, 
den  beiden  Mänteln  der  Steinerschen  Fläche  entsprechend,  die  sich  in  ihm  durch- 
setzen, zwei  Bildpunkte,  die  auf  der  Geraden  7t,  ti'  harmonisch  zu  jt  und  n'  liegen. 
Insbesondere  sind  auch  die  Aussagen  des  Textes,  die  sich  auf  die  einen  Flächen- 
punkt umgebende  Indikatrix  beziehen,  so  zu  verstehen,  wie  sie  sich  in  der  Bildebene 
aus  der  dort  jeweils  zu  konstruierenden  Indikatrix  ergeben.  Ich  will  hier  die  Auf- 
merksamkeit insbesondere  auf  die  Indikatrizen  der  beiden  pinch-points  p,p'  lenken. 
Überträgt  man  die  Indikatrizen  der  Punkte  :1,7t'  der  Bildebene,  welche  kleine  Ovale 
sind,  auf  die  Steinersche  Fläche,  so  entstehen  dort  als  Indikatrizen  der  beiden 
pinch-points  p,2>'  Kurven,  wie  sie  durch  kleine,  um  diese  Punkte  gelegte,  ovale 
Flächen    aus    der  Steinerschen  Fläche    ausgeschnitten   werden.     Von   oben   gesehen 


2^)  Es  sei  darauf  hingewiesen,  daß  die  Doppelgerade  in  Fig.  1  des  Zusatzes  zu 
Abh.  XXXIV  vier  solcher  Zwickpunkte  trägt.  Desgleichen  traten  Zwickpunkte  auch  bei 
den  Erläuterungen  über  die  Gestalten  des  Zylinderoids  in  Zusatz  I  zu  Abh.  XXXV  auf. 
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werden  sich  beide  Indikatrizen  wie  Schleifen  (wie  eine  8)  darstellen.  Von  vorne 
projiziert  flacht  sich  die  Indikatrix  von  p  zu  einem  doppelt  überdeckten  Kurvenbogen 
ab,  während  die  von  f'  ein  doppelt  durchlaufenes  Oval  wird,  das  p'  im  Innern  ent- 
hält. Die  Verhältnisse  in  p'  stellen  sich  dabei  genau  so  dar,  wie  die  Umlauf ung  eines 
einfachen  Verzweigungspunktes  einer  gewöhnlichen  mehrblättrigen  Riemannschen 
Fläche^s).  Projiziert  man  endlich  von  der  Seite,  so  bildet  sich  die  Indikatrix  von  'p^ 
als  doppelt  überdeckter  Kurvenbogen  ab,  während  die  von  p  ein  doppelt  durchlaufenes 
Oval  gibt,  das  allerdings  p  nicht  im  Innern  enthält. 

In  diesem  Auftreten  der  pinch-points  liegt  für  die  Betrachtung  des  Zusammen- 
hanges eine  gewisse  Unvollkommenheit  der  von  Dyck  vorgeschlagenen  Normalform 
bez.  unserer  St  einer  sehen  Fläche.  Ich  erwähne  darum  gern,  daß  Hilbert  später 
durch  Herrn  Boy  ganz  im  Endlichen  gelegene  einseitige  Flächen  hat  konstruieren 
lassen,  deren  Doppel  kurven  nach  ihrer  ganzen  Erstreckung  auf  reellen  Mänteln  der 
Fläche  liegen.     (Maldl.  Annalen,  Bd.  57  (1903)).     K.] 

-^)  In  der  Tat  erscheinen  die  Verzweigungspunkte,  wenn  man  die  Riemannschen 
Flächen  algebraisch  definiert,  als  richtige  pinch-points;  die  in  sie  einmündenden  Ver- 
zweigungsschnitte sind  dabei  als  Doppelkurven  anzusehen,  welche  jenseits  des  Ver- 
zweigungspunktes isoliert  weiterlaufen.  Man  definiere  etwa,  um  ein  einfachstes  Bei- 
spiel zu  geben,  als  Rie  mann  sehe  Fläche  der  Funktion  yfx^iy  die  folgende: 


.  n  ( V^+i?)  =  s  )b+iypb^^ 


(unter  e  eine  beliebig  kleine  Konstante  verstanden).  Die  hierbei  hervortretenden  Einzel- 
heiten sind  so  einfach,  daß  sie  hier  nicht  durchgeführt  zu  werden  brauchen. 


XXXVII.  Eine  neue  Relation  zwischen  den  Singularitäten 
einer  algebraischen  Kurve  ^). 

[Math.  Annalen,  Bd.  10  (1876).] 


In  seiner  Untersuchung  der  Kurven  vierter  Ordnung  (Math.  Annalen, 
Bd.  7  (1874),  S.  410,  Comptes  Eendus,  Juli  1873)  hat  Zeuthen  eine 
Reihe  schöner  Sätze  bewiesen,  die  sich  auf  die  Realitätsverhältnisse  der 
28  Doppeltangenten  dieser  Kurven,  wie  ihrer  24  Wendetangenten  beziehen. 
Wir  greifen  unter  ihnen  folgende  heraus:' 

1.  Zeuthen  unterscheidet  bei  den  reellen  Doppeltangenten  solche 
von  der  ersten  und  solche  von  der  zweiten  Art.  Die  letzteren  berühren 
je  zwei  verschiedene  Züge  der  Kurve,  während  die  ersteren  entweder  den- 
selben Zug  zweimal  berühren  oder  überhaupt  keinen  Zug,  d.  h.  isolierte 
Doppeltangenten  sind.  Die  Zahl  der  Doppeltang enten  erster  Art  ist  nun 
immer  gleich  Vier,   solange  die  Kurve  keinen  vielfachen  Punkt  besitzt. 

2.  Andererseits  bemerkt  Zeuthen,  daß,  bei  den  Kurven  vierter  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt,  jede  Doppeltangente  erster  Art,  welche  reelle  Be- 
rührungspunkte hat,  eine  „Einbuchtung"  des  von  ihr  berührten  Kurven- 
zuges abschließt,  d.  h.  einen  Teil  der  Kurve,  welcher  zwei  Wendungen 
enthält.  Und  auch  umgekehrt,  so  oft  bei  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
(die  keinen  vielfachen  Punkt  besitzt)  eine  reelle  Wendung  auftritt,  wird 
sie  mit  einer  zweiten  Wendung  zusammen  einer  Einbuchtung  angehören 
und  so  zu  einer  Doppeltangente  erster  Art  mit  reellen  Berührungspunkten 
Anlaß  geben.  Es  ist  also  die  doppelte  Zahl  derjenigen  Doppeltangenten 
erster  Art,  welche  reelle  Berührungspunkte  haben,  gleich  der  Zahl  der 
reellen  Wendungen.  (Insbesondere  folgt  hieraus  als  Maximalzahl  der  reellen 
Wendungen  bei  Kurven  vierter  Ordnung  Acht,  wie  Salmon  vermutet  hatte. 
[Higher  Plane  Curves,  2.  Aufl.  (1881),  S.  248]). 

Indem  man  diese  beiden  Sätze  kombiniert,  kann  man  sagen: 

Bei  einer  Kurve  vierter  Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  ist  die  Zahl 

^)  [Vgl.  die  unter  dem  Titel  „Über  eine  Relation  zwischen  den  Singularitäten 
einer  algebraischen  Kurve"  in  den  Erlanger  Sitzungsberichten  vom  13.  Dezember  1875 
erschienene  Note.] 


'XXXVII.    Reelle  Singularitäten  bei  algebraischen  Kurven.  79 

der  reellen  Wendungen,  vermehrt  um  die  doppelte  Zahl  der  isolierten 
Doppeltangenten y  gleich  Acht. 

Es  ist  nun  sehr  merkwürdig,  daß  der  so  ausgesprochene  Satz  einer 
unmittelbaren  Verallgemeinerung  auf  Kurven  71-ter  Ordnung  fähig  ist,  zu 
deren  Ableitung  eben  die  einfachen  Methoden  ausreichen,  deren  sich  Zeuthen 
in  seinem  Aufsatze  bedient^).  Sei  bei  einer  Kurve  ?i-ter  Ordnung  ohne 
vielfachen  Punkt  w'  die  Zahl  der  reellen  Wendungen,  t"  die  Zahl  der 
reellen,  isolierten  Doppeltangenten. 

Dann  hat  man  das  Theorem: 

w'  -\-2t"  =  n{n~2). 

Auch  ist  die  Modifikation,  welche  dieser  Satz  beim  Auftreten  singulärer 
Punkte  erheischt,  übersichtlich  anzugeben.  Es  soll  die  Kurve,  wie  im 
folgenden  der  Einfachheit  wegen  durchgehends  angenommen  wird,  nur  mit 
einfachen  Plückerschen  Singularitäten  behaftet  sein,  und  es  bezeichne  k 
ihre  Klasse,  r'  die  Zahl  ihrer  reellen  Spitzen,  d"  die  Zahl  ihrer  reellen, 
isolierten  Doppelpunkte. 

Dann  besteht  die  Relation: 

n-\-w'  +  2r  =  k  +  r'-i-2dr 

Diese  Formel  kommt  auf  die  vorige  zurück,  sobald  man  der  Kurve 
keine  anderen  vielfachen  Punkte,  als  isolierte  reelle  Doppelpunkte  beilegt. 
Denn  dann  ist  r'=0,  h  =  n{n —  1)  —  2d".  Andererseits  umfaßt  unsere 
Formel  z.  B.  die  bekannten  Realitätsverhältnisse  der  Wendepunkte  bei  den 
Kurven  dritter  Ordnung,  sofern  für  ti,  =  3  Doppeltangenten  noch  nicht  auf- 
treten können  und  also  ^"  =  0  zu  setzen  ist. 

Wir  beweisen  zunächst  die  Formel: 

w'  -^2t"  =  n{n-2) 

in  ihrer  Gültigkeit  für  Kurven  ohne  vielfachen  Punkt.  Wir  zeigen  vor 
allem,  daß,  bei  diesen  Kurven,  w' -\- 2  t"  einen  konstanten  Zahlenwert  be- 
sitzen muß;  hinterher  bestimmen  wir  den  letzteren  an  einem  Beispiele. 
Die  Kurvengleichungen  sind  dabei  immer  mit  reellen  Koeffizienten  gedacht, 
wie  im  Gegensatze  zu  einer  späteren  Betrachtung,  bei  der  ausdrücklich 
das  Gegenteil  vorausgesetzt  wird,  bemerkt  sei. 

Es  mögen  also  99  =  0,  v^  =  0  zwei  Kurven  r^-ter  Ordnung  ohne  singulare 
Punkte  vorstellen:   es  sollen   die  Werte,   welche  bez.  bei   ihnen  die  Zahl 


2)  [Zeuthen  selbst  war,  wie  er  mir  damals  schrieb,  an  dieser  Verallgemeinerung 
vorbeigeführt  worden,  weil  er  sich  zu  starr  auf  den  von  ihm  eingeführten  Allgemein- 
begriff der  „Doppeltangenten  erster  Art"  festgelegt  hatte.  Die  Resultate,  die  ich 
später,  mit  freilich  ganz  anderen  Methoden,  für  die  Berührungs-9?  der  algebraischen 
Kurven  beliebigen  Geschlechtes  abgeleitet  habe  (siehe  unten  Abh.  XLII)  entsprechen 
insofern    gewissermaßen   mehr    der   ursprünglichen   Zeuthenschen  Zielsetzung.     K.] 
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w'-}-2t"  annimmt,  verglichen  werden.  Zu  dem  Zwecke  denke  man  sich 
durch  allmähliche  reelle  Änderung  der  Konstanten  (p  in  ?/^  übergeführt. 
Dies  kann  noch  in  sehr  mannigfacher  Weise  geschehen,  und  man  kann  es 
daher  immer  vermeiden,  daß  dabei  Kurven  überschritten  werden,  deren 
Koeffizienten  gleichzeitig  zwei  vorgegebenen  algebraischen  Bedingungen  ge- 
nügen. Kurven  dagegen,  deren  Koeffizienten  eine  einzelne,  beliebig  ge- 
gebene algebraische  Bedingung  erfüllen,  werden,  allgemein  zu  reden,  beim 
Übergange  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auftreten;  —  im  besonderen 
Falle  kann  diese  Anzahl  Null  sein.  Kurven  z.  B.,  die  nur  einen  Doppel- 
punkt besitzen  (der  dann  selbstverständlich  reell  ist),  müssen  in  Betracht 
gezogen  werden;  überflüssig  ist  es,  in  der  Kurvenreihe  Kurven  mit  Spitze, 
oder  mit  zwei  Doppelpunkten  oder  mit  einer  vierfachen  Tangente^)  usw. 
vorauszusetzen. 

Eine  Änderung  der  Zahl  (w^  -\-  2t'')  kann  bei  einem  solchen  Über- 
gange nach  algebraischen  Prinzipien  nur  in  folgenden  Fällen  möglicher- 
weise eintreten: 

1.  wenn  zwei  Wendungen, 

2.  wenn  zwei  Doppeltangenten  koinzidieren, 

3.  wenn  eine  isolierte  Doppeltangente  t"  aufhört,  als  solche  zu  zählen 
(resp.  umgekehrt,  wenn  eine  nicht  isolierte  Doppeltangente  isoliert 
wird). 

Diese  Möglichkeiten  können  aber  leicht  noch  weiter  eingeschränkt 
werden;    andererseits    erweisen    sie    sich   zum  Teil  voneinander    abhängig. 

Wir  werden  den  Fall,  daß  die  Übergangskurve  einen  vielfachen  Punkt 
hat  (der  dann  nach  dem  Obigen  nur  als  reeller  Doppelpunkt  vorausgesetzt 
zu  werden  braucht),  erst  sogleich  diskutieren;  indem  wir  ihn  ausschließen, 
bleiben  nur  folgende  Fälle  eventuell  zu  berücksichtigen: 

ad  1.  der  Fall,  daß  zwei  reelle  Wendungen  eines  Kurvenzuges  konse- 
kutiv werden.  Dann  ist  die  betr.  Tangente  eine  vierpunktige.  Sie  ist  als 
solche  eine  Doppeltangente,  welche  den  Übergang  bildet  zwischen  einer 
Doppeltangente  mit  reellen  Berührungspunkten  und  einer  isolierten  Doppel- 
tangente. Es  tritt  dann  also  gleichzeitig  die  unter  3  vorgesehene  Mög- 
lichkeit ein ;  in  dieser  Gleichzeitigkeit  liegt  weiterhin  der  Kern  des  ganzen 
Beweises. 

ad  2.  Von  den  Fällen,  in  welchen  zwei  oder  mehr  Doppeltangenten 
koinzidieren,  sind  offenbar  nur  diejenigen  zu  berücksichtigen,  in  denen  eine 
isolierte  Doppeltangente  beteiligt  ist.  Aber  unter  ihnen  werden  schließlich 
nur  solche  möglicherweise  von  Einfluß  sein  können,  bei  denen  zwei  isolierte 


^)  Vierfach   heißt  im  folgenden  eine  Tangente,   welche  an  vier  Stellen  berührt; 
eine  Tangente,  die  vier  konsekutive  Punkte  enthält,  ist  „vierpunktig"  genannt. 
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Doppeltangenten  koinzidieren.  Freilich  kann  sich  eine  isolierte  Doppel- 
tangente mit  zwei  konjugiert  imaginären  zu  einer  reellen  dreifachen  Tangente 
vereinigen  (die  letztere  besitzt  dann  nur  einen  reellen  Berührungspunkt). 
Überschreitet  man  aber  eine  solche  Kurve ,  so  wird  aus  der  dreifachen  Tan- 
gente nur  wieder  eine  isolierte  Doppeltangente  hervorgehen,  indem  sich  von 
neuem  zwei  imaginäre  Doppeltangenten  ablösen.  Denn  die  isolierte  Doppel- 
tangente hat  sich  mit  ihr  nicht  gleichwertigen  Doppeltangenten  vereinigt, 
und  das  kann  auf  die  Zahl  t"  keinen  Einfluß  haben. 

Sonach  bleibt  nur  das  Zusammenfallen  zweier  isolierter  Doppeltan- 
genten ad  2  zu  untersuchen;  wir  werden  weiterhin  zeigen,  daß  ein  solches 
Zusammenfallen  zwei  Bedingungen  äquivalent  ist,  und  also  überhaupt  nicht 
in  Betracht  kommt. 

ad  3.  Der  einzige  Übergang,  der  zwischen  isolierten  und  nicht  isolierten 
Doppeltangenten  besteht ,  wird  durch  die  vierpunktige  Tangente  gebildet. 
Sonach  leitet  3  zu  der  unter  1  aufgeführten  Möglichkeit  zurück. 

Erörtern  wir  jetzt  vorab  den  Einfluß,  den  das  Auftreten  eines  reellen 
Doppelpunktes  auf  w'  und  f'  besitzt.  Dieser  Doppelpunkt  kann  isoliert 
oder  nicht  isoliert  sein.  In  jedem  Falle  absorbiert  er  nach  den  Plücker- 
schen  Formeln  sechs  Wendungen.  Auch  macht  Plücker  schon  darauf 
aufmerksam^),  daß  beim  isolierten  Doppelpunkte  diese  sechs  Wendungen 
sämtlich  imaginär  sind,  während  beim  nicht  isolierten  Doppelpunkte  zwei 
und  nur  zwei  reell  sind.  Die  Zahl  w'  wird  daher  im  letzteren  Falle  imd 
nur  in  diesem  um  zwei  Einheiten  vermindert.  Aber  diese  zwei  Wen- 
dungen w'  erscheinen  von  neuem  wieder,  wenn  man  die  Kurvej  mit  Doppel- 
punkt überschreitet.  Denn  der  Doppelpunkt  absorbiert  eben  immer  zwei 
reelle  Wendungen,  von  welcher  Seitis  man  ihn  auch  entstehen  lassen  mag. 
Deshalb  erleidet  also  die  Zahl  w'  keine  Änderung,  wenn  man  eine  Kurve 
mit  Doppelpunkt  überschreitet. 

Dasselbe  ergibt  sich  für  t".  Hat  eine  Kurve  einen  Doppelpunkt,  so 
fallen  eine  Anzahl  Doppeltangenten  je  paarweise  in  die  Tangenten  zu- 
sammen, die  man  vom  Doppelpunkte  an  die  Kurve  legen  kann.  Von  den 
Berührungspunkten  der  Doppeltangente  rückt  dabei  der  eine  in  den  Doppel- 
punkt hinein,  während  der  andere  abgetrennt  liegt,  da  immer  angenommen 
werden  kann,  daß  keiner  der  im  Doppelpunkte  sich  kreuzenden  Kurvenäste 
im  Doppelpunkte  eine  Wendung  besitzt.  Deshalb  kann  keine  reelle  Doppel- 
tangente mit  imaginären  Berührungspunkten  beteiligt  sein.    Also  auch  die 


*)  Vgl.  „Theorie  der  algebraischen  Kurven"  (1839)  Nr.  64.  Auf  das  von  Plücker 
gebrauchte  Beweisprinzip  kommen  wir  noch  im  Texte  zu  sprechen.  Einen  Beweis  nur 
aus  Betrachtung  der  Lagenverhältnisse  gibt  für  die  Cg  Möbius:  „Über  die  Grund- 
formen der  Linien  dritter  Ordnung".  Abhandl.  der  Sachs.  Akademie  1852  (vorgelegt 
bereits  1848)  [=  Werke,  Bd.  2,  S.  86-176]. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  6 
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Zahl  t"  bleibt  ungeändert,  wenn  eine  Kurve  mß  Doppelpunkt  über- 
schritten wird.  ^ 

Hiernach  ist  das  Auftreten  vielfacher  Punkte  für  den  hier  gestellten 
Zweck  nicht  weiter  zu  untersuchen.  Erörtern  wir  jetzt  den  Fall  ad  1. 
Zwei  reelle  Wendungen  werden  konsekutiv,  man  hat  eine  vier  punktige 
Tangente.  Bei  Überschreitung  einer  solchen  Kurve  wird  gleichzeitig  w' 
um  zwei  Einheiten,  t"  um  eine  Einheit  geändert.  Die  geometrische  An- 
schauung zeigt,  daß  eine  isolierte  Doppeltangente  aus  der  vierpunktigen 
entsteht,  wenn  die  beiden  Wendungen  w'  imaginär  werden;  t"  wächst 
daher  um  eine  Einheit,  wenn  w'  um  zwei  Einheiten  abnimmt,  resp.  um- 
gekehrt, und  daher  bleibt  w'-]-2t"  beim  Überschreiten  der  betr.  Kurve 
konstant. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  daß  das  Zusammenfallen  zweier 
isolierter  Doppeltangenten  zwei  Bedingungen  äquivalent  ist. 

Untersuchen  wir  zu  dem  Zwecke,  wie  überhaupt  bei  einer  Kurve,  die 
keine  vielfachen  Punkte  besitzt,  ein  Zusammenfallen  von  Doppeltangenten 
eintreten  kann,  und  welche  von  den  bez.  Möglichkeiten  durch  nur  eine 
Bedingung  zwischen  den  Koeffizienten  dargestellt  werden.  Man  findet,  daß 
eine  Doppeltangente  nur  dann  mehrfach  zählt,  wenn  sie  entweder  mehr 
als  zwei  Berührungspunkte  hat  und  also  vielfache  Tangente  ist,  oder  wenn 
sie  zum  mindesten  in  einem  ihrer  Berührungspunkte  einen  höheren  Kontakt 
besitzt.  Durch  eine  Bedingung  sind  charakterisiert  der  Fall  der  dreifachen 
Tangente  und  der  Fall,  daß  die  Doppeltangente  in  einem  ihrer  Berührungs- 
punkte oskuliert  und  also  zugleich  Wendetangente  ist.  Der  Beweis  dieser 
Behauptung ,  die  sich  auf  allgemein  algebraische  Verhältnisse  und  nicht 
insbesondere  auf  Bedingungen  der  Realität  bezieht,  soll  hier  nicht  aus- 
geführt werden;  er  wird  mit  bekannten  Mitteln  geleistet. 

Aber  keiner  der  beiden  durch  nur  eine  Bedingung  dargestellten  Fälle 
kann  durch  das  Zusammenfallen  zweier  isolierter  Doppeltangenten  herbei- 
geführt werden.  Denn  jede  derselben  hat  ein  Paar  konjugiert  imaginärer 
Berührungspunkte,  und  indem  dieselben  auf  eine  gerade  Linie  rücken, 
können  nicht  drei  gleichwertige  oder  zwei  ungleichwertige  Berührungspunkte 
entstehen.  Man  würde  entweder  eine  vierfache  (nach  wie  vor  isolierte) 
Tangente  erhalten,  oder  eine  solche,  die  an  zwei  konjugiert  imaginären 
Stellen  oskuliert. 

Die  Zahl  w'  -{-  2  t"  ist  also  für  alle  Kurven  ohne  vielfache  Punkte 
dieselbe,  wie  behauptet  wurde. 

Um  sie  jetzt  an  einem  Beispiele  abzuzählen,  nehme  man  vorab  eine 
Kurve  der  n-ten  Ordnung,  die  in  lauter  niedere  Kurven  zerfallen  ist  und 
bei  der  man  daher  die  Lage  der  Singularitäten  und  die  Realität  derselben 
deutlich    übersieht.     Sodann    löse   man   die   dabei   vorhandenen  vielfachen 
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Punkte  in  bekannter  Weise  auf,  und  man  erhält  eine  Kurve  ohne  solche 
Punkte,  bei  der  sich  ein  Abzählen  von  w'  und  t"  ohne  weiteres  ermög- 
licht. Der  Einfluß,  den  ein  reeller  Doppelpunkt  auf  die  Zahl  w'  ausübt, 
wurde  oben  für  den  allgemeinen  Fall  angegeben;  er  wird  ein  anderer^), 
wenn  einer  der  Äste  des  Doppelpunktes  im  Doppelpunkte  eine  Wendung 
besitzt.  Um  derartige  Untersuchungen  nicht  noch  zu  benötigen,  wählen 
wir  die  zerfallene  (7„  so,  daß  unter  ihren  Bestandteilen  sich  keine  gerade 
Linie  befindet. 

Sei  zunächst  n  eine  gerade  Zahl,  n  =  2ju.  Dann  zeichne  man  etwa  ju 
kongruente  konzentrische  Ellipsen,  deren  Hauptachsen  unter  bez.  gleichen 

Winkeln  f  —  j  gegeneinander  geneigt  sind.    Jede  Ellipse  schneidet  die  andere 

in   vier   reellen   Punkten,    so   daß   im   ganzen  4  ^ ^^~-~^  =  ^  ^ ^ ~    ^  reelle, 

nicht  isolierte  Doppelpunkte  bei  der  C„  vorhanden  sind,  und  sonst  offenbar 
überhaupt  keine  Doppelpunkte.  Auch  die  Lage  der  \n{n —  ^){n^ —  ^) 
eigentlichen  oder  uneigentlichen  Doppeltangenten  dieser  C„  ist  ersichtlich. 
Sie  sind  repräsentiert: 

1.  Durch  die  \n[n  —  2)  reellen  Tangenten,  welche  irgend  zwei  der 
/t  Ellipsen  gemeinsam  berühren. 

2.  Durch  die  2  7i(^  —  2)  (rz,  —  4)  Tangenten,  welche  man  von  den 
Durchschnittspunkten  zweier  Ellipsen  an  eine  dritte  ziehen  kann.  Diese 
Tangenten  sind  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär.  Keine  von 
ihnen  hat  zusammenfallende  Berührungspunkte.  Sie  zählen  als  Doppel- 
tangenten doppelt. 

3.  Durch  die  als  Doppeltangenten  vierfach  zählenden 

\n{n  —  2)(n'^  —  2n-2) 

Verbindungslinien  der  genannten  Durchschnittspunkte  untereinander.  Sie 
sind  alle  reell;  als  ihre  Berührungspunkte  sind  bez.  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte aufzufassen,  welche  sie  verbinden. 

Geht  man  von  der  so  beschriebenen  C„  zu  einer  benachbarten  Kurve 
ohne  vielfachen  Punkt  über,  so  liefert,  nach  dem  wiederholt  benutzten 
Satze,  jeder   der  ^n{n  —  2)  Doppelpunkte  zwei   reelle  Wendungen;   man 

bekommt  also: 

w'  =  n{n  —  2), 

da  vor  Auflösung  der  Doppelpunkte  überhaupt  keine  reellen  Wendungen 
vorhanden  waren. 

Ferner  ergibt  sich: 

^  r'  =  o. 


^)    Vgl.   Zeuthen:    Almindelige    Egenskaber    ved    Systemer    af    plane    Kurver. 
Abhandlungen  der  Dänischen  Akademie  1873. 

6* 


84  Anschauliche  Geometrie. 

Denn  man  kann  einzeln  verfolgen,  was  aus  den  Doppeltangenten  der  zer^ 
fallenen  Kurve  wird.  Die  Doppeltangenten  1  bleiben  reell  mit  reellen 
Berührungspunkten.  Von  den  Doppeltangenten  2  spaltet  sich  jede,  je 
nach  der  Auflösungsart  des  Knotenpunktes,  in  zwei  reelle  und  dann  nicht 
isolierte  Doppeltangenten  oder  in  zwei  konjugiert  imaginäre.  Ebenso  über- 
sieht man,  daß  jede  der  Doppeltangenten  3  vier  reelle  und  nicht  isolierte 
oder  vier  paarweise  imaginäre  Doppeltangenten  ergibt.  Es  entsteht  also 
bei  der  Auflösung  der  Doppelpunkte  keine  isolierte  reelle  Doppeltangente; 
vor  der  Auflösung  war  keine  vorhanden,  und  also  hat  man  im  Beispiele 
(7i^0(mod2)): 

Zugleich  ist  gezeigt ,  daß  für  ein  gerades  n  Kurven  mit  der  Maximal- 
zahl reeller  Wehdungen,  n{n  —  2),  wirklich  existieren. 

Für  ungerades  n  ergibt  sich  ein  geeignetes  Beispiel  folgendermaßen. 
Sei  n  =  2  ya  +  3 .  So  zeichne  man  ju  Ellipsen,  wie  im  vorigen  Falle,  und 
ergänze  dieselben  zu  einer  C^  durch  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
jede  der  Ellipsen  in  sechs  reellen  Punkten  schneidet.  Dies  ist  möglich, 
wenn  man  z.  B.  der  Kurve  dritter  Ordnung  folgende  Gestalt  gibt: 


M 


Z>s 


wo  AB  einen  Abstand  bedeutet,  der  größer  ist  als  die  große  Achse  der 
benutzten  Ellipsen,  CD  einen  Abstand,  der  kleiner  ist  als  die  kleine  Achse 
der  Ellipsen.  Diese  Kurve  lege  man  in  der  Art,  daß  M  in  den  gemein- 
samen Mittelpunkt  der  Ellipsen  fällt;  so  wird  sie  jede  der  Ellipsen  in  sechs 
reellen  Punkten  treffen. 

Man  mache  nun  ganz  ähnliche  Abzahlungen,  wie  soeben.  Es  ist  bei 
ihnen  nur  darauf  zu  achten,  daß  die  Og  bereits  an  sich  drei  Wendungen 
enthält.  Auch  sei  als  Moment  beim  Beweise  hervorgehoben,  daß  keine 
der  zwölf  Tangenten,  welche  die  G^  mit  der  einzelnen  Ellipse  gemein  hat 
(und  die  teils  reell,  teils  imaginär  sein  werden),  eine  isolierte  Doppel- 
tangente der  C^^  liefern  kann;  denn  isolierte  reelle  Tangenten  gibt  es  bei 
der  reellen  Cg,  oder  gar  der  reellen  Ellipse  nicht.  Auf  diese  Weise 
findet  man: 

Auch  hei  ungeradem  n  ist 

w'+2t"  =  n(n-2), 
und  Kurven  mit  der  Maximalzahl  reeller  Wendungen,  n{n  —  2),  existieren. 

Andererseits  ist  evident,  daß,  bei  ungeradem  n,  eine  Minimalzahl  für 
die  reellen  Wendungen   existiert.     Denn  jede  solche  (7„   (ohne  vielfachen 
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Punkt)  hat  bekanntermaßen  einen  unpaären  Zug,  der  als  solcher  mindestens 
drei  Wendungen  besitzt.   — 
Die  allgemeinere  Formel: 

n  -j-  w'  +  2t''  =  k  +  r'  -{-  2d" 

ergibt  sich  aus  der  jetzt  bewiesenen  folgendermaßen:    . 

Man  denke  sich  die  Kurve  mit  vielfachen  Punkten  aus  einer  benach- 
barten   ohne   vielfachen   Punkt   entstanden.     Dann    hat   man   für   letztere: 

w'-\-2r'  =  n{n-2)    ■ 

und  es  sind  nun  (Jie  Modifikationen  zu  untersuchen,  welche  die  vielfachen 
Punkte  an  den  Zahlen  w\  t"  anbringen.  In  dieser  Hinsicht  stelle  ich 
folgende  Sätze  voran,  von  denen  die  beiden  ersten  zum  Teil  schon  benutzt 
wurden : 

L  Jeder  reelle,  nicht  isolierte  Doppelpunkt,  sowie  jeder  reelle  Bück- 
kehrpunkt, absorbiert  zwei  reelle  Wendungen  w' . 

2.  Der  isolierte  reelle  Doppelpunkt  hat  auf  die  Zahl  w'  keinen  Einfluß. 

3.  Die  reelle  Verbindungsgerade  zweier  konjugiert  imaginärer  Doppel- 
punkte absorbiert  zwei,  und  die  reelle  Verbindungsgerade  zweier  konjugiert 
imaginärer  Rückkehrpunkte  absorbiert  drei  reelle  isolierte  Doppeltan- 
genten t'\ 

4.  Andere  Reduktionen   in  den  Zahlen  w'  und  t"  finden  nicht  statt. 
Die  Sätze  1,  2   werden  von   Plücker  gegeben.     Er  beweist  sie   für 

Kurven  dritter  Ordnung  und  erschließt  daraus  ohne  weiteres  ihre  allge- 
meine Gültigkeit.  .  Es  heißt  das,  algebraisch  zu  reden,  daß  man  die  bei 
der  beliebigen  Kurve  in  der  singulären  Stelle  stattfindende  Reihenentwick- 
lung bei  einem  bestimmten  Gliede  abbricht.  In  demselben  Sinne  wird  man 
ähnliche  Sätze  beweisen,  indem  man  sich  an  dem  Beispiele  einer  Kurve 
von  hinlänglich  hoher  Ordnung  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt. 

Für  den  Satz  3  geben  geeignet  gewählte  Kurven  vierter  Ordnung 
brauchbare  Beispiele;  z.  B.  die  vieluntersuchten  G^ ,  welche  die  Kreispunkte 
zu  Doppelpunkten  haben,  und  die  Kartesischen  Ovale,  bei  denen  die  Kreis- 
punkte Spitzen  sind.  Bei  ihnen  findet  man  nur  noch  zwei,  bez.  eine  Doppel- 
tangente erster  Art  (im  Sinne  Zeuthens),  und  daher  sind  zwei,  bez.  drei 
dieser  Doppeltangenten,  die  jedenfalls  isolierte  Doppeltangenten  waren, 
«lurch  die  vielfachen  Punkte,  resp.  deren  Verbindungslinie,  absorbiert. 

Die  allgemeine  Formel  ergibt  sich  jetzt  sehr  einfach.  Es  sei  für  eine 
gegebene  Kurve  der  7i-ten  Ordnung  und  der  Ä;-ten  Klasse: 

d'    die  Zahl  der  reellen,  nicht  isolierten, 

d     die  Zahl  der  reellen,  isolierten, 

d     die  Zahl  der  imaginären  Doppelpunkte. 


s 
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Sei  ferner: 

r'   die  Zahl  der  reellen, 

r"  die  Zahl  der  imaginären  Spitzen. 

Dann  hat  man  nach  den  vorausgeschickten  Sätzen: 

w;'  -f-  2^"  =  n  (71  -  2)  -  2^'  -  2r'  -  2/''  -  3r". 
Aber  andererseits  ist  nach  den  PI ück ersehen  Formeln: 

lc  =  n(n-\)-2.[ä!  -\-d"  -^  d'")  -  3  (r'  +  r"). 

Also  folgt:  ,, 

7i  +  w;'+2^"=:Ä;  +  r'+2cZ   , 

was  zu  beweisen  war. 

In  dem  Umstände,  daß  die  Formel  sich  selbst  dualistisch  ist,  wird 
man  eine  Kontrolle  der  in  ihr  auftretenden  Zahlenkoeffizienten  erblicken. 

Es  mag  hier  zuvörderst  eine  Anwendung  dieser  Formel  angeschlossen 
werden.  Es  sei  eine  komplexe  Kurve  von  der  Ordnung  n  und  der  Klasse  k 
gegeben,  d.  h.  eine  Kurve,  deren  Gleichung  komplexe  Koeffizienten  besitzt. 
Dieselbe  wird  eine  Anzahl  reeller  isolierter  Punkte  (6)  und  reeller  isolierter 
Tangenten  (t)  enthalten,  welche  aber,  allgemein  zu  reden,  nicht  weiter 
mit  besonderen  Singularitäten  behaftet  sind,  sondern  einfache  Elemente 
der  Kurve  vorstellen.  Zwischen  diesen  beiden  Zahlen  finden  vHr  eine 
Relation.  Man  vereinige  nämlich  die  Kurve  mit  der  ihr  komplex  konju- 
gierten. So  hat  man  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2w,  von  der  Klasse  2k, 
welche  außer  d  isolierten  Doppelpunkten  und  x  isolierten  Doppelt angenten 
überhaupt  keine  reellen  Elemente  enthält.  Sie  enthält  keinerlei  höhere 
Singularitäten;  daher  ist  unsere  Formel  anwendbar.     Man  findet  also: 

n-^t  =  h-\-  d. 

Bei  einem  komplexen  Kegelschnitte  z.  B.  können  0,2,4  Punkte  reell  sein; 
dann  sind  auch  0,  2,  4  Tangenten  reell *^).  Eine  komplexe  Kurve  dritter 
Ordnung  sei  in  Linienkoordinaten  durch 

(f)  ^-*v  "^  0 

dargestellt;  dann  haben  die  Kurven  sechster  Klasse 

99  =  0,     v^  =^  0 

sicher  vier  und  höchstens  zwölf  reelle,  gemeinsame  Tangenten  usw. 

Sodann  sei  noch  einer  Verallgemeinerung  gedacht,  welche  man  unserer 


®)  Es  ergibt  sich:  Sind  zwei  und  nur  zwei  Punkte  reell,  so  liegen  dieselben 
innerhalb  desselben  von  den  beiden  dann  vorhandenen  reellen  Tangenten  gebildeten 
Winkelraumes.  Nimmt  man  zwei  reelle  Punkte  in  anderer  Lage  gegen  zwei  reelle 
Tangenten  an,  so  werden  gleich  vier  Punkte  und  vier  Tangenten  reell;  die  vier  Punkte 
liegen  bez.  innerhalb  der  vier  von  den  vier  Tangenten  gebildeten  Dreiecke. 
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Formel  zuteil  werden  lassen  kann  und  die  sich  darauf  bezieht,  daß  man 
statt  der  geraden  Linien  der  Ebene  ein  reelles  Netz  von  Kurven  beliebiger 
Ordnung : 

betrachtet.  Man  kann  dieses  Netz  in  bekannter  Weise  dazu  benutzen,  um 
eine  beliebig  gegebene  Kurve 

eindeutig  zu  transformieren;  den  Schnittpunktsystemen  von  f  mit  den 
Kurven  des  Netzes  entsprechen  dann  die  Schnittpunktsysteme  der  trans- 
formierten Kurve^  mit  den  Geraden  der  Ebene.  Den  bekannten  Erörte- 
rungen über  diesen  Gegenstand  hat  man  nur  einige  wenige  Betrachtungen 
über  die  Realitätsverhältnisse  bei  einer  derartigen  Transformation  hinzu- 
zufügen, um  für  die  transformierte  Kurve  unser  Theorem  anwenden  zu 
können  und  damit  für  die  Kurve  f  die  gemeinte  Verallgemeinerung  zu 
finden.  Es  sei  in  dieser  Richtung  folgendes  hervorgehoben.  Auf  der 
Kurve  f  gibt  es  Paare  von  Punkten,  durch  welche  noch  Büschel  von 
Kurven  (p  hindurchgehen.  Dieselben  vereinigen  sich  bei  der  eindeutigen 
Transformation  zu  Doppelpunkten  der  transformierten  Kurve.  Diese  Doppel- 
punkte sind,  sobald  die  betr.  zwei  Punkte  auf  f  reell  sind,  reell  und  nicht 
isoliert;  sind  aber  die  Punkte  auf  f  konjugiert  imaginär,  so  enthält  die 
transformierte  Kurve  einen  reellen,  isolierten  Doppelpunkt.  Auf  solche 
Weise  findet  man  folgenden  Satz: 
Es  sei 

N  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  der  q)  mit  /", 

K  die  Zahl  derjenigen  cp,  welche,  durch  einen  beliebig  gewählten 

Punkt  hindurchgehend,  f  berühren, 
W'  die  Zahl  derjenigen  reellen  (/?,  welche  f  oskulieren, 
T     die  Zahl   solcher  reeller  99,   die  /"  in  zwei  imaginären  Punkten 

berühren, 
R'  die  Zahl  der  reellen  Spitzen  von  f,  mit  Ausnahme  derjenigen, 

die  etwa  Grundpunkte  des  Netzes  sind, 
D  eine  Zahl,  die  aus  zwei  Bestandteilen  zusammengesetzt  ist.  Sie 
umfaßt  zunächst  die  Zahl  derjenigen  isolierten  Doppelpunkte 
von  /',  welche  nicht  Grundpunkte  des  Netzes  sind.  Sie  umfaßt 
sodann  die  Zahl  der  eben  genannten  Vorkommnisse:  daß  auf 
f  Paare  konjugiert  imaginärer  Punkte  gefunden  werden  können, 
durch  welche  noch  ein  Büschel  von  Kurven  q)  hindurchgeht. 
Dann  hat  man  immer: 

N-i-  W'  ^2T"  =  K  +  R'  +  2D"- 
Man  nehme   z.  B.  als  Netz   die  Kreise,   welche  durch  einen  festen  Punkt 
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gehen  (wo  dann  die  betr.  eindeutige  Transformation  einfach  eine  Um- 
formung durch  reziproke  Radien  wird),  als  Kurve  f  eine  Ellipse  oder  eine 
Hyperbel. 

Dann  hat  man  beide  Mal: 

N  =  4.,     K  =  6,     i?'  =  0. 

Aber  D  ist  das  eine  Mal  gleich  1 ,  das  andere  Mal  gleich  Null.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  nämlich  bildet  mit  allen  durch  den  angenommenen 
Punkt  hindurchgehenden  geraden  Linien  ein  Büschel  von  Kreisen,  welche  f 
in  zwei  festen  Punkten  schneiden,  und  diese  beiden  Punkte  (die  unendlich 
fernen  Punkte)  sind  bei  der  Ellipse  konjugiert  imaginär,  bei  der  Hyperbel 
reell.     Man  hat  also: 

bei  der  Ellipse :        W' -\-2T"  =-i, 

bei  der  Hyperbel:   Tf '  +  2 T"  =  2. 

In  Worten:  Bei  einer  gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel  konstruiere 
man  alle  Krümmungskreise,  sowie  alle  Kreise,  ivelche  in  zwei  konjugiert 
imaginären  Punkten  berühren.  Wenn  man  dann  die  letzteren  doppelt 
zählt,  so  erweist  sich  die  ganze  Ebene  bei  der  Ellipse  vierfach,  bei  der 
Hyperbel  doppelt  mit  Kreisen  überdeckt. 

München,  im  Januar  1876. 


[Wie  höhere  Singularitäten  in  die  von  mir  aufgestellte  Relation  einzufügen  sind, 
hat  bald  hernach  A.  Brill  entwickelt  (Math.  Annalen,  Bd.  16,  1879);  jede  solche  Singu- 
larität bekommt  einen  Realitätsindex  r' —  w' -\-2  {d" —  t"),  wo  die  r',  w',  d",  t"  bzw. 
die  Anzahlen  der  reellen  Rückkehr-  und  Wendepunkte,  isolierten  Doppelpunkte  und 
isolierten  Doppeltangenten  bedeuten,  welche  bei  beliebiger  „Auflösung"  der  Singu- 
larität entstehen.  Die  einfachste  Formulierung,  welche  alle  Fälle,  auch  die  der  kom- 
plexen Kurven,  umfaßt,  hat  dann  später  Fr.  Schuh  gegeben  (Amsterdamer  Verslag, 
Deal  XII,  1904).     Er  schreibt 

wo    y  u  die  Summe  der  Ordnungen  aller  Singularitäten  mit  reellem  Punkt,  ^  v  die 
Summe  der  Klassen  aller  Singularitäten  mit  reeller  Tangente  bedeutet.     K.^ 


XXXVIII.  über  eine  neue  Art  der  Kiemannschen 

Flächen'). 

(Erste  Mitteilung.) 
[xMath.  Annalen,  Bd.  7  (1874).] 


Bei  der  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  y  einer  Veränder- 
lichen X  pflegt  man  sich  zweier  verschiedener  anschauungsmäßiger  Hilfs- 
mittel zu  bedienen.  Man  repräsentiert  nämlich  entweder  y  und  x  gleich- 
mäßig als  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  wo  dann  die  reellen  Werte 
derselben  allein  in  Evidenz  treten  und  das  Bild  der  algebraischen  Funktion 
die  algebraische  Kurve  wird  —  oder  man  breitet  die  komplexen  Werte 
der  einen  Variabein  x  über  eine  Ebene  aus  und  bezeichnet  das  Funktions- 
verhältnis zwischen  y  und  x  durch  die  über  der  Ebene  konstruierte  Rie- 
mannsche  Fläche.  Es  muß  in  vielen  Beziehungen  wünschenswert  sein, 
zwischen  den  beiden  Anschauungsbildern  einen  Übergang  zu  besitzen.  Ich 
darf  mit  Bezug  hierauf  nur  das  Eine  hervorheben,  daß  nämlich  ein  solcher 
Übergang  vom  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  geradezu  gefordert 
werden  muß,  wenn  die  Sätze,  welche  sich  auf  die  Zahl  und  Periodizität 
der  längs  einer  algebraischen  Kurve  erstreckten  Integrale  beziehen,  zu 
einem  unmittelbaren  Verständnisse  gebracht  werden  sollen. 

Ein  solcher  Übergang  ist  nun  in  einfachster  Weise  herzustellen.  Er 
schließt  sich  an  die  Auffassung  einer  Kurve  als  des  Umhüllungsgebildes 
ihrer  Tangenten^)  an;  er  setzt  ferner  in  einem  gewissen  Maße  diejenigen 
Erörterungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  voraus,  welche  in  [der 
oben  abgedmckteh  Abhandlung  XXXVI]  entwickelt  wurden. 

Man  gehe  von  der  Bemerkung  aus,  daß  man  jeder  Tangente  einer 
ilgebraischen  Kurve,  mag  die  Tangente  reell  oder  imaginär  sein,  im  all- 
jemeinen  einen  reellen  Punkt  zuordnen  kann.     Ist  nämlich  die  Tangente 


^)  [Vgl-  ^^^^  unter  dem  gleichen  Titel  erschienene  vorläufige  Mitteilung  in  den 
Srlanger  Sitzungsberichten  vom  2.  Februar  1874.] 

^)  Wollte  man  die  dualistisch  entgegenstehenden  Überlegungen  anstellen,  so 
^ürde  die  Anschaulichkeit  des  Resultats,  auf  die  ich  eben  Gewicht  legen  möchte, 
rerloren  gehen. 
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reell,  so  wähle  man  als  entsprechenden  Punkt  ihren  Berührungspunkt;  ist 
die  Tangente  imaginär,  so  wähle  man  den  einen  reellen  Punkt,  den  sie 
überhaupt  besitzt.  Diese  beiden  Festsetzungen,  deren  eigentlicher  Sinn 
übrigens  aus  den  weiter  unten  angeführten  Beispielen  völlig  deutlich  werden 
soll,  stimmen  insofern  miteinander, ,  als  die  auf  reelle  Tangenten  bezügliche 
aus  der  anderen  durch  Grenzübergang  hervorgeht.  Denn  der  reelle  Punkt 
einer  imaginären  Tangente  ist  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  konjugierten 
Tangente,  und,  wenn  diese  beiden  Linien  in  eine  reelle  zusammenfallen, 
so  wird  aus  ihrem  Durchschnittspunkte  eben  der  Berührungspunkt. 

Diese  Festsetzungen  werden  bei  etwaigen  mehrfach  berührenden  reellen 
Tangenten  ungenügend.  Wir  wollen  nur  den  Fall  reeller  Doppel-  oder 
Wendetangenten  ins  Auge  fassen.  Hat  die  Doppeltangente  reelle  Be- 
rührungspunkte, so  werden  wir  ihr  eben  diese  beiden  Punkte  zuordnen; 
ist  sie  aber  isoliert,  so  mag  ihr  die  Gesamtheit  der  ihr  angehörig en  reellen 
Punkte  entsprechend  gesetzt  sein.  Ebenso  sollen  einer  Wendetangente  alle 
auf  ihr  gelegenen  reellen  Punkte  zugeordnet  werden.  Es  wird  noch  aus 
den  weiteren  Ausführungen  hervorgehen,  daß  diese  Festsetzungen  mit  den 
voraufgeschickten  nicht  nur  verträglich  sind,  sondern  sich  aus  ihnen  in 
naturgemäßer  Weise  ergeben. 

Die  zweifach  unendlich  vielen  reellen  Punkte,  welche  man,  diesen  Fest- 
setzungen zufolge,  der  Gesamtheit  der  reellen  und  imaginären  Tangenten 
der  Kurve  zuordnet,  werden  eine  geschlossene  Fläche  bilden,  welche  die 
verschiedenen  Teile  der  Ebene  mit  einer  Anzahl  von  Blättern  überdeckt, 
-die  jedesmal  gleich  ist  der  Anzahl  der  imaginären  Tangenten,  welche  man 
von  einem  Punkte  des  betreffenden  Teiles  der  Ebene  an  die  Kurve  legen 
kann  (und  die  also  immer  gerade  ist).  Die  Fläche  ist  dann  ein  voll- 
ständiges Bild  der  durch  die  Kurve  definierten  algebraischen  Funktion. 
Sie  ist  auf  die  gewöhnliche  Kiemannsche  Fläche,  wie  man  sie  für  diese 
Funktion  konstruieren  könnte,  im  allgemeinen  ein-eindeutig  bezogen.  Eine 
Ausnahme  tritt  nur  für  diejenigen  Wertsysteme  ein,  welche  den  reellen, 
isolierten  Doppeltangenten  und  den  reellen  Wendetangenten  der  Kurve  ent- 
sprechen. Denn  während  dieselben  auf  der  gewöhnlichen  Riemannschen 
Fläche  durch  je  zwei  Punkte  vorgestellt  werden  (welche  im  Falle  der 
Wendetangenten  konsekutiv  sind),  entsprechen  ihnen  bei  unserer  Fläche 
ganze  gerade  Linien,  die  der  Fläche,  wie  man  findet,  [nach  ihrer  ganzen 
Erstreckung J  angehören:  die  beiden  Flächen  sind  also  in  der  Art  aufeinander 
bezogen,  daß  auf  der  einen  eine  Reihe  von  Fundamentalpunkten  auftritt. 
Um  also  von  dem  Zusammenhange  unserer  Fläche  auf  den  Zusammenhang 
der  entsprechenden  gewöhnlichen  Riemannschen  Fläche  schließen  zu 
können,  wird  man  den  Satz  benötigen,  der  [in  der  Abhandlung  XXXVI 
auf  S.  70 — 73]  aufgestellt  und  bewiesen  wurde. 
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Doch  betrachten  wir  eine  Reihe  von  Beispielen.  Sei  zunächst  ein 
Kegelschnitt  gegeben,  der  als  Ellipse  vorausgesetzt  sein  mag.  Die  reellen 
Punkte,  welche  den  imaginären  Tangenten  der  Ellipse  entsprechen,  erfüllen 
das  Innere  der  Ellipse  doppelt,  unsere  Fläche  hat  also  in  diesem  Falle 
die  Gestalt  eines  elliptischen  Doppelblattes,  oder,  wenn  man  will,  eines 
flachen  Ellipsoids.  Ein  Ellipsoid  ist  aber  eine  nullfach  zusammenhängende 
Fläche^);  deshalb  gibt  es  beim  Kegelschnitte  kein  längs  der  Kurve  er- 
strecktes überall  endliches  Integral. 

Nehmen  wir  ferner  eine  Kurve  dritter  Klasse.  Auch  sie  kann,  was 
für  die  Anschauung  bequem  ist,  [im  Beispiel]  als  völlig  im  Endlichen  ge- 
legen vorausgesetzt  werden,  und  besteht  dann  entweder  aus  zwei  ge- 
schlossenen Zweigen  oder  nur  aus  einem,  wie  dies  in  den  beistehenden, 
übrigens  nur  schematischen  Zeichnungen  dargestellt  ist. 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall.  Sowohl  von  jedem  Punkte 
außerhalb  des  Ovals  als  von  jedem  Punkte  innerhalb  des  mit  drei  Spitzen 
versehenen.  Kurvenzugs  kann  man  drei  reelle  Tangenten  an  die  Kurve 
legen;  die  reellen  Punkte,  welche  imaginären  Tangenten  der  Kurve  ent- 
sprechen, erfüllen  daher  den  Raum  zwischen  den  beiden  Kurvenzügen 
doppelt,  unsere  Fläche  ist  eine  Art  Bing  fläche.  Sie  ist  also  in  der  Tat  zwei- 
fach zusammenhängend,  wie  es  für  eine  Kurve  mit  dem  Geschlechte  1  sein 
muß,  oder  umgekehrt,  es  liegt  darin  der  Beweis,  daß  die  Kurve  dem  Ge- 
schlechte 1  angehört.  Es  ist  leicht,  die  Werte,  welche  das  eine  auf  die 
Kurve  bezügliche  überall  endliche  Integral  für  die  einzelnen  Punkte  der 
Fläche  annimmt,  ihrer  allgemeinen  Verteilung  nach  anzugeben.  Zu  dem 
Zwecke  sei  es  gestattet,  von  Meridianen  der  Ringfläche  und  von  Breiten- 
kurven derselben  zu  sprechen ;  die  beiden  Züge,   aus  denen  die  Kurve  dritter 


0  Wegen  dieser  Art  der  Zählung  vgl.  [Abh.  XXXVI,  S.  64]. 
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Klasse  besteht,  werden  selbst  zu  den  Breitenkurven  gehören.  Die  beiden 
Perioden,  welche  das  auf  die  Kurve  bezügliche  überall  endliche  Integral 
besitzt,  entstehen  dadurch,  daß  man  dem  zwischen  bestimmten  Grenzen 
geführten  Integrationswege  beliebig  Meridiankurven  und  Breitenkurven  zu- 
fügen kann.  (Diese  und  die  folgenden  Behauptungen,  welche  sich  aus  den 
bekannten  Sätzen  über  die  Integrale  auf  R iem an n sehen  Flächen  ohne 
weiteres  ergeben,  sollen  hier  ohne  Beweis  angeführt  sein.)  Die  erstere 
dieser  Perioden  sei  imaginär  genommen,  gleich  ico\  die  zweite  reell,  gleich  oj. 
Als  untere  Grenze  werde  dasjenige  Wertsystem  gewählt,  welches  durch  die 
in  der  Zeichnung  vertikal  gestellte  reelle  Rückkehrtangente  bezeichnet  ist, 
und  dem  auf  unserer  Fläche  der  obere  von  den  drei  reellen  Rückkehr- 
punkten -entspricht.  Das  bis  zu  irgendeinem  anderen  Punkte  hingeleitete 
Integral  werde,  unter  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles,  u -\~  iv 
genannt,  wo  also  u  nur  bis  auf  Multipla  von  co,  v  bis  auf  Multipla  von 
co'  bestimmt  ist.  Dann  hat  man  als  Bedingung  dafür,  daß  drei  Tangenten 
der  Kurve  dritter  Klasse,  welche  den  Integralwerten 

entsprechen,  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  die  Relationen^): 

%  +  '^2  +  '^3  =  0  (mod.  CO  ) 

^1  +  ^-2  +  "^3  —  ^  (mod.  cjo') . 
Infolgedessen  ergibt  sich  eine  Verteilung  der  Werte  von  u  -\-  iv  über 
unsere  Fläche,  wie  sie  auf  der  beigesetzten  Zeichnung  veranschaulicht  ist. 


3  "^  2 


Fig.  3. 


*)  Vgl.  Clebsch  in  Grelles  Journal,  Bd.  63  (1864),  S.  105.  Es  sind  dort  nur 
nicht,  wie  im  Texte,  der  reelle  und  imaginäre  Teil  getrennt,  überdies  ist  die  untere 
Grenze  des  Integrals  beliebig  gelassen. 
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Längs  des  Zuges  mit  drei  Spitzen  sind  die  reellen  Zahlen  von  0  bis  w 
in  der  Weise  verteilt,  daß  die  drei  Spitzen  die  Argumente  0 ,  |  co ,  |  co  be- 
kommen. Die  Punkte  einer  Meridiankurve,  welche  durch  eine  Tangente 
dieses  Kurvenzuges  auf  der  Fläche  bezeichnet  ist,  besitzen  alle  dasselbe -z^ , 
längs  der  Kurve  ändert  sich  nur  das  v  von  0  anfangend  bis  co'.    Für  die 

Punkte  des  umschließenden  Ovals  hat  v  gleichmäßig  den  Wert  ~ .    An  den 

drei  Stellen  etwa,  die  durch  kleine  Kreise  bezeichnet  sind,  befinden  sich 
diejenigen  Punkte,  welche  die  sechs  paarweise  konjugiert  imaginären  Rück- 
kehrtangenten  der  Kurve   repräsentieren;    ihre  Argumente  sind   bezüglich 

"±-r'¥±-r''  s  ±^-- 

Für  die  Kurven  dritter  Klasse  ohne  Oval  gestalten  sich  diese  Ver- 
hältnisse im  allgemeinen  ähnlich.  Der  ganze  Raum  außerhalb  des  mit  drei 
Spitzen  versehenen  Kurvenzuges  wird  bei  ihnen  doppelt  von  den  Punkten 
überdeckt,  die  imaginären  Tangenten  entsprechen.  Die  zugehörige  Fläche 
erstreckt  sich  also  ähnlich  ins  Unendliche,  wie  ein  einschaliges  Hyper- 
boloid^).  Der  Zusammenhang  der  Fläche  ist  nach  wie  vor  gleich  2  [vgl. 
Abhandlung  XXXVI]  die  Kurve  hat  das  Geschlecht  1. 

Es  ist  nun  besonders  interessant,  zu  sehen,  wie  sich  die  zugehörige 
Fläche  modifiziert,  wie  im  Zusammenhange  damit  das  Geschlecht  der  alge- 
braischen Funktion  auf  Null  herabsinkt,  wenn  man  der  Kurve  eine  Doppel- 
tangente oder  Wendetangente  erteilt.  Die  Doppeltangente  kann  isoliert 
oder  mit  reellen  Berührungspunkten  vorausgesetzt  werden.  Beidemal  bildet 
die  zugehörige  Kurve  einen  Übergang  zwischen  den  beiden  vorstehend 
unterschiedenen  Arten  ohne  Doppeltangente.  Die  Kurve  mit  Wendetangente 
endlich  stellt  sich  wieder  als  Übergangsform  zwischen  die  beiden  Kurven 
mit  Doppeltangente. 

Um  nämlich  zunächst  eine  Kurve  mit  isolierter  Doppeltangente  zu 
erhalten,  kann  man  das  Oval  der  ersten  Figur  nach  allen  Richtungen  gleich- 
mäßig unbegrenzt  wachsen  lassen.  Dann  geht  es  schließlich,  indem  es  zur 
isolierten  Doppeltangente  wird,  in  die  doppelt  zählende  unendlich  ferne 
Gerade  über;  setzt  man  den  Änderungsprozeß  noch  weiter  fort,  so  wird 
es  imaginär  und  man  hat  die  allgemeine  Kurve  ohne  Oval.  Doch  besser 
lassen  sich  diese  Verhältnisse  übersehen,  wenn  man  die  betreffenden  Figuren 
so  durch  eine  Kollineati on  umgestaltet,  daß  die  fragliche  Doppeltangente 
ins  Endliche  fällt.  Die  Kurven  haben  dann  die  in  den  Fig.  4  bis  6  dar- 
gestellte Gestalt;  die  von  der  zugehörigen  Fläche  überdeckten  Partien  der 
Ebene  sind  schraffiert. 


*)  [Wie  in  Abh.  XXXVI,  S.  65  bereits  gesagt  ist,  gelangt  man  beim  Durchgang 
durchs  Unendliche  von  dem  oberen  Blatt  in  das  entsprechende  untere  Blatt  der 
Fläche.     K.l 
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Im  Falle  der  Fig.  5  [enthält  die  Fläche  die  in  Betracht  kommende 
Doppeltangente  nach  ihrer  ganzen  Erstrecloing],  sie  ist  nach  wie  vor  zwei- 
fach zusammenhängend.  Aber  die  zugehörige  gewöhnliche  Rie  mann  sehe 
Fläche  ist  nur  noch  nullfach  zusammenhängend.  Denn  sie  trägt  zwei  Fun- 
damentalpunkte, denen  diese  Doppelgerade  entspricht,  und  also  ist  ihr  Zu- 
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Fig.  4. 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


sammenhang,  nach  den  Auseinandersetzungen  [der  Abhandlung  XXXVI], 
um  Zwei  kleiner  als  der  Zusammenhang  der  von  uns  konstruierten  Fläche. 
Doch  nehmen  wir  die  Doppeltangente  nicht  isoliert.  Dann  kann  sich 
der  Übergang  in  der  folgenden  Weise  gestalten,  die  aus  den  Fig.  7  bis  9 
wohl  verständlich  ist: 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Dabei  ist  es  nun  völlig  deutlich,  daß  die  in  Fig.  7  und  9  zweifach 
zusammenhängende  Fläche  im  Falle  der  Fig.  8  nullfach  zusammenhängend 
geworden  ist. 

Den  Fall  der  Kurve  dritter  Klasse  mit  Wendetangente  endlich  mag 
man  in  der  Art  als  Zwischenfall  zwischen  den  zweierlei  Kurven  mit  Doppel- 
tangente betrachten,  wie  die  Fig.  10  bis  12  veranschaulichen.  [Offenbar 
bildet  die  Wendetangente,  gleich  dem  reellen  Zug  der  Kurve,  eine  Rand- 
kurve unserer  Fläche  (längs  deren  das  obere  und  untere  Blatt  der  Fläche 
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zusammenhängen)].  Denn  sie  entsteht  in  Fig.  11  aus  den  beiden  sich 
mit  der  isolierten  Doppeltangente  vereinigenden  Stücken  der  Kurve  von 
Fig.  10.  Es  würde  in  gewissem  Sinne  konsequenter  sein,  die  Doppeltan- 
gente in  Fig.  12  als  isolierte  Kurve  unserer  Fläche  beizubehalten,  statt 
sie  durch  ihre  beiden  Berührungspunkte   zu    ersetzen;    man    müßte   dann 


m 


I 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


nur  die  Festsetzung  hinzufügen,  daß  eine  solche  isolierte  Kurve  für  den 
Zusammenhang  der  Riemannschen  Fläche  nicht  in  Betracht  kommt,  wo- 
durch das  Resultat  dasselbe  bleibt. 

Von  Kurven  vierter  Klasse  will  ich  nur  einige  Beispiele  in  Fig.  13  bis  16 
angeben,  welche  sich  der  Anschauung  besonders  leicht  darbieten.  '  Eine  solche 
Kurve  werde  zunächst  als  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallen  vorausgesetzt;  man 
nehme  für  diese  Kegelschnitte  zwei  Ellipsen  mit  vier  gemeinsamen  Punkten. 
Die  auf  sie  bezügliche  Fläche  besteht  dann  aus  zwei  Ellipsoiden,  welche 
sich  zum  Teil  überlagern,  aber  keinen  Punkt  miteinander  gemein  haben, 
womit  eben  dem  Umstände,  daß  man  es  mit  einer  reduzibeln  Kurve  vierter 
Klasse  zu  tun  hat,  Ausdruck  gegeben  wird  und  geradezu  diese  Reduzibilität 
bewiesen  ist.  Man  konstruiere  nun  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  der 
beiden  Ellipsen  und  wende  auf  dieselben  (auf  eine  oder  mehrere)  den 
soeben  bei  den  Kurven  dritter  Klasse  bereits  gebrauchten  Auflösungsprozeß 
an.     Ich  will  hier  nur  diejenigen  Zeichnungen  hinsetzen,   welche  man  er- 


Fig.  13. 


Fig.  14. 
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Fig.  15. 


Fig.  16. 


hält,  wenn  man  die  im  Endlichen  gelegenen  Teile  der  bez.  gemeinsamen 
Tangenten  in  reelle  Kurvenzweige  spaltet.  Die  beigesetzten  Zahlen  be- 
ziehen sich  auf  die  Zahl  der  Blätter,  mit  der  die  Fläche  die  verschiedenen 
Teile  der  Ebene  überdeckt;  die  nicht  bezeichneten  Teile -der  Ebene  sind 
nullfach  überdeckt,  insbesondere  also  die  kleinen,  mit  zwei  Spitzen  ver- 
sehenen Dreiecke  im  Innern  der  bez.  Zeichnungen. 

Die  so  hergestellten  Flächen  sind  in  der  Tat  bez.  0-,  2-,  4-,  6-fach  zu- 
sammenhängend, wie  sie  es  sein  müssen,  da  sie  sich  auf  Kurven  vierter  Klasse 
mit  3 ,  2 ,  1 ,  0  Doppeltangenten  beziehen,  die  also  ^^  =-  0 ,  1 ,  2 ,  3  ergeben. 


Fig.  17. 


Die  bisher  betrachteten  Flächen  zeichnen  sich  durch  ihre  große  Über- 
sichtlichkeit, durch  das  Fehlen  jeder  Verzweigung  aus.  Eine  solche  wird 
aber  im  allgemeinen  vorhanden  sein,  und  ich  darf  mit  Bezug  hierauf  als 
ein  Beispiel  die  Fig.  17    anführen.     Es    sei    eine  Kurve   dritter  Ordnung 
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mit  isoliertem  Doppelpunkte  gegeben;  als  Klassenkurve  aufgefaßt  ist  sie 
vom  vierten  Grade  und  dadurch  singulär,  daß  sie  drei  reelle  Wendetan- 
genten besitzt.  Eine  solche  Kurve  werde  in  der  Art  gezeichnet,  daß  ihre 
Wendetangenten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind,  wo  dann  der  isolierte 
Punkt  in  dem  Innern  des  von  den  drei  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks 
liegen  wird. 

Es  sind  der  Figur  bereits  die  Zahlen  zugesetzt,  welche  angeben,  wie 
viele  imaginäre  Tangenten  von  den  Punkten  der  verschiedenen  Teile  der 
Ebene  an  die  Kurve  gehen.  Das  Innere  des  Asymptotendreiecks  wird, 
wie  man  sieht,  viermal  von  der  Fläche  überdeckt,  während  es  die  an- 
grenzenden Partieif  der  Ebene  nur  zweimal  oder  nullmal  sind.  Dies  wird 
möglich,  indem  man  der  Fläche  eine  von  dem  isolierten  Doppelpunkte 
ausgehende  Verzweigung  erteilt,  wie  sie  etwa,  in  symmetrischer  Weise, 
durch  die  beigesetzte  Zeichnung  veranschaulicht  ist. 


Fig.  18. 


Erlangen,  im  Februar  1874. 


[Ich  möchte  noch  darauf  aufmerksam  machen,  daß  die  in  Fig.  9  dargestellte 
Kurve  von  jeder  reellen  Geraden  in  reellen  Punkten  geschnitten  wird,  daß  man 
insbesondere  die  Gerade  so  wählen  kann,  daß  sechs  reelle  Schnittpunkte  entstehen. 
Projiziert  man  eine  Schnittgerade  der  letzteren  Art  ins  Unendliche,  so  bekommt 
man  eine  Figur  der  folgenden  Art  (bei  welcher  der  Deutlichkeit  halber  die  sechs 
Asymptoten  mit  eingezeichnet  sind).  Ich  erinnere  mich  deutlich,  daß  mir  einst 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  IT.  7 
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Plücker  diesen  hübschen  Kurventyp  zeigte,  den  er  mir  damals  als  gänzlich  unbe- 
kannt bezeichnete;  eben  darum  habe  ich  ihn  in  Fig.  19  wiedergegeben.  Hinsichtlich  der 
zugehörigen  neuen  Riemannschen  Fläche  ist  nichts  Besonderes  zu  vermerken;  ihr 
Verlauf  ist  unmittelbar  ersichtlich. 


Fig.  19. 


Im  übrigen  verweise  ich  gern  darauf,  daß  Axel  Harnack  in  seiner  Erlanger 
Dissertation  (Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875))  den  Verlauf  der  Breitenkurven  auf  den 
zu  beliebigen  Kurven  dritter  Klasse  gehörigen  Flächen  analytisch  studiert  hat.  Sie 
erweisen  sich  als  reelle  Züge  bestimmter  zur  Kurve  dritter  Klasse  kovarianter  alge- 
braischer Kurven.  Leider  sind  Harnacks  bez.  Rechnungen  komplizierter,  als  nötig 
ist,  weil  er  sich  nicht  der  (damals  noch  wenig  verbreiteten)  Weierstraß sehen  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  bediente,  die  von  vornherein  an  das  Studium  der  ebenen 
Kurven  dritten  Grades  angepaßt  ist,  sondern  der  traditionellen  Jacobi sehen  Theorie. 
—  Man  vergleiche  ferner,  wie  Harnack  in  Schlömilchs  Zeitschrift,  Bd.  22  (1877), 
die  Lage  auch  der  imaginären  Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  im  Reellen 
im  Anschluß  an  meine  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe  abgedruckte  Abb.  XXIII  „Zur  Inter- 
pretation der  komplexen  Elemente  in  der  Geometrie"  erläutert.     K.] 


XXXIX.  über  den  Verlauf  der  Abel  sehen  Integrale  bei 
den  Kurven  vierten  Grades. 

(Erster  Aufsatz.) 
[Math.  Annalen,  Bd.  10  (1876).] 


Die  nachfolgenden  Untersuchungen  beschäftigen  sich  mit  der  Aufgabe, 
bei  den  allgemeinen  Kurven  vierten  Grades  den  Verlauf  der  Ab  eischen 
Integrale  an  den  Kurven  selbst  zur  unmittelbaren  Anschauung  zu  bringen. 
Inzwischen  dürfen  sie  nur  als  ein  erster  Versuch  in  dieser  Richtung  be- 
trachtet werden;  denn  sie  sind  weder  methodisch  durchgebildet  noch  um- 
fassend genug,  um  als  abschließende  Behandlung  des  Gegenstandes  zu 
erscheinen.  Immerhin  hoffe  ich,  einen  brauchbaren  Anfang  zu  machen, 
ähnlich,  wie  ich  dies  früher  [Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874)  —  vgl.  die 
vorstehende  Abh.  XXXVIII]  hinsichtlich  des  elliptischen  Integrals  bei 
den  Kurven  dritten  Grades  versuchte  —  ein  Versuch,  auf  welchem  dann 
Axel  Harnack  weiter  gearbeitet  hat  [ Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875),  S.  Iff. 
und  S.  218ff.J.  Hier  wie  dort  bildet  das  hauptsächliche  Hilfsmittel  die 
neue  ArtRieman  nscher  Flächen,  welche  ich  damals  einführte  (obgleich  man 
dieselben  Dinge  minder  bequem  auch  bei  der  gewöhnlichen  Riemann sehen 
Fläche  würde  überlegen  können).  Ich  verwende  sodann,  bei  dieser  ersten 
Darstellung,  in  ausgiebiger  Weise  das  Prinzip,  komplizierte  Verhältnisse 
aus  einfachen  durch  Grenzübergang  entstehen  zu  lassen  und  so  der  Dis- 
kussion zugänglich  zu  machen.  Indem  ich  von  einem  Ellipsenpaare  als 
spezieller  Kurve  vierten  Grades  ausgehe,  erhält  der  Stoff  eine  Gruppierung 
und  Begrenzung,  die  man  vielfach  als  zufällig  erkennen  wird;  auch  wird 
man  finden,  daß  die  Darstellung  an  manchen  Orten  nur  skizzenhaft  ist. 
Was  mir  wertvoll  scheint,  ist  die  Tendenz  der  Betrachtungen  und  die  Art 
der  Resultate;  ich  gebe  der  Hoffnung  Raum,  später  dieselben  Dinge  syste- 
matischer und  vollständiger,  vielleicht  unter  Ausdehnung  auf  Kurven 
n-ten  Grades,  noch  einmal  vortragen  zu  können. 

§1. 
Graphische  Repräsentation  algebraischer  Integrale. 

Den  Verlauf  einer  Funktion  von  x  -\-  iy 

f(x  +  iy)  =  P-{~iQ 


100  ^^^^»  Anschauliche  Geometrie. 

kann  man  in  der  Art  passend  zur  Anschauung  bringen,  daß  man  in^er 
X  -\-  iy -Ebene  die  Kurvensysteme 

P  =  C,     Q  =  G' 

zeichnet.  Ist  f  insbesondere  das  Integral  einer  algebraischen  Funktion, 
und  substituiert  man  für  die  x  -\-  iy-Woene  die  zugehörige  (gewöhnliche) 
Riemannsche  Fläche,  so  wird  dieselbe,  allgemein  zu  reden,  von  jedem 
der  beiden  Kurvensysteme  einfach  überdeckt  sein,  und  in  jedem  Punkte 
wird  sich  die  hindurchgehende  Kurve  P  mit  der  hindurchgehenden  Kurve  Q 
rechtwinklig  kreuzen.  Eine  Ausnahme  machen  nur  die  Verschwindungs- 
punkte  des  Differentials  und  die  Unendlichkeitspunkte.  Durch  einen  Ver- 
schwindungspunkt  (den  wir  in  der  Folge  immer  als  einfach  voraussetzen 
wollen)  gehen  zwei  zueinander  rechtwinklige  Kurven  P  und  ebenso  zwei 
zueinander  rechtwinklige  Kurven  Q-,  wechselseitig  schließen  diese  Kurven 
Winkel  von  45^  ein.  —  Von  Unendlichkeitspunkten  mögen  auch  nur  die 
einfachsten  in  Betracht  gezogen  werden,  in  denen  das  Integral  unendlich 
wird  wie  c  •  log  2  für  z  =  0.  Noch  fügen  wir  die  Beschränkung  hinzu,  daß 
c  eine  reelle  Konstante  sein  soll.  Dann  wird  der  betr.  Punkt  von  den 
Kurven  P  in  immer  enger  werdenden  Kreisen  umgeben,  während  in  allen 
Richtungen  Kurven  Q  durch  ihn  hindurchgehen. 

Neben  diesen  Sätzen,  die  als  bekannt  gelten  können,  und  einigen 
anderen,  die  sich  weiterhin  an  den  einzelnen  Figuren  von  selbst  ergeben, 
werde  ich  noch  den  folgenden  gebrauchen: 

Ist  eine  Kurve  P  oder  Q  geschlossen,  so  sind  es  die  nächstfolgen- 
den auch. 

Um  ihn  zu  beweisen,  scheint  es  am  einfachsten,  das  Bild  einer  strö- 
menden Flüssigkeit  zu  verwerten,  und  deshalb  stelle  ich  ihn  hier  voran, 
da  diese  andersartige  Vorstellung  später  den  allgemeinen  Gedankengang 
zu  sehr  unterbrechen  würde.  Es  sei  die  Riemannsche  Fläche  mit  einer 
überall  gleich  hohen  Schicht  einer  homogenen  Flüssigkeit  überdeckt  und 
diese  bewege  sich  in  der  Art,  daß  P  das  Geschwindigkeitspotential  ist. 
Dann  sind  bekanntlich  die  Kurven  Q  =^G'  die  Strömungskurven  und  die 
Strömung  ist,  geometrisch  zu  reden,  stationär.  In  jedem  Punkte  wird 
ebensoviel  Flüssigkeit  abgegeben  als  aufgenommen,  nur  die  Unendlichkeits- 
punkte  repräsentieren  Quellen  von  einer  gewissen,  positiven  oder  negativen, 
Ergiebigkeit.  (Vertauscht  man  die  Buchstaben  P  und  Q,  so  repräsentieren 
die  Unendlichkeitspunkte,  für  die  dann  gedachte  Flüssigkeitsbewegung, 
nicht  mehr  Quellen,  sondern  Wirbelpunkte.)  Auf  Grund  dieser  Vorstellung 
ergibt  sich  unser  Satz  sofort.  Man  betrachte  die  Flüssigkeit,  welche  in 
dem  Kanäle  strömt,  der  von  zwei  Kurven  Q  =  C'  und  Q  =  C  +  dC  ein- 
geschlossen wird.    Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  also  die  Breite 


XXXIX.  Abelsche  Integi-ale  bei  Kurven  vierten  Grades,  (Erster  Aufsatz.)     ]01 

des  Kanals  ist  eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  in  der  Riemannschen 
Fläche;  läuft  also  das  eine  Ufer  des  Kanals  in  sich  zurück,  so  das  andere 
auch,  w.  z.  b.  w.  Bei  diesem  Beweise  ist  vorausgesetzt,  daß  der  Kanal  keinen 
ünendlichkeitspunkt  und  keinen  Verschwindungspunkt  des  Differentials 
einschließt ;  in  den  Fällen  wäre  auch  der  Satz  nicht  ohne  weiteres  richtig. 
Statt  der  gewöhnlichen  Riemannschen  Fläche  wollen  wir  jetzt  eine 
von  der  „neuen  Art"  voraussetzen.  Für  sie  werden  die  über  die  Kurven- 
systeme P,  Q  aufgestellten  Sätze  im  wesentlichen  auch  gelten,  d.  h.  soweit 
sie  bloße  Lagenverhältnisse  betreffen.  Unsere  Flächen  sind  an  sich  Aggregate 
ebener  Blätter  und  müssen  also  an  den  Randkurven,  in  welchen  zwei 
verschiedene  Blätter  zusammenhängen,  mit  unendlich  großer  Krümmung 
gedacht  werden.  Inzwischen  ist  es  vorteilhaft,  sich  die  betr.  Flächen  als 
stetig  gekrümmte,  im  Räume  gelegene  Flächen  vorzustellen,  von  welchen 
die  betr.  ebene  Figur  nur  eine  orthogonale  Projektion  gibt,  bei  der 
sich  an  den  Randkurven  Verkürzungen  einstellen.  Diese  räumlichen 
Flächen  werden  von  den  Kurven  P,  Q  in  der  Art  je  einfach  überdeckt, 
daß  sich  die  beiden  Kurvenscharen  überall,  freilich  nicht  rechtwinklig,  aber 
unter  endlichem  Winkel  durchschneiden  (vgl.  die  Bemerkungen  von  mir  bei 
Harnack,  a.  a.  0.,  S.  31  Fußnote).  In  den  Verschwindungspunkten  des 
Differentials  werden  sich  zwei  Kurven  P  und  zwei  Kurven  Q  kreuzen;  die 
Kurven  P  werden  die  Kurven  Q  voneinander  trennen.  In  den  Unendlich- 
keitspunkten werden  die  Kurven  Q  nach  wie  vor  von  allen  Seiten  zu- 
sammenlaufen; und  die  Kurven  P  werden  diese  Punkte  mit  immer  enger 
werdenden  Ovalen  umgeben.  Daß  auf  geschlossene  Kurven  P,  Q  zunächst 
weitere  geschlossene  folgen,  bleibt  richtig,  usf.  ^). 

^)  [Entsprechend  kann  man  natürlich  alle  P]nt Wicklungen  der  Funktionentheorie 
auf  unsere  neuen  Flächen  übertragen.  Ich  will  zur  Klarstellung  des  Sachverhaltes 
hier  doch  hinzufügen,  was  aus  den  C  au  chy  -  Riemannschen  Differentialgleichungen 
wird.  Sei  fn  {Ui,u.y,u^)  =  0  die  Gleichung  der  vorgegebenen  Kurve  n-ter  Klasse 
in  Linienkoordinaten.  Um  die  Differentialgleichungen  der  von  einem  Punkte  x  an 
die  Kurve  laufenden  Tangenten  zu  haben,  wird  man  hier  die  u  durch  die  entsprechenden 

Unterdeterminanten  der  Matrix      f^  .^'"   ,^'^  I  ersetzen.    Man  möge  ferner,  um  über- 

I  dxi  dx.y  dx.^  i 

zählige  Koordinaten  zu  vermeiden  und  übrigens  den  äußeren  Anschluß  an  die  in  der 
Funktionentheorie  übliche  Bezeichnung  zu  haben,  x^  =  1,  dj;^  =  0  nehmen  und  für 
x\,  x.,  bez.  p,  q  schreiben.  Wir  erhalten  so  eine  Gleichung  f(p,  q,  dp,  dq)  =  0,  die 
in  den  dp,  dq  homogen  vom  n-ten  Grade  ist.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wird 
sich  dann,  nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra,  für  jedes  Wertsystem  p,  q  in 
homogene,  reelle  Faktoren  ersten  und  zweiten  Grades  in  dp  und  dq  zerlegen  lassen.  Zu 
jedem  Paare  zusammengeordneter  Blätter  unserer  Riemannschen  Fläche  wird  ein 
solcher  quadratischer  Faktor  gehören,  der  E  dp- +  2  F dp  dq-\-G  dq'^  geschrieben 
werden  mag  (wobei  die  E ,  F,  G  nur  bis  auf  einen  beliebig  anzunehmenden  gemein- 
samen Faktor  bestimmt  sein  werden);  entlang  der  beiden  Blätter  ist  er  im  Reellen 
unzerlegbar,  verliert  aber  seinen  definiten  Charakter,  wenn  wir  an  die  Randkurve, 
welche    die    beiden   Blätter  verbinden    mag,    hinangehen  oder  gar  sie   überschreiten. 
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§2. 

Das  Logarithmus-Integral  beim  Kegelschnitt. 

Es  seien  it^,  u.^,  u.^  die  homogenen  Koordinaten  der  geraden  Linie, 
f(y^  =  0  sei  die  Gleichung  eines  als  Klassenkurve  aufgefaßten  Kegelschnitts. 
Dann  sind  die  einfachsten  Integrale,  welche  längs  desselben  erstreckt 
werden  können,  in  der  Form  enthalten: 


c,  Ua  du,. 


{a^u^  +  «2^2  +  «3^3)  \<^i  ^  +  ^2  ^  '^^'^du 


IL 


IL 


Jl  cudu I 
Ua-SCifi' 


Wird  der  Punkt  Ua  =  ()  als  nicht  dem  Kegelschnitte  angehörig  voraus- 
gesetzt, so  besitzt  das  Integral  zwei  einfache  Unendlichkeitsstellen,  entspre- 
chend den  beiden  Tangenten,  die  man  von  dem  Punkte  an  den  Kegelschnitt 
legen  kann;  dagegen  gibt  es  keine  Verschwindungspunkte  des  Differentials. 

Es  soll  nun  /"  =  0  als  Ellipse  gezeichnet  sein,  it„  =  0  sei  ein  reeller 
Punkt  außerhalb  derselben.  Dann  mag  eine  solche  Koordinatenbestim- 
mung Z7j,  ZJg,   C/g  eingeführt  werden,  daß 

J7^  =  0|   die    Berührungspunkte    der   beiden   von   -m«  =  0    ausgehenden 

ü.  =  0}  Tangenten, 

C/g  =  0  den  Punkt  i*«  =  0  selbst  vorstellt. 

So    wird   bei    geeigneter  Bestimmung    der  Faktoren   der  Kegelschnitt   die 
Gleichung  erhalten: 

während  das  Integral  die  Form: 


0 


I 


CUdU 


angenommen  hat.     Setzt  man  (7^  =  0,  C2  =  0,  so  bekommt  man: 
CU^  dü,-U,dU,        ru,  dU,-U,dü,       1  ,       U,        j^ 

J.  — Ti^cTi —  =  J  —-2ü,ü,     ==  -2  i«g  C7.;  +  ^' 

wo  die  Integrationskonstante  K  weiterhin  gleich  Null  gesetzt  werden  soll. 


Wie  immer  sich  dies  im  einzelnen  gestalten  mag,  als  Funktion  u  +  iv  auf  unserer 
Fläche  wird  zu  betrachten  sein,  was  innerhalb  der  einzelnen  Blätter  den  zugehörigen 
Differentialgleichungen  genügt: 

^-r-pf      - 

dq  dp  ou 

Jq 


du 
dp 


yjEO 


dp 


cq  dp 


Wegen  der  genaueren  Ausführungen  verweise  ich  hier  kurzweg  auf  den  Bd.  3  dieser 
Gesamtausgabe.     K.  1 
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Die  Werte,  ivelche  das  auf  diese  Weise  gewonnene  Integral 

llog^^P  +  iQ 

bei  seiner  Ausbreitung  über  die  zur  Ellipse  gehörige,  das  Innere  der- 
selben doppelt  überdeckende  Riemannsche  Fläche  annimmt,  insbesondere 
die  Kurvensysteme  P  =  C,  Q  =  C\  sollen  jetzt  untersucht  werden. 

Zu  dem  Zwecke  setze  ich  die  Koordinaten  Uc^,   U^  einer  komplexen 
Tangente  des  Kegelschnittes  gleich: 

.  *^  Üq  =  Q  (cos  (p  -}-  i  sin  (p); 

dann  wird,  vermöge  der  Kegelschnittgleichmig : 

Uj^  =  Q^  {cos  2(p -{- i  sin  2(p). 

Der  reelle  Punkt,  welcher  dieser  komplexen  Tangente  angehört  und  der 
sie,  als  Punkt  der  Riemann sehen  Fläche  gedacht,  repräsentiert,  wird  den 
beiden  Gleichungen  genügen: 

Q ^  cos  2  (p ' Xj^  -{-  x.y  -j-  Q ■  cos  cp-x^  =  0, 
q"'^  sin  2(p-X-^^-{-   '   -i- Q' sin  (p-x^  =  0. 
Hieraus  ergibt  sich: 

x^ :  x^  :  x^  =  1  :  Q- :  —  2  Q  cos  99 


und 


-y- ,       cos  99  -^  - 1  •  -7-  V" 


Andererseits  aber  ist  unser  Integral: 
so  daß  also: 


I  log  [^)  =  pJriQ  =  log  g  +  i<p, 


P=logo,  Q  =  (p. 

Die   Kurven    P  =  C,  Q  ^^  C    genügen    daher    auch   Gleichungen    der 

IForm  Q  =  C,  (p=C'  oder    ^^  =  C,     "'^    =  C . 
X.y  X^   X.j 

Die  Kurven  P  ^C  werden  also  vorgestellt  durch  Stücke  von  geraden 
Linien,  die,  verlängert  gedacht,  durch  den  Punkt  ü^  hindurchgehen.  Die 
Kurven  Q  ^=^C'  bilden  Bestandteile  von  Kegelschnitten,  ivelche  die  gegebene 
Ellipse  in  den  Punkten  U^,  U.^  berühren. 
^  Diese  Verhältnisse  sind  auf  der  umstehenden  Fig.  1  erläutert. 
r  Man  hat  die  geraden  Linien  P  =  C  aufzufassen  als  Kurven,  die  so- 
wohl auf  der  Vorderseite  als  auf  der  Rückseite  des  elliptischen  Doppel- 
blattes   verlaufen.     Denkt    man   sich   das  letztere  räumlich,    als  Ellipsoid, 
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SO  umgeben  diese  Kurven  die  beiden  Unendlichkeitsstellen  U^^ 
mit  immer  enger  werdenden  Ovalen.  Ich  nenne  diese  Kurven,  sowie  auch 
später  ähnlich  gelegene  Kurven  bei  komplizierteren  Flächen,  Meridian- 
kurven. —  Die  Kurven  Q  =  C'  liegen  entweder  ganz  auf  der  Vorderseite 
oder  ganz  auf  der  Rückseite  der  Fläche  und  ziehen  sich  von  einer  Un- 
endlichkeitsstelle zur  anderen  hin.  Zu  ihnen  gehören  namentlich  auch  die 
beiden  Segmente,  in  welche  die  gegebene  Ellipse  durch  die  beiden  Un- 
endlichkeitspunkte zerlegt  wird,  sowie  die  geradlinige  Strecke,  welche  diese 
Punkte    verbindet.     Längs    des    einen    Segmentes    finden   sich    die   reellen 

Werte  des  Integrals,  oder  allge- 
mein diejenigen,  deren  imaginärer 
Bestandteil  ein  ganzzahliges  Multi- 
plum  von  +  2  ^7r  beträgt.  Die 
Punkte  des  anderen  Segmentes  er- 
halten Argumente  mit  dem  imagi- 
nären Bestandteile  in,  resp.  unter 
Fig.  1.  A*    eine    ganze    Zahl    verstanden 

*jr(±2ÄJ+l).     Endlich,    längs 
der  geradlinigen  Strecke  sind  solche  Werte  verteilt,   welche  modulo  2  in, 

den  imaginären  Bestandteil  -^  oder  —^  aufweisen.     Die  ersteren  mögen 

der  betr.  Strecke  beigelegt  werden,  sofern  sie  auf  der  Vorderseite  der 
Riemannschen  Fläche  gedacht  wird,  dann  finden  die  anderen  ihre  Re- 
präsentation an  den  entsprechenden  Stellen  der  Rückseite.  Durchläuft 
man  eine  Meridiankurve,  am  Segmente  der  reellen  Argumente  beginnend, 
über  die  Vorderseite  der  Fläche  hin  und  dann  über  die  Rückseite  zum 
Ausgangspunkte  zurück,  so  wächst  nach  dieser  Festsetzung  das  Integral 
um  -\-2in.  Die  Periode  tritt  also  positiv  zu,  wenn  man  den  negativen 
Unendlichkeitspunkt  in  einem  Sinne  umkreist,  der  für  einen  außenstehenden 
Beobachter  mit  dem  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr  übereinstimmt.  Diese, 
übrigens  willkürlich  aufgestellte,  Regel  soll  weiterhin  immer  festgehalten 
w.erden.  —  Noch  mag  hervorgehoben  werden,  daß  die  Kurven  Q  =  C\ 
abgesehen  von  der  eben  besprochenen  geradlinigen  Strecke,  die  gegebene 
Ellipse  in  den  Unendlichkeitsstellen  alle  berühren.  Dies  hat  in  der  Tat 
zur  Folge,  wie  es  nach  §  1  sein  soll,  daß,  bei  der  räumlich  gedachten 
Fläche,  die  Kurven  Q  ^=  C'  durch  die  Unendlichkeitspunkte  von  allen  Seiten 
hindurchlaufen. 

Die  hiermit  vorgetragenen,  auf  den  einzelnen  Kegelschnitt  bezüglichen 
Entwicklungen,  die  wir  als  Einleitung  zum  folgenden  hier  vorangestellt 
haben,  sind,  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus,  bereits  von  Herrn  Har- 
nack    [Math.  Annalen,   Bd.  9  (1875),   S.  407]    gegeben    worden.     Sie    er- 
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scheinen  bei  ihm  als  ein  besonderer  Fall  umfassenderer  Sätze,  die  sich  auf 
das  überall  endliche  elliptische  Integral  bei  Kurven  dritten  Grades  be- 
ziehen. Die  Art  und  Weise,  vermöge  deren  er  von  der  allgemeinen  Kurve 
dritter  Klasse  hinabsteigt  zu  der  besonderen  Kurve,  die  aus  einem  Kegel- 
schnitte und  einem  Punkte  besteht,  ist  [die  Umkehr]  der  weiterhin  von 
uns  eingehaltenen  Methode,  von  einem  Kegelschnittpaare  zur  allgemeinen 
Kurve  vierter  Klasse  aufzusteigen.  Es  würde  zu  weit  führen,  diese  Ana- 
logie weiterhin  fortwährend  hervortreten  zu  lassen;  ich  beschränke  mich 
also  auf  das  hier  gegebene  Zitat. 

§3. 
Integrale  beim  Kegelschnittpaare. 

Es  mögen  jetzt  zwei  Ellipsen  gegeben  sein,  die  kongruent,  konzentrisch 
und  unter  90  Grad  gegeneinander  gekreuzt  sind.  Ihre  Gleichungen  seien, 
in  rechtwinkligen  Linienkoordinaten: 

V^  =  0,     ;^  =  0, 
wo  y^  =  a^  u''^ -\- h'^  V' —  w^ ^ 

^u^  ^  a"  V-  —  w . 
So  soll  die  Vereinigung  beider: 

9^  =  0     {(p=^xp'x) 

als  Kurve  vierter  Klasse  betrachtet  werden,  und  bei  ihr  mögen  wir  einige 
derjenigen  Integrale  studieren,  die  bei  der  allgemeinen  Kurve  vierter 
Klasse  (die  keine  Doppeltangente  hat)  als  Integrale  erster  Gattung  be- 
zeichnet werden.     Dieselben  haben  die  Gestalt: 

Cudu  I  -Ua 


J 


(statt  u^,  u.y,  u^  ist  natürlich  bez.  u,  v,  w  zu  schreiben).  Sie  enthalten  drei 
wesentliche  Konstante,  die  Koeffizienten  a  des  Zählers;  der  Punkt  Ua  =  0 
soll  der  ,,NuUpunkt  des  Integrals"  genannt  werden. 

Diese  Integrale  haben,  ausgedehnt  über  die  Riemannsche  Fläche  der 
Kurve  (p  =  ip  j^  =  0  (die  Fläche  besteht  aus  den  beiden  elliptischen  Doppel- 
blättern yj  und  /),  im  allgemeinen  acht  (einfache)  Unendlichkeitsstellen, 
die  acht  Berührungspunkte  der  vier,  yj  und  x  gemeinsamen  Tangenten; 
ihr  Differential  ferner  hat,  im  allgemeinen,  vier  einfache  Verschwindungs- 
punkte,  diejenigen,  welche  die  vier  Tangenten  repräsentieren,  die  man  von 
dem  „Nullpunkte"  a  an  das  Ellipsenpaar  legen  kann.  Man  kann  diese  Ver- 
schwindungspunkte  dazu  benutzen,  um  vier  der  Unendlichkeitsstellen  zu 
zerstören;  man/hat  zu  dem  Zwecke  den  ,,, Nullpunkt"  a  nur  in  einen  der 
sechs  Kreuzungspunkte  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  von  i/;  und  x  zu 


ischauliche 


legen.     Das  Integral  hat  dann  nur  noch  vier  und  also  auf  dem  einzeln^en" 
elliptischen   Doppelblatte    nur  noch  zwei   Unendlichkeitspunkte,    reduziert 
sich  also,   nach  bekannten  Sätzen,   für  jede  der  beiden  Ellipsen  auf  einen 
Logarithmus,  der  bereits  betrachteten  Art. 

Von  den  genannten  sechs  Kreuzungspunkten  der  vier  gemeinsamen 
Tangenten  wollen  wir  die  vier  im  Endlichen  gelegenen  als  ,, Nullpunkte  von 
Integralen"  benutzen.    Die  Gleichungen  dieser  Punkte  sind: 


Dementsprechend  sei  gesetzt: 


0, 


0. 


J 
J 


b^-v  +  w) 


Zugleich  werde  folgende  Bezeichnung  eingeführt.    Die  beiden  Ellipsen 
werden  durch  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  je  in  vier  Seg- 


Fig.  2. 

mente  zerlegt.  Wir  bezeichnen  dieselben  als  S^ ,  S.^ ,  S,^ ,  S^  in  der  Art,  daß 
das  Segment  Ä^  dem  „Nullpunkte  des  Integrals  J,"  abgewandt  liegt  (Fig.  2). 
Die  gemeinsamen  Tangenten  selbst  sollen  tj^^,  t^^^,  t.^^,  t^^  genannt 
werden:  ^.^,  wenn  sie  in  einem  Punkte  berühren,  der  das  Segment  S-  von 
dem  Segmente  S,.  trennt. 
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Die  schon  genannte  Reduktion  der  (an  der  einzelnen  Ellipse  hin- 
erstreckten) Integrale  J  auf  Logarithmen  mag  jetzt  an  dem  Beispiele  des 
Integrals  J^  und  der  Ellipse  xp  durchgeführt  werden. 


Vermöge  ^  =  0  ist  (Pi=^  X'V^i^   andererseits : 


X  =  b^u^  -\-  a-'v^  —  w^  = 


b' 


{(a 


6-)«^-- w;n 


Daher  nimmt  das  Integral  J^ ,  indem  sich  die  lineare  Funktion  des  Zählers 
gegen  den  Nenner  forthebt,  folgende  Gestalt  an: 


J. 


-6^ 


c  u  du 
c'  V  dv 
c"  w  dw 


^  ^  \    du  dv 


dw 


ll  Um  dasselbe  weiter  zu  vereinfachen,  führe  man  ein  neues  Koordinaten- 

system ein,  dessen  Ecken  sind:  die  beiden  Berührungspunkte  der  beiden 
nicht  durch  den ,, Nullpunkt  vonj^"  gehenden  gemeinsamen  Tangenten  mit  yj 
und  der  Kreuzungspunkt  dieser  Tangenten,  der  „Nullpunkt  von  J«"-  Dem- 
entsprechend setze  man: 


W^Va^^A^b'-u-         - 


w 


(Substitutionsdeterminante  =— 2&*).  Durch  dieselbe  Substitution,  ver- 
möge deren  hier  U,  V,  W  aus  u,  v,  w  entstehen,  mögen  aus  den  Kon- 
stanten c,  c',  c"  neue  Konstanten  C,  G\  C'    hervorgehen.     So  ist: 


c    u 

du 

C   V 

dV 

&'  w 

dW 

=  -2b 


c  u  du 
c'  V  dv 
c"  w  dw 


Andererseits  findet  man: 

UV  -a''W''^W=  -6^(a-i*^  +  &'^'- 
und  also: 

dU    '  dV     '  dW  \    du    ' 

Daher  wird: 

oder,  indem  wir  (7=0,  ö'  =^  0  setzen : 


w"") 


-6-- 


dv     ' 


dw 
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1^ r  udv-vdu 

_  l r  UdV-VdU 

""4^a--&2)J  UV 

welches  die  gewünschte  Keduktion  ist.    Die  Integrationskonstante  K  wer- 
den wir  weiterhin,  wie  früher,  gleich  Null  setzen. 

Es  wird  für  das  Folgende  vorteilhaft  sein,  Integrale  zu  haben,  die 
mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  auch  im  Zahlenfaktor  über- 
einstimmen.    Wir  werden  also  als  Normalintegral  definieren: 

/.  ^  -  2(a^  -  ö  V.  -  -  2(a^  -  ,.) p<^^lS^-^^  . 

Längs  der  Ellipse  ip  erstreckt,  ist  dasselbe,  wie  wir  der  größeren  An- 
schaulichkeit wegen  noch  einmal  hersetzen: 


=  +  J  log  ^ , --"  } 


Längs  der  Ellipse  x  =  ^  erstreckt,  hat  es  den  Wert,  der  sich  durch 
Vertauschung  der  Buchstaben  a,  b  und  Zeichenwechsel  ergibt: 

~        ^  yb^^u-a^v-yla^  +  V-w]' 

Entsprechend  definieren  wir  drei  weitere  Normalintegrale'. 
j^    =-2(a^^-  6^)  f  lc^du\(-^^^+b^-u  +  w) 

^  \  =  —  2  (b'^  —  a^)  (   \(^ud'^\  {±\'a^  +  b^-v-i-w) 

Dabei  hat  man: 

dl^  +  ^/,  +  dl^  +  dl,  =  0, 

und  also,  unter  x  eine  beliebige  obere  Grenze  verstanden: 

Ii  + 12  +  I^  +  /r  =  Const. 

[wo  Const.  von  der  Verabredung  über  die  untere  Grenze  abhängt]. 

§4. 

Verteilung  der  Parameterwerte. 

Die  Werte,  welche  das  einzelne  Integral  /^  bei  Hinerstreckung  über  die 
Rie mann  sehen  Flächen  der  Ellipsen  1/;,  ;^  annimmt,  ergeben  sich  nunmehr 
einfach  nach  Anleitung  des  §  2.    Die  untere  Grenze  des  Integrals  ist  dabei, 
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i 


Ul 


dem  Umstände  entsprechend,  daß  die  Integrationskonstante  K  unterdrückt 
wurde,  sowohl  auf  y>  als  auf  x  ^^  ^^^  Mittelpunkt  desjenigen  Segmentes  Sj. 
zu  verlegen,  welcher  mit  I^  den  Index  gemein  hat.  So  ergibt  sich  z.  B. 
beistehende  Figur  für  I^ ,  in  der  nur  an- 
gegeben ist,  wie  groß  der  imaginäre  Be- 
standteil von  /j  (modulo  2iji)  für  die 
verschiedenen  Segmente  S  ist,  und  in 
welchen  Punkten  /^  positiv,  in  welchen 
es  negativ  unendlich  wird  (Fig.  3). 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  das  Ver- 
halten der  vier  Integrale  in  dieser  Be- 
ziehung zusammengestellt.  Die  mit  Sj^ 
überschriebenen  Kolonnen  geben  den  ima- 
ginären Bestandteil  der  betr.  Integral- 
werte, modulo  2  in.  In  den  Kolonnen  L, 
finden  sich  diejenigen  Vorzeichen  ange- 
geben, welche  die  Integrale,  für  welche 
die  Berührungspunkte  von  t^^  Unendlich- 
keitspunkte sind,  in  diesen  Unendlichkeitspunkten  annehmen.  Das  obere 
Vorzeichen  bezieht  sich  auf  den  Berührungspunkt  mit  yj,  das  untere,  not- 
wendig entgegengesetzte,  auf  den  Berührungspunkt  mit  x- 


Fig.  3. 


s. 

s. 

«3 

8. 

«13 

«.4 

h. 

h. 

h 

0 

in 

in 

in 

± 

T 

' 

• 

h 

in 

0 

in 

in 

• 

' 

+ 

± 

h 

in 

in 

0 

in 

T 

± 

h 

in 

in 

in 

0 

• 

± 

T 

(Man  findet  für  die  oben  unbestimmt  gelassene  Konstante: 
Ii  + 12  + 1^  +  /f  ==  i^  ( mod  2  in ).) 

Betrachten  wir  jetzt  die  verschiedenen  Meridiankurven,  welche  man 
auf  dem  elliptischen  Doppelblatte  \p  oder  auch  auf  x  ziehen  kann.  Die- 
selben ordnen  sich,  sofern  man  die  vier  Berührungspunkte  der  Tangenten 
t^^  als  unüberschreitbar  betrachtet,  in  sechs  Klassen  ein,  je  nach  den  beiden 
Segmenten  der  umgrenzenden  Ellipse,  welchen  sie  begegnen.  Heißen 
die  letzteren  8^  und  8^,  so  soll  die  Meridiankurve  h^^  genannt  werden. 
Diesen  h^^  legen  wir,  vermöge  einer  willkürlichen  Festsetzung,  je  einen 
positiven  Sinn  bei,  wie  dies  in  der  folgenden  Fig.  4  (in  der  die  Pfeile 
sich  auf  die  Vorderseite  beziehen  sollen)  für  die  Ellipse  t/>  geschehen  ist. 
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Die  betr.  Festsetzung  für  das  Doppelblatt  %  werde  ähnlich,  aber  [hin- 
sichtlich der  Richtung]  gerade  umgekehrt  getroffen. 

Führt  man  dann  an  den  verschiedenen  h^^ 
die  Integrale  /  in  positiver  Richtung  entlang,  so 
ergeben  sich  Periodizitätsmoduln  0  oder  +2^:7^;, 
wie  sie  in  der  folgenden  Tabelle  vereinigt  sind. 
Diese  Tabelle  gilt  gleichmäßig  für  ^)  und  % ,  inso- 
jij     4  fern  zusammengehörige  Unendlichkeitspunkte  bei 

\p  und  1  entgegengesetzte  Vorzeichen  der  bez.  un- 
endlich werdenden  Integrale  aufweisen: 


K 

^3 

&,, 

\. 

h. 

K 

h 

0 

-2i7r 

—  2  in 

+  2  in 

0 

0 

h 

-  2  in 

0 

+  2  in 

0 

+  2  in 

0 

h 

+  2i7t 

+  2  171 

0 

0 

0 

+  2  in 

I* 

0 

0 

0 

-  2*71 

-2  in 

—  2  in 

Diese  Tabelle  bestätigt  die  folgenden,  auch  unmittelbar  aus  der  Figur 


ersichtlichen  Relationen  zwischen  den  h 


ik' 


^12   =  \z  -  hs  = 

-K  +  K^ 

K  =-  ^13  +  ^14  = 

&23  +  ^24  • 

§5. 

Ableitung  von  Kurven  vierter  Ordnung  aus  dem  Ellipsenpaare. 
Einteilung  der  Kurven  vierter  Ordnung. 

Bei  den  nun  folgenden  Erörterungen  mag  zunächst  von  Ordnungs- 
Kurven  die  Rede  sein;  man  faßt  die  bei  ihnen  auftretenden  Vorkommnisse 
leichter  auf  und  kann  sie  prägnanter  bezeichnen.  Dem  Studium  der 
Integrale  legen  wir  indeß  immer  die  Klassenkurven  zugrunde;  wir  haben 
daher  später  die  jetzt  abzuleitenden  Resultate  von  den  Ordnungskurven 
auf  sie  zu  übertragen. 

Es  sei  also  jetzt  ein  Ellipsenpaar  in  Punktkoordinaten  gegeben: 

0,  x'  =  o. 


w 


wo 


So  wird  man  aus  ihm  durch  den  bekannten  Prozeß  der  Auflösung  der 
Doppelpunkte  im  ganzen  sechs  vei'schiedene  Kurven  vierter  Ordnung  der 
Art  nach  erzeugen.    Fünf  derselben,  deren  Betrachtung  weiterhin  ausreicht, 
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sind  in  den  folgenden  Fig.  5  bis  9  schematisch  dargestellt.  Ich  bezeichne 
Fig.  5,  7,  9,  8  bez.  als  vier-,  drei-,  zwei-,  einteilige  Kurve,  Fig.  6  als  Gürtel- 
kurve (vgl.  Zeuthen:  Sur  les  foimes  differentes  des  courbes  du  quatrieme 
ordre,  Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874)).  Daß  diese  Kurventypen  existieren 
und  in  der  Tat  aus  dem  Ellipsenpaare  abgeleitet  werden  können,  geht  aus 
den  sonst  bekannten  Untersuchungen  hervor.  Indes  will  ich  hier  ausdrücklich 
bezügliche  Gleichungen  zusammenstellen,  damit  zu  einer  am  Beispiele  zu 
leistenden,  rechnerischen  Durchführung  der  weiterhin  anzustellenden  Be- 
trachtungen alle  Elemente  gegeben  seien. 

Es  sei  e  eine  sehr  kleine  Konstante.     Dann  wird  die  Gleichung 


<P   =W  X 


€  =  0, 


da  die  betr.  Kurve  mit  dem  Ellipsenpaare  keinen  reellen  Punkt  gemein 
haben  kann,  je  nachdem  e  negativ  oder  positiv  ist,  eine  vierteilige  Kurve 
oder  eine  Gürtelkurve  darstellen  (Fig.  5  und  6). 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Um    ferner   eine   dreiteilige  Kurve   oder   eine  einteilige   zu  gewinnen, 
schlage    man    um    den    auszuzeichnenden    Durchschnittspunkt    von    xp\  y' 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


sinen  kleinen  Kreis,   der,  unter  q  eine  kleine  Größe  verstanden,  die  Glei- 
chung haben  wird: 

l'  =  (x-  --.  LJ\  +  (y  -  ^=i=V-  e'  =  0 
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und  betrachte  die  Kurven: 

Für  negatives  e  kommt  die  dreiteilige,  für  positives  die  einteilige 
Kurve  (Fig.  7  und  8). 

Eine  zweiteilige  Kurve  endlich  ist,  unabhängig  von  dem  Vorzeichen, 
welches  man  e  erteilen  mag,  durch 

(p'  =  w' x'  ~  ^y  =  0 
vorgestellt  (Fig.  9). 

Die  so  erzeugten  Kurven  vierter  Ordnung  repräsentieren  fünf  von  den 
sechs  Arten,  in  welche  man  die  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  Doppel- 
punkt nach  der  Zahl  und  Lage  der  bei  ihnen  vor- 
handenen Züge  einteilen  kann.  Die  sechste  Art, 
die  wir  hier  nicht  erhielten  und  die  deshalb  auch 
weiterhin  ausgeschlossen  bleiben  mag,  ist  die 
imaginäre  Kurve,  d.  h.  diejenige,  die  keine  reellen 
Züge  enthält.  (Auch  ihre  Gleichung  denke  ich 
mir  weiterhin,  wenn  gelegentlich  von  derselben 
die  Rede  ist  [wie  der  Deutlichkeit  wegen  aus- 
drücklich bemerkt  sei],  mit  reellen  Koeffizienten.) 
Fig.  9.  Eine  wesentliche  Eigenschaft  dieser  Eintei- 

lung der  Kurven  vierter  Ordnung  in  sechs  Arten 
ist  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochen,  der  weiterhin  eine  fundamentale 
Bedeutung  für  die  Tragweite  unserer  Untersuchungen  gewinnt: 

Von  jeder  allgemeinen'^)  Kurve  vierter  Ordnung  kann  man  zu  jeder 
anderen,  die  derselben  Art  angehört,  durch  allmähliche  reelle  Änderung 
der  Konstanten  übergehen,  ohne  daß  bei  dem  Übergangsprozesse  Kurven 
mit  Doppelpunkt  oder  gar  allgemeine  Kurven,  die  einer  anderen  Art 
angehören,  überschritten  zu  werden  brauchten. 

Ein  direkter  Beweis  dieses  Satzes  hat  keine  Schwierigkeit,  aber  er 
ist  weitläufig.  Es  soll  hier  von  einem  solchen  Beweise  um  so  mehr  Ab- 
stand genommen  werden,  als  die  bei  ihm  nötig  werdenden  Betrachtungen 
mit  denjenigen,  die  im  gegenwärtigen  Aufsatze  zu  entwickeln  sind,  wenig 
Beziehungspunkte  haben.  Dagegen  sei  angedeutet,  daß  man  ihn  vermöge 
kurzer  Zwischenbetrachtungen  führen  kann,  wenn  man  auf  frühere  Unter- 
suchungen von  Zeuthen  und  mir  zurückgreift.  Ich  habe  [inAbh.  XXXV, 
S.  24,  25]  gezeigt,  daß  ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  die  fünf  Arten,  welche 
man  nach  Schlaf li  bei  den  allgemeinen  Flächen  dritter  Ordnung  zu  unter- 


^)  Als  „allgemeia"  sind  hier  die  Ordnungskurven  ohne  Doppelpunkt,  später  die 
Klassenkurven  ohne  Doppeltangente  der  Kürze  wegen  bezeichnet. 
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scheiden  hat.  Es  hat  dann  Zeuthen  bewiesen  (Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874), 
S.  428),  daß  die  Arten  der  Kurven  vierter  Ordnung  den  fünf  Flächenarten 
in  sehr  einfacher  Weise  entsprechen.  Projiziert  man  die  F^  von  einem 
ihrer  Punkte  aus  stereographisch  auf  eine  Ebene,  so  tritt  als  scheinbare 
Umhüllung  bei  den  Arten  I,  II,  III,  IV  von  Schläfli  eine  vierteilige, 
drei-,  zwei-,  einteilige  Kurve  vierter  Ordnung  auf.  Die  Art  V  ergibt,  bei 
analoger  Konstruktion,  je  nachdem  man  den  Projektionspunkt  auf  ihrem 
unpaaren  oder  paaren  Teile  annimmt,  die  Gürtelkurve  und  die  imaginäre 
Kurve.  Umgekehrt  kann  auch  jede  Kurve  vierter  Ordnung  aus  der  ent- 
sprechenden Flächenart  in  der  angegebenen  Weise  gewonnen  werden.  Hierin 
liegt  der  von  uns'  gewünschte  Beweis.  Um  ihn  völlig  zu  führen,  hat  man 
nur  noch  die  Modifikationen  zu  untersuchen,  welche  die  scheinbare  Um- 
hüllungskurve erfährt,  wenn  der  Projektionspunkt  auf  der  fest  gedachten 
Fläche  beliebig  verschoben  wird.  Aber  auch  dieses  hat  Zeuthen  aus- 
geführt [Etudes  des  proprietes  de  Situation  des  surfaces  cubiques;  Math. 
Annalen,  Bd.  8  (1874/75)]. 

Als  irrelevant  wird  bei  der  hier  festgehaltenen  Einteilung  der  C^ 
eine  Änderung  der  Kurve  betrachtet,  die  Zeuthen  in  seiner  Diskussion 
der  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Kurven  vierter  Ordnung  (a.a.O.)  ausführlich 
untersuchte  und  deren  Analogon  bei  Kurven  n-ter  Ordnung  ich  zum 
Gegenstande  einer  neuerlichen  Mitteilung  machte  [vgl.  Abh.  XXXVII, 
S.  78ff.].  Es  kann  eintreten,  daß  zwei  Wendungen  der  Kurve,  die  reell 
waren,  zusammenrücken  und  imaginär  werden,  oder  umgekehrt,  daß  zwei 
neue  reelle  Wendungen  entstehen,  indem  zwei  imaginäre  sich  vorab  in 
einen  reellen  Punkt  vereinigen.  Gleichzeitig  wechselt  dann  eine  der  vier 
reellen  Doppeltangenten  erster  Art,  welche  die  Kurve  besitzt,  ihre  Be- 
deutung für  die  Kurve.  Hatte  die  Doppeltangente  reelle  Berührungs- 
punkte, so  wird  sie  isoliert;  war  sie  isoliert,  so  erhält  sie  reelle  Berüh- 
rungspunkte. 

Indem  wir  jetzt  die  nunmehr  für  Ordnungskurven  gewonnenen  Resultate 
auf  Klassenkurven  übertragen,  beginnen  wir  mit  einer  Erläuterung  des 
letzterwähnten  Vorkommnisses  und  seiner  Bedeutung  für  die  betr:  Rie- 
m an n sehe  Fläche. 

§6. 

Übertragung  auf  Klassenkurven. 

Der  Änderungsprozeß  der  Klassenkurve,  welcher  hier  zunächst  in  Be- 
tracht kommt,  ist  bekanntlich  der  folgende:  Eine  Kurve,  welche  zwei 
reelle  Spitzen  und  in  deren  Nähe  einen  Selbstüberkreuzungspunkt  besitzt, 
verliert  die  Spitzen  dadurch,  daß  sie  zusammenrücken  und  imaginär  wer- 
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den;  der  Selbstüberkreuzungspunkt  geht  dabei  in  einen  isolierten  Doppel- 
punkt über: 


Fig.  10. 

Man  denke  sich  jetzt  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  konstruiert, 
unter  der  Voraussetzung,  daß  man  es  mit  einer  Kurve  vierter  Klasse  zu 
tun  hat.  So  werden,  im  ersten  Falle,  die  verschiedenen  angrenzenden 
Teile  der  Ebene  mit  einer  Anzahl  von  Blättern  überdeckt  sein,  die  in  der 
Fig.  11  angegeben  ist.     Denn  die  Zahl   der  Blätter    wächst   jedesmal    um 

'     zwei  Einheiten,    sobald    man  von    der  kon- 
^  vexen  Seite  eines  Kurvenzuges  auf  die  kon- 

kave hinübertritt;  sie  kann  ferner  nie  negativ 
und  in  unserem  Falle  nie  größer  als  4  werden. 
Diese  Anzahlen  können  sich  nun  bei  dem 
in  Rede  stehenden  Übergange  für  Stellen, 
die  nicht  in  unmittelbarer  Nähe  der  modi- 
fizierten Singularität  liegen,  nicht  ändern.  Es 
muß  auch  jeder  Weg  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche,  der  nicht  an  die  singulare  Stelle  hinantritt,  nach  der  Um- 
änderung seinen  Charakter  behalten  haben.  Dies  wird  dadurch  möglich, 
daß  der  betr.  Doppelpunkt  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  er  isoliert 
wird,  zu  einem  Doppelverzweigungspunkte  der  Biemannschen  Fläche 
sich  umgestaltet. 

Unter  einem  Doppelverzweigungspunkte  verstehe  ich  dabei  einen 
solchen  Punkt  der  Ebene,  in  welchem  sich  gleichzeitig  zwei  Paare  von 
Blättern  der  Riemannschen  Fläche  verzweigen.  Andere  Verzweigungs- 
punkte können  bei  einer  Kurve,  deren  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten 
besitzt,  nicht  auftreten.  Denn  die  Blätter  der  betr.  Riemannschen 
Fläche  gehören  paarweise  zusammen  (immer  diejenigen  beiden,  welche 
konjugiert  imaginäre  Tangenten  repräsentieren),  und  ein  Vorkommnis, 
welches  sich  in  dem  einen  Blatte  einstellt,  muß  auch  in  dem  zugehörigen 
Blatte  entsprechend  stattfinden  [wegen  aller  dieser  Verhältnisse  vgl.  die 
nachfolgende  Abhandlung  XL:  Über  eine  neue  Art  der  Riemannschen 
Flächen,  II.].  Zu  einer  solchen  Verzweigung  in  einem  isolierten  Doppelpunkte 
ist  aber  deshalb  die  Möglichkeit  gegeben,  weil  die  vier  imaginären  Tangenten, 
die  man  von  unmittelbar  benachbarten  Punkten  der  Ebene  an  die  Kurve 
legen  kann,   für  ihn  paarweise  zusammenfallen  und  also  in  ihm  zweimal 
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zwei  Blätter  der  Riema mischen  Fläche  einen  Punkt  gemein  haben.  Daß 
aber  in  ihm  eine  Verzweigung  entstehen  muß,  erweisen  die  folgenden 
Zeichnungen  (Fig.  12  und  13). 

In  der  ersten  der  beiden  Figuren  ist  die  Fläche  angedeutet,  welche 
zu  der  Kurve  mit  reellen  Spitzen  gehört;  ihren  Blättern  ist,  aus  Symmetrie- 
gründen, eine  solche  Anordnung  gegeben,  daß  sie  sich  in  einer  vom  Selbstüber- 
kreuzungspunkte  ausgehenden  Kurve  durchdringen,  [die  wir  in  den  Fig.  12 
und  13  als  vertikal  nach  unten  verlaufende  Gerade  gewählt  haben].  Außer- 
dem ist  auf  der  Fläche  eine  Kurve  gezogen,  welche  die  singulären  Punkte  mit 
weiter  Schleife  umgibt.  Würde  nun  der  isolierte  Doppelpunkt  zu  keiner  Ver- 
zweigung Anlaß  geben  und  also  bei  der  modifizierten  Fläche  keine  Durch- 
dringung der  Blätter  stattfinden,  so  würde  eben  dieser  Weg  seinen  Cha- 
rakter ändern,    was  nach   dem  obigen  unmöglich  ist.     Man  hat  sich  also 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


die  Vorstellung  zu  bilden,  welche  durch  die  zweite  der  vorstehenden  Fi- 
guren zur  Anschauung  gebracht  werden  soll.  Von  dem  isolierten  Doppel- 
punkte gehen  zwei  gleichlaufende  Verzweigungsschnitte  aus,  von  denen  der 
eine  die  beiden  oberen,  der  andere  (in  der  Figur  nicht  sichtbare)  die 
beiden  unteren  Blätter  verbindet.  Zugleich  ist  deutlich,  wie  die  zweite 
Figur  aus  der  ersten  durch  kontinuierliche  Änderung  entsteht. 

Die  hiermit  erläuterte  Umgestaltung  der  Rie mann  sehen  Fläche  (die 
natürlich  in  dem  hier  geschilderten  Sinne  sowohl  als  im  umgekehrten  vor 
sich  gehen  kann)  ist  nun,  wie  leicht  zu  zeigen,  die  einzige,  die  überhaupt 
auftritt,  wenn  man  die  Konstanten  der  allgemeinen  Kurve  vierter  Klasse 
übrigens  beliebig,  doch  nur  soweit,  ändert,  daß  keine  Kurve  mit  Doppel- 
tangente erreicht  wird. 

Anders  ausgedrückt:  Betrachtet  man  die  betr.  Umgestaltung  der  Rie- 
mannschen  Fläche  als  irrelevant,  so  haben  alle  allgemeinen  Kurven  vierter 
Klasse,  die  zu  derselben  Art  gehören,  identische  R iem an nsche  Flächen. 

Dieser  Satz  gestattet,  dieselben  Schnitte,  welche  wir  weiterhin  an  den 
Riem an n sehen  Flächen  besonders  ausgewählter  Klassenkurven  ausführen 
werden,    an    den    Riemann  sehen   Flächen    aller   Klassenkurven   derselben 
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Art  anzubringen  und  dadurcli  die  Schlüsse,  welche  wir  für  die  speziellen 
Kurven  ableiten,  auf  alle  Kurven  derselben  Art  zu  übertragen.  So  sind 
denn  auch  die  Sätze  der  §§  14,  15,  obgleich  zunächst  nur  für  die  beson- 
deren Kurven  bewiesen,  sofort  für  alle  vierteiligen,  dreiteiligen  usw.  Kurven 
ausgesprochen.  Aber  es  mag  genügen,  diese  Tragweite  der  genannten 
Sätze  hier  behauptet  und  das  Prinzip  des  Beweises  genannt  zu  haben; 
die  unmittelbare  Anschaulichkeit  der  weiteren  Betrachtungen,  die  ich  gern 
festhalten  möchte,  schien  mir  eine  Beschränkung  auf  konkrete  Kurven- 
formen durchaus  zu  verlangen. 


§7. 
Klassenkurven,  die  sich  an  das  Ellipsenpaar  anschließen. 

Diese  besonderen  Kurven,  auf  welche  sich  weiterhin  die  Untersuchung 
beschränken  soll,  sind  diejenigen,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  Ellipsen- 
paare ip,  X  ableiten  lassen,  und  den  Kurven  vierter  Ordnung,  welche  wir 
in  §  5  gewonnen  haben,  dualistisch  entgegenstehen.  [Sie  sind  durch  die 
Fig.  14  bis  18  dargestellt^).]  Die  zugehörigen  Gleichungen  erhält  man  un- 
mittelbar aus  der  in  §  5  angegebenen,  indem  man  x  und  y  durch  —  und  — , 
ip'  und  yj  durch  die  früheren  ip  und  %  ersetzt. 


Fig.  14. 


Fig.  15. 


^)  [Bei  den   Fig.  14,  16,  17,  18  sind  außerdem  die  Asymptoten  gezeichnet,   um 
den  Zusammenhang  im  Unendlichen  klarzustellen.] 
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Was  die  Gestalt  dieser  Kurven  angeht,  so  kann  man  sie  etwa  in 
folgender  Weise  festhalten.  Bei  jeder  Kurve  finden  sich  Stücke,  die  aus 
den  Segmenten  S^,  S.-,,  S.^,  S^    der   Ellipse  ip,    und   solche,    die   aus   den 


Fig.  1«. 


Fig.  17. 


Fig.  1<S. 

Segmenten  der  Ellipse  /  entstanden  sind.  Diese  sind  untereinander  ver- 
bunden durch  Kurvenzüge,  welche  bez.  aus  den  gemeinsamen  Tangenten 
der  beiden  Ellipsen  ^^g,  t^^,  t^.^,  t.^^  hervorgehen,  indem  man,  bei  der  ein- 
zelnen Tangente,  entweder  das  durch  das  Unendliche  hindurch  sich  er- 
streckende Segment  in  zwei  Züge  spaltet  oder  das  im  Endlichen  befindliche 
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(während  man  das  andere  Segment  verschwinden  läßt).  Die  Benennungen /S^,  t^^ 
sollen  dementsprechend  weiterhin  zur  Bezeichnung  der  verschiedenen  Stücke, 
die  man  bei  der  einzelnen  Klassenkurve  unterscheiden  kann,  gebraucht  werden. 
Um  von  den  zugehörigen  Riemannschen  Flächen  eine  möglichst  an- 
schauliche Vorstellung  zu  geben,  habe  ich  in  Fig.  19  eine  ausgeführte 
Zeichnung    beigegeben    (deren    Anfertigung    ich    Herrn    Schleiermacher 


Fig.  19. 

verdanke).  Dieselbe  stellt  eine  vierteilige  Kurve  vor,  welche  so  gewählt 
ist,  daß  ihre  28  Doppelpunkte  alle  ins  Endliche  fallen.  Die  Figur  ist 
folgendermaßen  entworfen  worden.  Wir  haben  zuerst,  unter  Benutzung 
gew.  rechtwinkliger  Koordinaten,  eine  Zeichnung  der  Kurve 

(9 i^^  +  4  v^  —  w^)  (4 -z^^  +  9  v^  -  -m;^)  +  ,5--  w'  ==  0 

ausgeführt,  indem  die  Koordinaten  der  hauptsächlichen  Punkte  berechnet 
wurden.  Sodann  ergab  sich  die  Zeichnung  der  Fig.  19  durch  geeignete 
Zentralprojektion. 
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Auf  jeder  einzelnen  der  Riem an n sehen  Flächen,  welche  zu  den 
Kurven  der  Fig.  14  bis  18  gehören,  wird  man  jetzt  Meridiankurven  kon- 
struieren können,  die  den  b.^,  entsprechen,  welche 
sich  auf  dem  Doppelblatte  ip  befanden,  oder  auch 
den  b.^,  die  sich  auf  ^  bezogen.  Die  b.^^  von  </' 
übertragen  sich  z.  B.  folgendermaßen  auf  die  Rie- 
mannsche  Fläche  der  Gürtelkurve  (Fig.  20). 

Die  linearen  Relationen  zwischen  den  b^^,  wie 
sie  oben  angegeben  wurden,  bleiben  dabei  erhalten. 

Nun  behaupte  ich: 

Die  M^ridiankurven  b-j^,  welche  von  der  El-  pig  20. 

lipse  yj  herstammen,   sind  mit  den  bez.  gleichbe-       • 
nannten  Meridiankurven  b^^,,   die   von   der  Ellipse  %  herüber  genommen 
werden  können,  auf  der  neuen  JRiemannschen  Fläche  äquivalent. 

In  der  Tat,  die  Meridiankurven 

welche  von  ip,  und  die  gleichbenannten,  welche  von  x  herstammen,  gehen, 
auch  dem  Sinne  nach,  ineinander  über,  wenn  man  sie  einfach  längs  der- 
jenigen „Bänder"  der  Riemannschen  Fläche  verschiebt,  die  durch  Spaltung 
der  Tangenten 

'l3  '     *14  '     ^23 '     *24 

entstanden  sind.     Die  Äquivalenz  der  zweierlei 

K.^  ^34 
ergibt  sich  dann  daraus,  daß  sich  dieselben  durch  die  anderen  b^j.  vermöge 
derselben  Gleichungen  linear  ausdrücken. 

Es  wird  daher  gestattet  sein,  im  folgenden  schlechthin  von  Meridian- 
karven  b.j^  zu  reden,  die  auf  unseren  Riemannschen  Flächen  verlaufen; 
auch  der  Sinn,  der  bei  ihnen  als  positiv  gelten  soll,  ist  durch  die  frühere 
Verabredung  gegeben.  •  • 

§8. 
Konstruktion  der  Normalintegrale. 

Die  Art  und  Weise,  vermöge  deren  Clebsch  und  Gordan  die 
Riemannschen  Normalintegrale  erster  Gattung  gewinnen,  mag  für  unseren 
Fall  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Man  ziehe  auf  der  Fläche  drei  {p)  Rückkehr  schnitte,  deren  gleich- 
zeitiges Bestehen  noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  herbeiführt.     Dann  be- 
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stimme  man  drei  Integrale  so,   daß  sie,  an  diesen  Rückkehrschnitten  in 
bestimmtem  Sinne  entlang  geleitet,  die  Perioden  ergeben: 

2i7i  0  0 
0  2iji  0 
0        0      2ijT. 

Sie  können  als  Normalintegrale  genommen  werden. 

Nun  aber  zeigt  sich,  daß  man  auf  vier  verschiedene  Weisen  unter 
den  sechs  Meridiankurven  b-^  drei  solche  heraussuchen  kann,  die  als  un- 
abhängige Rückkehrschnitte  benutzt  werden  können.  Es  sind  das  jedesmal 
diejenigen  b-^^,  welche  einen  Index  gemein  haben.  In  der  Tat,  man  zer- 
schneide die  zu  einer  beliebigen  unserer  Kurven  gehörige  Fläche  längs 
solcher  5^^,  b^^,  b^^,  die  von  der  Ellipse  ip  herstammen.  So  zerfällt  die 
Fläche  noch  nicht.  Das  elliptische  Doppelblatt  yj,  an  sich  genommen, 
wäre  freilich  in  vier  Stücke  zerfallen,  aber  jedes  dieser  Stücke  ist  jetzt, 
vermöge  der  „Bänder"  ^^.^,  an  das  unzerschnittene  Doppelblatt  x  befestigt. 

Wir  werden,  dementsprechend,  jetzt  drei  Normalintegrale  aufsuchen: 
Si5  ^2'  Sü'  welche,  an  b^^,  b.^^,  b^^  in  positivem  Sinne  entlanggeleitet,  die 
Perioden  ergeben: 


K 

K      ^ 

K 

& 

+  2i7l 

0      1 

0 

02 

0 

+  2in\ 

0 

o 

03 


0 


0 


2^: 


Dabei  drängt  sich  von  selbst  der  Satz  auf:  Wenn  man  aus  der  Klassen- 
kurve rückwärts  wieder  das  Ellipsenpaar  yj,  %  entstehen  läßt,  so  gehen 
die  jetzt  gesuchten  Normalintegrale  eben  in  die  früher  von  uns  betrachteten 
{auch  schon  als  Normalintegrale  bezeichneten)  I^,  I^,  /g  über.  Denn 
letztere  verhielten  sich  an  &^^,  b^^,  b^^,  genau  so  wie  wir  es  jetzt  von 
Si.Ss'Ss  fordern. 

Wenn  wir  also  setzen: 


Sfc=J     2'c,y/  {a,^u-\-b^v^c,^w), 


(wo  cp  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Kurve  vierter  Klasse  bedeutet), 
so  folgt:  Solange  cp  nicht  sehr  von  ip'%  verschieden  ist,  können  die  unter 
den  Integralzeichen  stehenden  Ausdrücke 


a,^u  +  b,v  +  c^w 


(Ä;=  1,2,3; 


in  erster  Annäherung  gleich  gesetzt  werden  den  bei  I^ ,  /o ,  /g ,  vorkommen- 
den linearen  Funktionen,  d,  h.  bez. 
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-  2  (a^  -  b'')  (-  Ya^b^-u  -{-w), 

-  2  (&-  -  a')  (+  Vo^+T"- «^  +  w). 
Bezeichnen  wir  wieder  den  Punkt,  dessen  Gleichung  ist 

als  „Nullpunkt  des  betr.  Integrals",  so  können  wir  auch  sagen:  Die  „Null- 
punkte der  gesuchten  Normalintegrale''  liegen  bez.  in  der  Nähe  der  ,, Null- 
punkte der  früher  betrachteten  Normalintegrale''. 

Ehe  wir  diese^Beziehung  weiter  verfolgen,  werden  wir,  der  Symmetrie 
wegen,  neben  ^i?  S2'  Ss  ^^ch  ein  dem  I^  entsprechendes  ^^  einführen. 
Die  im  Zähler  des  zugehörigen  Differentials  auftretende  lineare  Funktion 
wird  nahezu  gleich  gesetzt  werden  können: 

-  2  (6^  -  a-)  (-  V^M^6''"- V  +  w), 
man  wird  die  Relation  haben: 

und  das  Verhalten  der  '^^  an  den  verschiedenen  .Meridiankurven  b^^  wird 
durch  die  früher  für  die  /,.  entworfene  Tabelle  gegeben  sein: 


i    K, 

K 

K 

\. 

K 

hi 

Si 

\     0 

-  2  in 

-2  in 

-j-2in 

0 

0 

& 

—  2in 

0 

+  2  in 

0 

+  2  in 

0 

33 

\  -^^in 

+  2  in 
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0 

-\-2in 

a 

0 

0 

0 

—  2  in 

-2  in 

~  2  in 

.§9. 
Die  Normalintegrale  sind  reell,   llmkehrprobleme  mit  reellen  Lösungen. 

Wir  zeigen  jetzt  zunächst:  die  Normalintegrale  ^  sind  reell,  d.  h. 
ihre  Differentiale  enthalten  nur  reelle  Koeffizienten  und  weichen  also  von 
den  Differentialen  der  /  nur  um  reelle  Korrektionsglieder  ab.  In  der  Tat, 
man  kann  sich  die  3  folgendermaßen  bestimmt  denken.  Es  seien  j^ ,  j^,  j^ 
irgend  drei  unabhängige,  reelle  Integrale  erster  Gattung.  Leitet  man  ein 
solches  Integral  längs  einer  Meridiankurve  b-j.  entlaiig,  so  erhält  man 
immer  eine  rein  imaginäre  Periode.  Die  Meridiankurve  überdeckt  näm- 
lich zweimal  denselben  Weg,  einmal  auf  der  Vorderseite,  das  andere  Mal 
mit  umgekehrtem  Sinne  auf  der  Rückseite  der  Fläche  verlaufend.  Wird 
nun   das   eine  Mal   beim  Hinintegrieren   der  Betrag  a~\-ßi  gewonnen,    so 
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liefert  der  Rückgang,  weil  er  die  konjugiert  imaginären  Werte  aber  im 
umgekehrten  Sinne  überschreitet,  —  a  -\-  ßi,  und  der  Wert  der  ganzen 
Periode  ist  2ßi^  w.  z.  b.  w.  Dementsprechend  mögen  die  Perioden,  welche 
die  jj^  bei  Hinleitung  längs  ö^^,  b,^^,  b^^  erhalten,  ißj^^,  ^ßk2^  ^ßkz  genannt 
sein.     Sei  jetzt  z.  B.  das  gesuchte  Q^ 

=  ^1^1 +^2^2  +  ^3/:^- 

So  wird  man,  aus  den  Perioden  werten,  die  3i  ^^  ^14»  ^24'  ^34  aufweisen 
soll,  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  a  erhalten: 

^1  ^11  +  ^2  ^21  +  ^3  ^31  =  2  TT, 
^1  ßl^  +  0^2/^22  +  ^3  ^32  =     ö    , 

«1/^13  +  ^2/^23  +  ^3^33=   ö  . 

Dies  aber  sind  reelle  Gleichungen;  sie  geben  reelle  Werte  der  a  und  also 
ein  reelles  Normalintegral  ^^. 

Ein  reelles  Integral,  an  einem  reellen  Kurvenzuge  vorbeigeleitet, 
ergibt  offenbar  einen  reellen  Betrag.  Wir  können  daher  folgenden  Satz 
aussprechen  : 

Betrachtet  man  als  untere  Grenze  der  Normalintegrale  ^^  reelle  Punkte 
der  Kurve  vierter  Klasse,  so  erhalten  alle  reellen  Punkte  derselben  Inte- 
gralwerte, die,  modulo  2i7i,  den  imaginären  Bestandteil  0  oder  in  besitzen. 

Jeder  reelle  Punkt  ist  nämlich  von  dem  dann  vorhandenen  Anfanors- 
punkte  der  Integration  zu  erreichen,  indem  man  Stücke  von  reellen  Kurven- 
zügen und  ev.  Stücke  von  Meridiankurven  b-^  durchläuft.  Die  letzteren 
sind  aber  insoweit  ihrer  Erstreckung  nach  bestimmt,  als  sie  immer  von  einem 
reellen  Kurvenzuge  bis  zu  einem  zweiten  reellen  Zuge  hinleiten;  sie  sind 
sozusagen  halbe  Meridiankurven.  Da  aber  das  Durchlaufen  der  ganzen 
Meridiankurve  für  das  Normalintegral  die  Periode  0  oder  ^  ^in  liefert, 
so  ergibt,  wie  aus  dem  analogen  eben  ausgeführten  Beweise  erhellt,  die 
halbe  Meridiankurve  einen  Betrag,  dessen  imaginärer  Teil  0  oder  +  in 
beträgt.    Hierin  liegt  der  Beweis  des  neuen  Satzes. 

An  ihn  können  wir  sofort  eine  sehr  einfache  Untersuchung  knüpfen 
über  die  Realitätsverhältnisse  des  Jak  ob  i  sehen  Umkehrproblems,  eine 
Untersuchung,  die  für  die  weiterhin  abzuleitenden  Resultate  (§14)  von 
wesentlicher  Bedeutung  ist.  Die  unteren  Grenzen  der  Integrale  seien 
wieder  in  reelle  Punkte  der  Kurve  gelegt.  Dann  sollen  drei  Punkte  x,  y,  z 
der  Ri  e  mann  sehen  Fläthe  gesucht  werden,  so  daß 
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wo  die  V  gegebene  Größen  sind.  Es  werde  außerdem  angenommen,  was  für 
das  Folgende  ausreicht,  daß  dies  Problem  nicht  zu  den  unbestimmten 
gehört.  So  behaupte  ich:  das  Punktetripel  x,  y,  z  ivird  dann  und  nur 
dann  reell  sein,  wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v,  modulo  2ijT, 
Null  oder  iji  betragen.  Als  reell  ist  dabei  ein  Tripel  bezeichnet,  wenn 
entweder  alle  Elemente  desselben  reell  sind,  oder  nur  eines,  aber  die 
beiden  anderen  konjugiert  imaginär. 

Der  Beweis  ist  einfach  dieser.  Es  sei  v^=  a^-{-  iß^.  So  betrachten  wir 
ein  zweites  Umkehrproblem,  für  welches  die  gegebenen  Größen  V]c  =  cCj.  —  iß^, 
sind.  Die  Lösung  desselben  wird  durch  ein  Tripel  vorgestellt  sein,  welcher 
zu  dem  ursprüngliöhen  gesuchten  Tripel  konjugiert  imaginär  ist.  Sind  nun 
die  ß^  Null  oder  ji  (modulo  27t),  so  stimmen  die  v^  und  Vyt  (modulo  2i7i) 
überein.  Die  beiden  konjugierten  Tripel  müssen  daher  wegen  der  voraus- 
gesetzten Eindeutigkeit  des  Umkehrproblems,  identisch  sein,  d.  h.  das 
gesuchte  Tripel  ist  reell. 

Allgemeiner,   es  werde  eine  Gruppe  von  n  Punkten  gesucht,    so  daß 

man  soll  diese  Punkte  unter  ev.  Zuhilfenahme  fester  Punkte  durch  ein 
Kurvensystem  aus  der  Kurve  vierten  Grades  ausschneiden.  Dieses  Kurven- 
system wird  dann  und  nur  dann  reell  sein,  d.  h.  eine  Gleichung  besitzen, 
in  der,  abgesehen  von  den  unbestimmt  bleibenden  Parametern,  nur  reelle 
Koeffizienten  vorkommen,  wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v^ 
[modulo  2 in)  Null  oder  ijr  sind. 

§10. 
Der  Verlauf  der  Normalintegrale. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  im  Sinne  der  in  §  1  aus- 
einandergesetzten Methode  den  Verlauf  der  Normalintegrale  ^^  auf  den 
zugehörigen  Riemannschen  Flächen  durch  schematische  Zeichnung  zur 
vollen  Anschauung  zu  bringen  und  rückwärts  aus  der  Zeichnung  die  cha- 
rakteristischen Periodizitätseigenschaften  dieser  Integrale  wieder  abzuleiten. 
Inzwischen  soll  das  nur  für  die  vierteilige  Kurve  und  für  die  Gürtelkurve 
hier  durchgeführt  werden.  Bei  der  symmetrischen  Gestalt,  welche  diese 
beiden  Kurven  besitzen,  haben  3i,So,33,3.i  alle  dieselbe  Beziehung  zur 
Kurve;  es  genügt,  eines  derselben  zu  repräsentieren,  und  wir  wollen  Qs 
zu  diesem  Zwecke  auswählen. 

Betrachten  wir  vorab  das  Ellipsenpaar  */'  •  X  ^"^^  ^^^  zugehörige 
Integral /g.  Indem  wir  dasselbe  gleich  P -[- i  0  setzen  und  nun,  auf  jedem 
der  beiden   elliptischen   Doppelblätter,    die   Kurven   P  =  C,  Q  =  C   nach 
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xA.nleitung  des  §2  zeichnen,  erhalten  wir  folgende  Figuren  21,  bei  denen  wir, 
der  größeren  Übersichtlichkeit  wegen,  die  Ellipsen  y)  und  x  nebeneinander 
gezeichnet  haben. 

Diese  Zeichnungen  geben  einen  ersten  Anhalt  zur  Konstruktion  der 
entsprechenden  Kurvensysteme  bei  den  allgemeinen  Kurven.  Diejenigen 
Partien  der  gezeichneten  Kurvensysteme,  welche  nicht  unmittelbar  an  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  t-j.  hinanreichen,  werden  sich  wesent- 
lich unverändert  auf  den  allgemeinen  Flächen  wieder  finden. 


P=C 


Q=C 


Fig.  21. 

Man  hat  ferner  folgende  Anhaltspunkte.  Bei  den  allgemeinen  Kurven 
ist  das  Integral  ^s  ein  überall  endliches  geworden,  Unendlichkeitspunkte 
treten  also  in  den  bez.  Kurvensystemen  P  =  C,  Q  =  C  nicht  auf.  Da- 
gegen weist  jetzt  das  Differential  d^^  vier  Verschwindungspunkte  auf, 
entsprechend  den  vier  Tangenten,  die  man  vom  „Nullpunkte  des  Integrals" 
an  die  Kurve  legen  kann.  (Dieser  ,, Nullpunkt"  ist,  wie  oben  angegeben, 
nahezu  durch  

vorgestellt).  —  Ferner  ist  deutlich,  daß  die  reellen  Züge  der  Kurve  selbst 
zu  den  Kurven  Q  =  C'  gehören.  Andererseits  müssen  die  Kurven  P  =  C, 
wenn  sie  überhaupt  zweimal  einen  reellen  Kurvenzug  treffen,  Meridian- 
kurven sein.  Denn  denselben  Verlauf,  den  sie,  etwa  auf  der  oberen  Seite 
der  Fläche,  zwischen  den  genannten  Schnittpunkten  nehmen,  werden  sie 
rückwärts,  auf  der  anderen  Seite  der  Fläche,  ebenfalls  einschlagen  müssen. 
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Es  folgt  hieraus  schon,  daß  diese  Kurven  P  =  C  geschlossene  Kurven  sein 
müssen;  daß  überhaupt  die  Kurven  P=C  und  Q  ==^  C'  in  den  von  uns 
zu  betrachtenden  Fällen  geschlossen  sind,  ergibt  daraufhin  der  in  §  1  ent- 
wickelte bez.  Satz  und  eine  nähere  Betrachtung  der  bei  den  einzelnen  Figuren 
hervortretenden  Lagenbeziehungen. 


§11. 
Besondere   Betrachtung   der   vierteiligen   Kurve   und   der   Gürtelkurve. 

Bei  der  vierteiligen  Kurve  liegt  der  ,, Nullpunkt" 

an  einer  Stelle,  an  der  sich  zwei  „Bänder",  ^^^  und  t.^^ ,  überkreuzen.  Die 
vier  Tangenten,  welche  von  ihm  ausgehen,  sind  imaginär  und  also  vor- 
gestellt durch  die  vier  an  dieser  Stelle  über  einander  befindlichen  Punkte 
der  Rie  mann  sehen  Fläche.  Sie  sind  die  Verschwindungspunkte  des  Diffe- 
rentials und  also  Verästelungspunkte  der  Kurvensysteme  P  und  Q. 

Der  Verlauf  dieser  Kurvensysteme  ist  durch  die  vorauf  geschickten 
Bemerkungen  schematisch  durchaus  bestimmt;  man  erhält  die  folgenden 
Zeichnungen,  in  der  die  eigentlich  einander  überkreuzenden  beiden  Haupt- 
teile der  betr.  Fläche  wieder  nebeneinander  gezeichnet  sind. 


Fig.  22  a  und  b. 


^Satze   des  §  1,    weil   jede  von  ihnen  mit  einem  der  vier  reellen  Züge  der 
eigentlichen   Kurve    einen  Kanal    einschließt,    in    welchem   sich   kein  Ver- 
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schwindungspunkt  des  Differentials  befindet.    Die  Kurven  P  =  G  sind  alle 
Meridiankurven  und  als  solche  geschlossen. 

Aus  diesen  Zeichnungen  bestätigt  man  das  Verhalten  des  Integrals  ^g 
an  den  h^^.  Man  kann  &13,  &14,  &23' ^24  ®i^^  solche  Lage  geben,  daß  sie 
geradezu  mit  Kurven  P  =  G  zusammenfallen.  Zu  dem  Zwecke  muß  man  ö^^ 
und  &2^  bez.  durch  die  beiden  [auf  den  Bändern  t^^  und  ^^^  liegenden  Ver- 
schwindungspunkte]  hindurchgehen  lassen.  Hierdurch  ist  deutlich,  weshalb 
sie  eine  Periode  Null  ergeben,  während  6^3  und  ö^s  eine  nicht  verschwindende 
Periode  liefern :  die  Beiträge,  welche  die  beiden  Hälften,  in  die  &^^  oder  ö^^ 


Fig.  23  a  und  b. 


durch  die  betr.  beiden  Verschwindungspunkte  zerlegt  werden,  für  den 
Integralwert  ergeben,  kompensieren  sich  gegenseitig.  Dagegen  ergeben  ö^g 
und  &23  5  insofern  sie  Kurven  P  =  C  sind,  eine  rein  imaginäre,  und,  da 
sie  gegen  die  Figur  symmetrisch  liegen,  eine  gleich  große  Periode.  Daß 
dieselbe  gleich  2iji  ist,  kann  die  Figur  nicht  zeigen;  denn  die  Kurven  P,  Q 
blieben  ungeändert,  wenn  man  c-igg  statt  Qg  setzte  (wo  c  eine  beliebige^ 
reelle  Konstante).    Aus  den  zwischen  den  h^^^  bestehenden  Relationen : 

^34  =  ^13  +  ^14  =  ^23  +  ^24 

folgt  endlich,  daß  ein  Hinführen  des  Integrals  längs  h^^  Null  und  längs  6g^ 
denselben  Periodenwert,  wie  bei  ft^g,  \^  ergeben  muß. 

Die    entsprechenden  Verhältnisse   gestalten  sich  bei    der  Gürtelkurve 
etwas  anders,    insofern  bei  ihr  die  vier  Tangenten,    die  man  vom  „Null- 
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punkte  des  Integrals"  aus  an  die  Kurve  legen  kann,  reell  ausfallen  und  die 
sie  repräsentierenden  Punkte  daher  den  reellen  Kurvenzügen  angehören. 
Infolgedessen  erscheinen  die  Verästelungen,  welche  die  Kurven  P,  Q  in 
diesen  Punkten,  wie  immer  in  den  Verschwindungspunkten  des  Differentials, 
aufweisen,  in  der  Zeichnung  perspektivisch  verkürzt.  Man  erhält  die  fol- 
genden Figuren,  die  inzwischen  hier  nicht  eingehender  erläutert  werden  sollen : 


P=C       Q-C 


Fig.  24  a. 


Fig.  24  b. 


§  12. 

Tervollständigung  des  Querschnittsystems. 

Die  drei  bei  Einführung  der  Normalintegrale  3i  >  Sa »  Ss  benutzten 
Meridianschnitte  6^^ ,  b^^ ,  b^^  sollen  jetzt  durch  drei  weitere  Schnitte  A^,A^,  A^ 
zu  einem  „kanonischen"  Querschnittsysteme  vervollständigt  werden.  A^  wird 
so  gezogen,  daß  es  von  einem  Punkte  von  b^^  auslaufend  zu  demselben 
Punkte  von  der  anderen  Seite  kommend  zurückkehrt,  ohne  dabei  die 
anderen  b^^  oder  etwa  schon  konstruierte  andere  A  zu  überschreiten. 
Indem  wir  dann  an  den  A^  die  Integrale  3fc  hinleiten,  erhalten  wir 
Perioden  a^^  (es  wird  bekanntlich  a-f,  =  a^  J,  die  mit  den  auf  die  b^^  bezüg- 
lichen Perioden  zusammen  ein  kanonisches  Periodensystem  bilden.  Unsere 
Aufmerksamheit  soll  besonders  auf  den  imaginären  Teil  der  a^^  gerichtet 
werden;  wir  werden  finden,  das  derselbe,  modulo  2*jr,  gleich  0  oder  in 
ausfällt,  je  nach  der  Art  der  zugrunde  gelegten  Kurve. 

In  den  weiterhin  mitzuteilenden  Tabellen  nehmen  wir  neben  Qi?  ^jSs 
aus  Symmetriegründen  auch  ^^  auf;  analog  führen  wir  neben  A^,  A^,  A.^ 
noch  eine  Kurve  A^  ein,  deren  Definition  sich  naturgemäß  ergibt.  Man 
hat,  für  die  so  erweiterte  Tabelle,  auch  noch  a^^.  =  a^,-  und  überdies  wegen 

der  zwischen  den  ig  bestehenden  Relation:  ^(^1],=  0  (^'=1,2,3,4). 

k 

Für  die  Konstruktion  der  Kurven  Aj^,A^,A^,  A^  stelle  ich  nun  fol- 
gende Regeln  auf.   Die  Ellipsen  'ipjX  waren  je  in  vier  Segmente  S^,S^,S.^,  S^ 
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zerfällt  worden;  wir  wollen,  um  etwa  A.^  zu  erhalten,  die  beiden  Seg- 
mente /Sg  zusammen  mit  den  beiden  Tangenten  t^^,  t.^.^,  welche  sie  be- 
grenzen, ins  Auge  fassen: 


Fig.  25. 


Man  hat  dann,  hinsichtlich  der  Art,  in  welcher  ^^3,  t.^.^  beim  Übergange 
zur  allgemeinen  Klassenkurve  benutzt  sind,  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 
1.  Bei  beiden  Tangenten  sollen  die  durch  das  Unendliche  hindurch- 
gehenden Segmente  in  reelle  Kurvenzüge  gespalten  sein.  Dann  hat  man 
also  die  Figur: 


Fig.  26. 

*In  diesem  Falle  bilden  die  beiden  Segmente  S^  zusammen  mit  den 
unmittelbar  angrenzenden  Kurvenstücken,  die  aus  ^^3,  ^.33  entstanden  sind, 
einen  geschlossenen  Zug  (der  dann  ein  reeller  Zug  der  Kurve  ist).  Dieser 
Zug  soll  als  ^3  genommen  werden.  Leitet^  man  ein  reelles  Integral  an 
ihm  entlang,  so  erhält  man  eine  reelle  Periode. 
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2.  Von  den  beiden  begrenzenden  Tangenten  wird  die  eine,  wie  im 
Falle  1,  die  andere  im  umgekehrten  Sinne  benutzt,  so  daß  also  bei  ihr 
das  im  Endlichen  gelegene  Segment  in  reelle  Kurvenzüge  gespalten  wird: 


'23 


Fig.  2: 


I 


Dann  bekommt  man  einen  zusammenhängenden  Zug,  wenn  man  die 
beiden  Segmente  S.^  mit  den  angrenzenden  Kurvenstücken  zusammenfügt, 
welche  von  den  Tangenten  t-^^ ,  ^.^^  herrühren,  und  dann  die  auf  der  Vorder- 
oder Rückseite  verlaufende  Hälfte  einer  Meridiankurve  b^^  hinzunimmt. 
Dies  sei  jetzt  der  Querschnitt  A^.  Er  besteht  aus  Stücken  der  reellen 
Kurvenzüge  und  aus  einer  halben  Meridiankurve.  Leitet  man  an  ihm  ein 
reelles  Integral  entlang,    so  gibt  es,    allgemein  zu   reden,    eine    komplexe 

Periode,    deren  imaginärer  Teil  gleich  i---^"^-  ist,    wenn  iß^^  die  Periode 

ist,  welche  das  Integral  bei  Durchlaufung  der  ganzen  Meridiankurve  b^,^ 
geivinnt. 

3.  Bei  beiden  begrenzenden  Tan- 
genten wird  das  im  Endlichen  befind- 
liche Segment  benutzt.    (Fig.  28.) 

Dann  muß  man  zwei  halbe  Meri- 


diankurven , 


^1 


2     ^^^¥ 


zu  Hilfe  neli- 


Fig.  28. 


men,    um  mit  den  beiden  S.^  und  den 

aus  /^3 ,  ^.,3  entstandenen  Kurvenstücken 

zusammen  einen  geschlossenen  Zug  zu  bilden,  der  dann  als  A.^  gelten  soll. 

Die  Periode,   tcelche  ein  reelles  Integral  erhalt,   wenn  man  dasselbe  an 

ihm  entlang  leitet,  hat  den  imaginären  Bestandteil  i  (^  ^^ ,,   '"^j . 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlun-'en.  II.  9 
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Die  Perioden  Uiu- 

Wenn  wir  in  dieser  Weise  an  den  in  Fig.  14  bis  18  gezeichneten 
Kurven  resp.  den  zugehörigen  Flächen  die  Querschnitte  A^,  A^,  A^,  A^ 
ausführen  und  an  ihnen  3,,  %,  Sg,  ^4  entlang  leiten,  erhalten  wir  Werte 
dera.^,  deren  imaginäre  Bestandteile  in  den  folgenden  Tabellen  zusammen- 
gestellt sind  auf  Grund  der  Tabelle  des  §  8,  die  das  Verhalten  der  ^  an 
den  h-^  angab. 

I.   Vierteilige  Kurve.    Alle  «.,.  sind  reell. 
II.  Dreiteilige  Kurve.    Die    imaginären   Bestandteile    der    a^^    sind: 


A, 

A,  mit  -  ^ 

A, 

A^  mit  +  -|* 

3i 

0 

0 

0 

0 

Ä 

0 

—  in 

0 

~\-in 

3s 

0 

0 

0 

0 

a 

0 

+  in 

0 

—  in 

III.  Zweiteilige  Kurve. 


A,  mit  -  \i 

A^  mit  —  -|* 

^3 

^,  mit +  '-  +  '- 

3i 

—  in 

0 

0 

+  in 

a 

0 

—  in 

0 

+  i^ 

a 

0 

0 

0 

0 

a 

+  in 

+  in 

0 

-2in 

IV.  Einteilige  Kurve. 


Amit       ^-  +  ^- 

A,  mit  -  ^ 

A^  mit  4-  ^^^-^ 

A,  mit  +  T^* 

3x 

0 

0 

—  in 

-{-in 

% 

0 

+  in 

—  *7r 

0 

% 

—  in 

~  in 

+  2*7r 

0 

3. 

+  in 

0 

0 

—  in 
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V.  Gürtelkurve. 


^,mit       ^-+^^-^ 

A,mit      ^-;^^^ 

^3mit  +  ^"+^^^ 

31 

0 

0 

—  in 

^2 

0 

0 

—  in 

a 

—  in 

—  in 

-j-2in 

3. 

-^in 

-j-in 

0 

A^  mit  + 


W,+b,4 


-\-'in 


2i: 


§  14. 

Berührungskurven . 

Die  aufgestellten  Tabellen  gestatten,  in  sehr  einfacher  Weise  zu  dis- 
kutieren, wie  viele  unter  gewissen  Berührungskurven  der  Kurve  vierten 
Grades  reell  sind,  und  mit  der  Darlegung  dieser  Verhältnisse  mag  die 
gegenwärtige  Arbeit  abschließen.  Ich  betrachte  die  einfacheren  derjenigen 
Probleme,  welche  bei  C  leb  seh  (Grelles  Journal,  Bd.  63  (1864):  Über  die 
Anwendung  der  Ab  eischen  Funktionen  in  der  Geometrie)  behandelt  sind, 
nämlich  nur  diejenigen,  bei  denen  nicht,  wie  beim  Probleme  der  Doppel- 
tangenten, eine  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  Charakteristiken 
notwendig  ist.  Clebsch  findet,  resp.  bestätigt  die  (sonst  bekannten)  Re- 
sultate, daß  es  bei  Kurven  vierten  Grades  gibt: 

a)  63  Systeme  viermal  berührender  Kegelschnitte, 

b)  64  Systeme  sechsmal  berührender  Kurven  dritter  Ordnung, 

c)  728  Systeme  viermal  oskulierender  C.j, 

d)  4096  dreimal  hyperoskulierende  Cg. 

Ich  werde  angeben,  wie  viele  dieser  Systeme  resp.  einzelner  Kurven 
je  nach  der  Kurvenart  reell  sind. 

Dabei  sei  es  gestattet,  des  kürzeren  Ausdrucks  halber  wieder  von 
Ordnungskurven  statt  von  Klassenkurven  zu  reden.  Von  den  vier  Inte- 
gralen 3^  benutzen  wir  nur  die  drei  ^i?  ^2'  Ss-  ^^^^  unteren  Grenzen 
verlegen  wir  in  drei  übrigens  beliebige,  reelle  Punkte  der  Kurve  vierter 
Ordnung.  Sind  dann  die  Schnittpunkte  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
einer  Kurve  m-ter  Ordnung  x^,  x^,  .  .  .,  x^^,  so  hat  man  nach  dem 
Ab  eischen  Theoreme: 

3*'+3t'+  ••■  +&'""     :m-C,,  (A;=  1,2,  3) 

wo  die  Konstanten  O,^  von  der  Wahl  der  unteren  Grenzen  abhängen,  und 
das  Kongruenzzeichen  andeuten  soll,  daß  die  Gleichung  nur  modulo  der 
Perioden  stattzufinden  hat. 

9* 
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So  behaupte  ich  zunächst:  Die  Konstanten  Cj.  können  bei  der  von 
uns  getroffenen  Verabredung  reell  genommen  werden.  Wenn  nämlich  die 
schneidende  Kurve  m  -  ter  Ordnung  reell  ist,  so  werden  von  den  4  m  Schnitt- 
punkten die  imaginären  paarweise  konjugiert  auftreten  und  von  den  reellen 
auf  jedem  Zuge  der  Kurve  vierter  Ordnung  eine  gerade  Anzahl  sich  vor- 
finden. Denn  diese  Züge  haben  sog.  paaren  Charakter.  Die  Integralsummen 
aber,  die,  von  reeller  unterer  Grenze  beginnend,  zu  konjugiert  imaginären 
oberen  Grenzen  hingeleitet  werden,  sind  modulo  der  Perioden  reell.  Ebenso 
die  Integralsummen,  die  von  reeller  unterer  Grenze  beginnend,  zu  einer 
paaren  Anzahl  reeller  Punkte  desselben  Kurvenzuges  hingeleitet  werden. 
Denn  das  einzelne  solche  Integral  ist  entweder  an  sich  reell  oder  hat  den 
imaginären  Bestandteil  in;  eine  paare  Anzahl  derselben  gibt  also  eine 
Summe,  die  modulo  2i7c  kongruent  mit  einer  reellen  Zahl  ist.  Hierin  liegt 
der  Beweis. 

Die  Berührungsprobleme,  die  oben  genannt  wurden,  verlangen  nun 
alle,  solche  Berührungspunkte  zu  bestimmen,  welche,  abgesehen  von  reellen 
Multiplis  der  Cj.,  als  Integralsummen  r-te  Teile  von  Perioden  ergeben: 
r  ist  dabei  in  den  beiden  ersten  Fällen  gleich  2,  im  dritten  gleich  3,  im 
vierten  gleich  4  zu  setzen.  Nach  dem  allgemeinen  Satze,  der  in  §  8  hin- 
sichtlich der  Realität  der  Lösung  des  Jacobischen  Umkehrproblems  auf- 
gestellt wurde,  ergibt  sich  daher: 

Diejenigen  Lösungen  der  Berührungsprobleme  sind  reell  und  nur 
diejenigen,  deren  zugehöriger  r-ter  Periodenteil,  modulo  2*jt,  den  ima- 
ginären Bestandteil  0  oder  in  aufweist. 


§15. 

Anzahl  der  reellen  Berührungskurven. 

Die  Perioden,  welche  die  ^^  bei  Integration  längs  der  Querschnitte 
^14  5  ^24'  ^34  erhalten,  sollen  einen  Augenblick  ß^^^,  ß^j.,  ß.^^.  genannt  werden. 
Dann  ist  das  allgemeinste  Periodensystem,  unter  m^,  m.^,  m.^,  q^,  q.-,,  q^ 
ganze  Zahlen  verstanden,  vorgestellt  durch: 

Die  verschiedenartigen  r-ten  Periodenteile  erhält  man  alle,  wenn  man 
die  m,  q  auf  die  Zahlenwerte  0,  1  ...  (r  —  1)  einschränkt  und  dann  durch  r 
dividiert. 

Der  imaginäre  Bestandteil,  den  die  allgemeine  Periode  enthält,  nimmt 
nun  auf  Grund  der  früheren  Tabellen  bei  den  einzelnen  Kurvenarten 
folgenden  Wert  an: 
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I.   Vierteilige  Kurve. 


^31 


2m^ijT 
2m.yi7T 


^3      2m.^i7T 


IL  Dreiteilige  Kurve. 


3i 

2m^i7i 

& 

(2m.2  —  g'2)*jr 

% 

2m3*77: 

III.  Ziceiteilige  Kurve. 


3. 

(2w,- 

^1 

)in 

3, 

(2m,  - 

<li 

)in     ■ 

a 

2m3^Jr 

IV.  Einteilige  Kurve. 

S2    I  (2^3  +  ^2- g3)i7r 


a 

(2^3-^,  -^, +  2g3)*7r 

V.  Gürtelkurve. 

3i 

(2m,-g3)*7r 

a 

{2m.,~q,,)i7r, 

a 

{2m,,  -g,  -g'.3  +  2g'3)*V. 

Jetzt  lasse  man  die  m,q  alle  Werte  von  0  bis  (r  —  1)  annehmen,  und 
sehe  nach,  für  wieviel  Wertsysteme  von  den  r''  überhaupt  vorhandenen 
die  imaginären  Bestandteile  ganzzahlige  Multipla  von  rin  werden.  So 
findet  man  folgende  Tabelle: 


I 

II 

III 

IV 

8 

V 
16 

r« 

r=2 

()4 

32 

16 

64 

r  =  3 

27 

27 

27 

27 

27 

729 

r  =  4 

512 

256 

128 

64 

128 

4096 

^H)ie  Zahlen  der  Tabelle  geben  dann  zugleich  an,  wie  viele  der  verschieden- 
^^rtigen  r-ten  Periodenteile  zu  Umkehrproblemen  mit  reellen  Lösungen 
\      xlnlaß    geben.     Aber   unter    ihnen    ist    im  Falle  a    und    im    Falle  c    noch 
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eine  uneigentliche  Lösung  auszuscheiden.  Denn  setzt  man  alle  m  und 
gleich  Null,  so  erhält  man  in  den  genannten  Fällen  statt  eines  Systems 
viermal  berührender  Kegelschnitte  bez.  viermal  oskulierender  Kurven 
dritter  Ordnung  die  doppelt  bez.  dreimal  gezählten  geraden  Linien  der 
Ebene.    Dementsprechend  gewinnt  man  folgende  Sätze: 

Von  den  63  Systemen  viermal  berührender  Kegelschnitte  sind  in  den 
Fällen  I,  II,  III,  IV,  V  hez.  reell: 

63,  31,   15,  7,  15. 

Für  die   64  Systeme  sechsmal  berührender  Kurven  dritter  Ordnung 

werden  diese  Zahlen: 

64,  32,  16,  8,  16. 

Unter  den  728  Systemen  viermal  oskulierender  Kurven  dritter  Ordnung 
sind  immer  und  nur 

26 
reell. 

Endlich  finden  sich  unter  den  4096  dreimal  hy per oskulier enden 
Kurven  dritter  Ordnung  in  den  verschiedenen  Fällen: 

512,  256,   128,  64,  128 
reelle. 

Von  diesen  Resultaten  kann  man  das  erste,  nach  einer  Bemerkung, 
die  Herr  Zeuthen  gemacht  hat*),  indirekt  bestätigen.  Es  wurde  bereits 
oben  des  Zusammenhangs  gedacht,  der  zwischen  der  Theorie  der  Kurven 
vierter  Ordnung  und  der  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  besteht. 
Von  den  Doppeltangenten  der  C^  wird  dabei  eine  ausgezeichnet;  sie  ent- 
spricht dem  auf  der  F^  angenommenen  Projektionspunkte.  Die  anderen 
Doppeltangenteii  sind  die  Bilder  der  27  auf  der  F,^  verlaufenden  geraden  Linien. 
Nun  hat  Herr  Zeuthen  bemerkt  (Tidsskrift  for  Mathematik,  Bd.  3  (1873), 
S.  191),  daß  die  aus  den  27  Linien  zu  bildenden  36  Doppelsechsen  sich  pro- 
jizieren als  die  Aggregate  der  Linienpaare,  welche  in  denjenigen  36  Systemen 
viermal  berührender  Kegelschnitte  vorkommen,  die  die  ausgezeichnete 
Doppeltangente  nicht  als  Teilkurve  enthalten.  Andererseits  findet  sich  in 
Cremonas  „Preliminari  di  una  teoria  delle  superficie"  (Deutsche  Aus- 
gabe, Berlin  1870,  S.  221)  angegeben,  wie  viele  der  36  Doppelsechs  bei 
den  von  Schläfli  unterschiedenen  Arten  der  F^  reell  sind;  es  sind  bez.: 

36,   16,  8,  4,  12. 

Aus    ihnen    ergibt   sich   nun  z.  B.  die  von  uns  für  die  Gürtelkurve  V  an- 
gegebene Zahl  15  folgendermaßen.    Die  12  reellen  Doppelsechse   der  ent- 


'')  Vgl.  auch  eine  Arbeit  von  Herrn  Crone  in  der  Tidsskrift  for  Mathematik, 
Nov.  1875  [und  außerdem  die  Zusammenfassung  seiner  Resultate  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  12  (1877)]. 
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sprechenden  Fläche  enthalten,  wie  Cremona  angibt,  keine  reelle  gerade 
Linie;  ihnen  entsprechen  also  12  reelle  Kegelschnittsysteme  bei  der  C^, 
welche  keine  der  reellen  Doppeltangenten  als  Teilkurve  enthalten.  Aber 
es  gibt  bei  dieser  C^  vier  reelle  Doppeltangenten;  ihre  Berührungspunkte 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte  (vgl.  Zeuthen,  Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874), 
S.  412).  Indem,  man  eine  beliebige  derselben  mit  einer  zweiten  zusammen 
als  Berührungskegelschnitt  auffaßt,  erhält  man  in  bekannter  Weise  ein 
neues ,  reelles  System  von  Berührungskegelschnitten ,  welches  dann  aber 
die  beiden  zunächst  nicht  benutzten  reellen  Doppeltangenten  ebenfalls  als 
ein  Linienpaar  enthalten  wird.  Die  Zahl  der  zu  den  12  Systemen  zu- 
tretenden ist  also*  noch  3,  in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  angegebenen 
Resultate. 

Noch  möchte  ich  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung  zufügen  über 
eine  Arbeit  von  J.  Grassmann  (Zur  Theorie  der  Wendepunkte,  besonders 
der  Kurven  vierter  Ordnung,  Berlin  1875,  Inauguraldissertation).  Der 
Verf.  untersucht,  zumal  für  die  Kurven  vierter  Ordnung,  die  Frage,  ob 
sich  zwischen  den  Wendepunkten  analoge  Beziehungen  entdecken  lassen, 
wie  sie  z.  B.  für  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  der  C^  oder 
für  die  Wendepunkte  der  Cg  gelten.  Aber  sein  Hauptresultat,  welches, 
für  die  C^  ausgesprochen,  behauptet,  daß  jeder  Kegelschnitt,  der  durch 
fünf  Wendepunkte  geht,  deren  noch  drei  weitere  enthält,  ist  im  allgemeinen 
nicht  richtig.  Ich  überzeugte  mich  davon  zunächst,  indem  ich  die  Zeichnungen 
von  Kurven  vierter  Ordnung  durchsah,  die  Beer  in  seinen  Tdbulae  cur- 
varum  quarti  ordinis  usw.  (Bonn  1852)  zusammengestellt  hat.  Bei  diesen 
Kurven  liegen  immer  vier  Wendepunkte  im  Unendlichen,  und  es  kommen 
Beispiele  vor  (z.  B.  Tafel  VII,  1),  bei  denen  vier  im  Endlichen  liegende 
reelle  Wendepunkte  auftreten,  die  (auch  wenn  man  der  Ungenauigkeit 
der  Zeichnung  Rechnung  tragen  will)  unmöglich  auf  einer  zweiten  Geraden 
liegen  können,  wie  es  J.  Grass manns  Satz  in  diesem  Falle  verlangen 
würde.  Es  ist  die  immer  so  mißliche  Anwendung  komplizierter  Schnittpunkt- 
systeme gewesen,  die  den  Verf.  zu  dem  Fehlschlüsse  verführte;  wie  er  mir 
mitteilt,  ist  das  System  der  45  Punkte  (S.  11  der  Arbeit),  aus  welchem 
der  Schluß  auf  die  Lage  der  weiteren  Wendepunkte  gemacht  wird,  von 
der  besonderen  Art,  die  überhaupt  keinen  bestimmten  Schluß  auf  weitere 
Punkte  zuläßt.  [Die  drei  Restpunkte,  welche  die  45  Punkte  zu  einem  vollen 
Schnittpunktsystem  auf  der  C^  ergänzen,  liegen  auf  gerader  Linie;  diese 
Gerade  kann  dann  in  einem  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  selbst  der  C^ 
angehört,  beliebig  angenommen  werden.] 

München,  im  April  1876. 


L 


i 


XL.    über  eine  neue  Art  von  Riemannsclien  Flächen^). 

(Zweite  Mitteilung.) 
[Math.  Aiinalen,  Bd.  10  (1876).] 

Der  nachstehende  Aufsatz  gibt  eine  Fortsetzung  der  unter  gleichem 
Titel  in  Bd.  7  der  Math.  Annalen  (1874)  erschienenen  Arbeit.  [Vgl.  die 
auf  S.  89  ff.  abgedruckte  Abh.  XXXVIII.]  Nachdem  ich  damals  die  betr. 
Flächen  überhaupt  definiert  und  an  einfachen  Beispielen  erläutert  habe, 
diskutiere  ich  jetzt  allgemein,  für  Kurven  beliebigen  Grades  mit  einfachen 
Singularitäten,  die  Verzweigung  und  den  Zusammenhang  dieser  Flächen. 
Der  Fortschritt,  den  meine  jetzige  Darstellung  aufweist,  beruht  wesentlich 
auf  dem  Satze,  den  ich  neuerdings  in  der  Note:  „Über  eine  neue  Relation 
zwischen  den  Singularitäten  einer  algebraischen  Kurve''  mitteilte  [vgl. 
die  auf  S.  78  ff.  abgedruckte  Abh.  XXXVII].  Aber  nicht  nur  auf  diesen  Satz, 
sondern  auch  die  dort  im  einzelnen  befolgte  Entwicklung  werde  ich  mich 
wiederholt  beziehen;  ich  werde  daher  diese  Note  weiterhin  einfach  mit  den 
Worten  „Über  Singularitäten"  zitieren  oder  auch  nur  eine  bez.  Seitenzahl'-) 
angeben.  Andererseits  werde  ich  verschiedentlich  Bezug  nehmen  auf  zwei 
andere,  dem  gleichen  Ideenkreise  angehörige  Arbeiten,  in  die  ich  bereits 
einige  hier  nötig  werdende  Beweise  eingeflochten  habe,  um  bei  der  jetzigen 
Darstellung  mich  kürzer  fassen  zu  können.  Es  ist  dies  zunächst  der  un- 
mittelbar vorstehende  Aufsatz:  Über  den  Verlauf  der  Ab  eischen  Integrale 
bei  den  Kurven  vierten  Grades  [Abh.  XXXIX];  er  mag  namentlich  auch 
die  Richtung  bezeichnen,  in  welcher  ich  die  hier  vorzutragenden  Unter- 
suchungen weiter  zu  führen  denke.  Es  ist  andererseits  [die  oben  als 
Abh.  XXXVI  abgedruckte]  Notiz:  Über  den  Zusammenhang  der  Flächen. 
Die  Auffassung  —  der  zufolge  man  bei  Zusammenhangsbetrachtungen  nicht 
von  der  Fläche  schlechthin,  sondern  von  der  Flächense^^e  zu  sprechen  hat 
—  wird  in   der  genannten  Notiz  konsequent  durchgebildet  [siehe  besonders 


^)  [Vgl.  hierzu  eine  Note  „Weitere  Mitteilung  über  eine  neue  Art  von  Rie- 
mannschen  Flächen"  in  den  Erlanger  Sitzungsberichten  vom  11.  Mai  1874.] 

-)  [Die  in  eckigen  Klammern  stehenden  Seitenzahlen  beziehen  sich  auf  den  vor- 
liegenden Wiederabdruck.  ] 
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S.  65].  Dies  veranlaßt  mich,  weiterhin  einige  derjenigen  Festsetzungen, 
die  ich  in  meinem  ersten  Aufsatze  über  die  neue  Art  der  Riemann sehen 
Flächen  traf,  schärfer  zu  fassen*^). 


§  1- 

Anordnung   der  Blätter.     Bedeutung  der  reellen  Wendetangenten  und 
der  isolierten  Doppeltangenten. 

In  der  zuletzt  genannten  Notiz  ,,Über  den  Zusammenhang  der  Flächen" 
habe  ich  auf  [S.  (39J  auf  die  enge  Beziehung  aufmerksam  gemacht,  welche 
zwischen  der  neuen  Riemann  sehen  Fläche  und  der  v.  Stau  dtschen  Ima- 
ginärtheorie besteht,  und  habe  entwickelt,  daß  man  dementsprechend  die 
Blätter  der  Fläche  mit  Indikatrizen  überdecken  könne,  die  einen  be- 
stimmten Sinn  besitzen.  Durch  ihn  sollte  dort  in  derselben  Weise  eine 
Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Seiten  einer  Fläche  ermöglicht  werden, 
wie  dies  gewöhnlich  durch  Angabe  des  Sinnes  der  Flächennormale  ge- 
schieht. Hier,  wo  die  prinzipiellen  Fragen,  die  ich  damals  behandelte,  zu- 
rücktreten, will  ich  mich  der  gewöhnlich  gebrauchten  bequemeren  An- 
schauung bedienen.  Man  errichte  etwa  die  Normale  immer  nach  derjenigen 
Seite,  von  der  aus  die  betr.  Indikatrix  in  der  Richtung  des  Zeigers  einer 
Uhr  durchlaufen  erscheint,  und  bezeichne  dann  diejenigen  Blätter  der 
Fläche,  deren  Normale  auf  den  Beschauer  zugerichtet  ist,  als  obere,  die 
anderen  als  untere. 

Es  wird  im  folgenden,  wenn  nicht  ausdrücklich  (§6)  das  Gegenteil 
bemerkt  wird,  die  Gleichung  der  zu  untersuchenden  Kurve  mit  reellen 
Koeffizienten  gedacht.  Dann  ordnen  sich  die  Blätter  der  Riemannschen 
Fläche  in  der  Weise  zu  zwei  zusammen,  daß  die  Punkte  des  einen  Blattes 
die  konjugiert  imaginären  Werte  derjenigen  repräsentieren,  welche  im 
anderen  Blatte  ihre  Darstellung  finden.  Da  der  Sinn  der  oben  genannten 
Indikatrizen  zwischen  den  konjugiert  imaginären  Vorkommnissen  scheidet, 
so  ist  also  von  zwei  zusammengehörigen  Blättern  das  eine  ein  oberes, 
das  andere  ein  unteres.  An  jeder  Stelle  ist  die  Ebene  von  einer  paaren 
Anzahl  (die  auch  Null  sein  kann)  von  Blättern  überdeckt;  die  halbe  Zahl 
dieser  Blätter  gehört  zu  den  oberen,  die  andere  Hälfte  zu  den  unteren, 
und  jedes  obere  Blatt  entspricht  einem  bestimmten  unteren. 

Um  von  einem  oberen  Blatte  in  ein  unteres  zu  gelangen,  gibt  es  zwei 

^)  [Beim  Wiederabdruck  der  ersten  Mitteilung  über  neue  Riemannsche  Flächen 

[Abh.  XXXVIII)  sind  einige  dieser,  die  reellen  Wendetangenten  und  isolierten  Doppel- 

mgenten  betreffenden  Festsetzungen  bereits  dementsprechend  formuliert,,  so  daß  sich 

^ihre    nochmalige    Korrektur    in    §  1    der    vorliegenden    Mitteilung   erübrigt.     Deshalb 

konnte  letzterer  an  einigen  Stellen  gekürzt  werden.] 
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Möglichkeiten.  Entweder  man  geht  (sofern  es  Blätter  gibt,  die  sich  durch 
das  Unendliche  erstrecken)  durch  das  Unendliche  hindurch,  wobei  sich  der 
Sinn  der  Flächennormale  von  selbst  umkehrt  —  oder  man  überschreitet 
einen  reellen  Zug  der  Kurve,  resp.  eine  reelle  Wendetangente  oder  [in 
gleich  noch  näher  zu  erläuternder  Weise]  eine  isolierte  Doppeltangente 
derselben,  wobei  man  vom  oberen  Blatte  ausgehend  in  das  unmittelbar 
unter  ihm  befindliche,   zugehörige   untere  Blatt  gelangt. 

Auf  [S.  94,95]  des  ersten  Aufsatzes  wurde  eine  Kurve  dritter  Klasse  mit 
isolierter  Doppeltangente  betrachtet  (Fig.  5  ebenda).  Dieselbe  erscheint 
als  eine  Übergangsform  zwischen  der  allgemeinen,  einteiligen  und  der  all- 
gemeinen, zweiteiligen  Kurve  (Fig.  6,  4);  die  Doppeltangente  geht  doppelt- 
zählend aus  einem  Zuge  der  letztgenannten  Kurve  hervor,  der  die  Gestalt 
einer  sehr  steilen  Hyperbel  hat;  beim  Übergang  zu  Fig.  6  kommt  die 
Doppeltangente  einfach  in  Wegfall.  Die  Modifikation,  welche  die  bez. 
Riemannsche  Fläche  bei  diesem  Übergange  erleidet,  kann  man  folgender- 
maßen beschreiben:  Von  der  Fläche  der  Fig.  5  ausgehend  erhält  man  die 
Fläche  der  Fig.  6  der  einteiligen  Kurve,  indem  man  die  beiden  an  die 
Doppeltangente  hinanreichenden  oberen  Halbblätter  miteinander  vereinigt, 
und  ebenso  die  beiden  (zugehörigen)  unteren  Halbblätter;  dagegen  erhält 
man  die  Fläche  der  Fig.  4  der  zweiteiligen  Kurve,  indem  man  jedes  der 
beiden  an  die  Doppeltangente  sich  hinanziehenden  oberen  Halbblätter  an 
das  zugehörige  untere  Halbblatt  anheftet.  —  Dieser  doppelten  Möglichkeit 
gibt  man  [am  besten  Ausdruck,  wenn  man  sagt]:  man  stellt  sich  die  Fläche 
längs  der  Doppeltangente  zerschnitten  vor,  wo  man  dann  die  beiden  Ränder 
je  nach  Bedürfnis  vereinigen  kann.  Unter  einem  Rande  der  betr.  Fläche 
wird  dabei  verstanden  die  Berandung  eines  oberen  Halbblattes  zusammen 
mit  der  Berandung  des  gegenüberliegenden  unteren;  denn  sie  hängen  im 
Unendlichen  zusammen.  Wenn  später  (§4)  davon  die  Rede  ist,  daß,  bei 
der  gewöhnlichen  Rie  mann  sehen  Fläche,  der  hier  in  Rede  stehenden 
Doppeltangente  ein  Paar  von  Fundamentalpunkten  entspricht,  so  hat  man 
sich  das  so  vorzustellen:  daß  der  Umgebung  des  einen  Fundamen talpunktes 
der  eine  der  hier  definierten  Ränder,  der  Umgebung  des  anderen  Funda- 
mentalpunktes der  andere  Rand  zugeordnet  ist  [vgl.  Abh.  XXXVI,  S.  71 — 73]. 
—  Diese  Erläuterung,  die  sich  zunächst  auf  den  Fall  der  Kurven  dritter 
Klasse  bezog,  soll  selbstverständlich  allgemeine  Bedeutung  haben,  ebenso 
wie  die  Bemerkung,  [die  ich  in  dem  ersten  Aufsatz  betr.  die  reellen  Wende- 
tangenten machte,  daß  sie  in  ihrer  Beziehung  zur  Fläche  einfach  in  der- 
selben Weise  vorgestellt  werden  sollen,  wie  die  reellen  Züge  der  Kurve]. 

Da  bei  einer  Kurve  mit  reellen  Koeffizienten  die  imaginären  Vor- 
kommnisse immer  paarweise  als  konjugiert  imaginäre  auftreten,  so  werden 
sich   bei   unseren   Flächen   alle   Besonderheiten,   die   sich   in  einem  oberen 
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Blatte  einstellen,  an  derselben  Stelle  des  zugehörigen  unteren  Blattes 
wiederholen.  Insbesondere,  wenn  zwei  obere  Blätter  sich  in  einem  Punkte 
verzweigen,  wo  dann,  irgendwie  gestaltet,  von  diesem  Punkte  ein  Ver- 
zweigungsschnitt ausläuft,  so  verzweigen  sich  die  zugehörigen  unteren 
Blätter  ari  derselben  Stelle  und  man  kann  dem  betr.  Verzweigungsschnitte 
eben  die  Gestalt  des  anderen  geben.  Eine  solche  Stelle  werde  ich  weiterhin 
einen  Doppelver^weigungspunkt  nennen  [vgl.  Abh.  XXXIX,  S.  114,115]. 
Andere  Verzweigungspunkte  als  diese  gibt  es  nicht.  Denn  sollte  ein  oberes 
und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungspunkt  verbunden  sein,  so 
würde  von  ihm  aus  eine  doppeltzählende,  sich  selbst  konjugierte,  d.  h. 
reelle  Tangente  an  die  Kurve  gehen.  Das  geschieht  aber  nur  bei  den- 
jenigen Punkten,  welche  den  reellen  Kurvenzügen  oder  den  reellen  Wende- 
tangenten oder  den  isolierten  Doppeltangenten  angehören;  und  deren  Be- 
deutung für  die  Riemannsche  Fläche  ist  bereits  untersucht.  —  Es  wird 
also  auch  nie  ein  oberes  und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungs- 
schnitt verbunden  sein,  und,  zerschneidet  man  die  Fläche  längs  der  reellen 
Kurvenzüge,  der  reellen  Wendetangenten  und  (wenn  es  noch  nicht  ge- 
schehen) längs  der  isolierten  Doppeltangenten,  so  hängen  die  oberen  Blätter 
der  Fläche  entweder  überhaupt  nicht  mehr  mit  den  unteren  Blättern  zu- 
sammen oder  nur  noch  möglicherweise  im  Unendlichen. 

§  2. 

Verzweigungspunkle. 

Nach  der  eben  gegebenen  Erläuterung  kann  unsere  Fläche  nur  an 
solchen  Stellen  Verzweigungspunkte  aufweisen,  an  welchen  zwei  obere 
Blätter  und  zugleich  zwei  untere  Blätter  je  einen  Punkt  gemein  haben.  Das 
letztere  geschieht,  wenn  sich  von  dem  betr.  (reellen)  Punkte  der  Ebene 
zwei  konjugiert  imaginäre  doppeltzählende  Tangenten  an  die  gegebene 
Kurve  legen  lassen.  Wir  werden  hier  diese  Vorkommnisse  aufzählen  unter 
der  auch  später  immer  festgehaltenen  (und  dann  nicht  ausdrücklich  her- 
vorgehobenen) Voraussetzung,  daß  die  geg.  Kurve  nur  einfache  Singulari- 
täten besitze.  Zur  Bezeichnung  der  letzteren  verwende  ich  hier  und  über- 
haupt im  folgenden  dieselben  Buchstaben,  die  ich  in  der  Note  „Über 
Singularitäten"  [S.  78 ff.]  gebrauchte.  Die  hier  zunächst  in  Betracht  kommen- 
den Punkte  sind  die  folgenden: 

1.  die  d^'  isolierten  Doppelpunkte  der  Kurve, 

2.  die   Iw"   reellen   Punkte,   von   denen   zwei    konjugiert    imaginäre 
Wendetangenten  ausgehen, 

3.  die  1 1"   reellen  Punkte,   in  denen  sich  zwei  konjugiert  imaginäre 
Doppeltangenten  kreuzen. 
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Ich  behaupte  nun:  Die  Punkte  1,  2  liefern  in  der  Tat  Doppel- 
verzweigungspunkte, nicht  aber  die  Punkte  3 .  Mit  diesem  Satze  und  der  auf 
die  reellen  Wendetangenten  und  isolierten  Doppeltangenten  bez.  Diskussion 
des  vorigen  Paragraphen  ist  der  Einfluß,  den  die  Singularitäten  der  Kurve 
auf  die  Gestalt  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  haben,  erschöpfend 
angegeben,  denn  die  Bedeutung  der  reellen  nicht  isolierten  Doppelpunkte, 
der  reellen  Spitzen  und  der  nicht  isolierten  reellen  Doppeltangenten  ist  zu 
einfach,  als  daß  sie  noch  besonders  erläutert  werden  müssen  [vgl.  etwa 
die  Fig.  7  bis  9  und  13  bis  16  der  Abh.  XXXVIII  oder  die  Fig.  14  bis  18 
der  vorstehenden  Abh.  XXXIX];  und  die  imaginären  Doppelpunkte,  resp. 
die  imaginären  Spitzen,  welche  die  Kurve  besitzen  mag,  treten  bei  unserer 
Riemannschen  Fläche  überhaupt  nicht  in  unmittelbare  Evidenz. 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  benutze  ich,  wie  in  der 
Note  „Über  Singularitäten",  die  Methode,  seine  Richtigkeit  an  geeigneten 
Beispielen  zu  demonstrieren;  ein  Beweis,  den  man  vielleicht  explizite 
wünschen  mag,  daß  die  jedesmaligen  Beispiele  hinlänglich  allgemein  sind, 
unterdrücke  ich  der  Kürze  wegen. 

Daß  ein  isolierter  reeller  Doppelpunkt  Doppelverzweigungspunkt  ist, 
wurde  für  Kurven  vierter  Klasse  [in  Abh.  XXXIX,  S.  114]  gezeigt  und  ist 
damit  allgemein  bewiesen. 

Die  Notwendigkeit,  den  reellen  Punkt  konjugiert  imaginärer  Wende- 
tangenten als  Doppelverzweigungspunkt  zu  denken,  wird  sich  im  folgenden 
Paragraphen  bei  Untersuchung  der  Kurven  dritter  Ordnung  ergeben,  deren 
Fläche,  ohne  eine  solche  Annahme,  aus  getrennten  Stücken  bestehen  würde, 
was  der  Irreduzibilität  der  Kurve  widerstreitet. 

Endlich  um  zu  sehen,  daß  der  reelle  Punkt  konjugiert  imaginärer 
Doppeltang enten  keine  Verzweigung  herbeiführt,  betrachte  man  die  Kurve 
vierter  Klasse,  welche  aus  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  gebildet  wird. 
Diese  reduzibele  Kurve  hat  eine  Riemannsche  Fläche,  die  aus  den  beiden 
bezüglichen  kreisförmigen  Doppelblättern  gebildet  wird.  Aber  die  Kurve  hat 
vier  Doppeltangenten  und  unter  ihnen  zwei  imaginäre.  Der  reelle  Punkt 
derselben  ist  der  sog.  innere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise.  Von 
einer  in  ihm  stattfindenden  Verzweigung  kann  selbstverständlich  keine 
Rede  sein. 

Wir  werden  jetzt  diese  Verhältnisse  an  dem  Beispiele  der  Kurven 
dritter  Ordnung  ausführlich  diskutieren.  Dieselben  sind,  wenn  sie  keinen 
vielfachen  Punkt  haben,  von  der  sechsten  Klasse  und  haben  dann  sechs 
imaginäre  Wendungen;  wir  werden  daher  bei  ihnen  drei  Doppelverzwei- 
gungspunkte und  evtl.  sechs  übereinander  liegende  Blätter  haben,  so  daß 
eine  schon  ziemlich  beträchtliche  Anzahl  von  Elementen  zu  kombinieren 
ist.     Indem  wir  die  Modifikationen  verfolgen,  welche  die  zugehörige  Fläche 
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erfährt,  wenn  die  Kurve  einen  singulären  Punkt  erhält  oder  verliert,  er- 
halten wir  nebenbei  eine  bemerkenswerte  Veranschaulichung  der  P lücker - 
sehen  Formeln,  sofern  dieselben  aussagen,  daß  ein  Doppelpunkt  sechs,  eine 
Spitze  acht  Wendungen  absorbiert. 

Noch  in  einer  anderen  Richtung  scheinen  die  folgenden  Figuren  be- 
merkenswert. Man  hat  sich  seither  bei  der  Wendepunktsgleichung  der 
Kurven  dritter  Ordnung  und  ähnlichen  Problemen  wesentlich  mit  der  Auf- 
stellung der  Resolventen  beschäftigt.  Aber  man  kann  die  Frage  in  einem 
anderen  Sinne  stellen,  indem  man  verlangt,  die  einfachsten  Näherungs- 
methoden anzugeben,  welche  bei  numerischer  Auflösung  solcher  Glei- 
chungen am  raschesten  zum  Ziel  führen.  Die  nachfolgenden  Figuren 
geben  für  die  Wendepunktsgleichung  der  Kurven  dritter  Ordnung  in  diesem 
Sinne  insofern  eine  Anleitung,  als  sie  diejenigen  Bezirke  der  Ebene  kennen 
lehren,  in  welchen  man  die  reellen  Punkte  der  Wendetangenten  zu  suchen 
hat,  was  mit  einer  Separation  der  Wurzeln  etwa  auf  gleicher  Stufe  steht. 
Das  Wendepunktsproblem,  wie  es  hier  vorliegt,  ist  freilich  noch  zu  einfach, 
um  den  Vorzug  einer  solchen  Behandlung  bei  praktischen  Fällen  gegen- 
über der  direkten  Auflösungsmethode  wesentlich  hervortreten  zu  lassen. 
Anders  wird  es  aber  z.  B.  schon  bei  Kurven  vierter  Ordnung,  wenn  es 
sich  um  numerische  Bestimmung  der  Doppeltangenten  oder  Wendetangen- 
ten handelt. 

§  3. 

Die  Riemannschen  Flächen  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

Bereits  in  [Abh.  XXXVIII,  S.  95  (Fig.  11)]  wurde  die  zu  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  gehörige  Fläche  gezeichnet.  Da  wir 
weiterhin  (§4)  noch  auf  diejenige  Partie  der  Fläche,  welche  in  der  Nähe 
des  reellen   Wendepunktes   sich   erstreckt,   zu  reden   kommen,   so  wird  es 


I 


Fig.  1 


2 

Fig.  2. 


hier  gestattet   sein,    den   Wendepunkt   unendlich   weit   zu   projizieren   und 
dadurch  die  Fig.  1   zu  einer  symmetrischen  zu  gestalten. 

Nun   soll  aus  der  Kurve  mit  Spitze  eine  Kurve  mit  nicht  isoliertem 
Doppelpunkt  entstehen.     Zu  dem  Zwecke  haben  wir  die  Spitze  durch  eine 
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(zunächst  kleine)  Schleife  zu  ersetzen.  Die  Klasse  der  Kurve  wächst  bei 
diesem  Übergange  um  eine  Einheit,  und  die  Anzahl  der  Blätter  derRie- 
mann sehen  Fläche  ist  [für  die  verschiedenen  Teile  der  Ebene]  dement- 
sprechend die  in  Fig.  2  angegebene. 

Enthielte  7iun  das  Innere  der  Schleife  keinen  Verzweigungspunkt, 
so  könnten  diese  Blätter  kein  zusammenhängendes  Ganzes  bilden.  Ein 
isolierter  Doppelpunkt  ist  aber  nicht  vorhanden,  es  müssen  sich  also  ima- 
ginäre Wendungen  gebildet  haben  —  was  die  genannte  Bestätigung  der 
Plück ersehen  Formeln  ist  —  und  sie  müssen  eine  Verzweigung  veran- 
lassen —  was  den  von  uns  für  die  betr.  Behauptung  in  Aussicht  gestellten 
Beweis  ausmacht.  Die  Plück  er  sehen  Formeln  zeigen,  daß  die  nun  auf- 
tretenden imaginären  Wendungen  nur  in  der  Zahl  2  vorhanden  sind,  wir 
erhalten  also  nur  einen  Doppelverzweigungspunkt.  Wir  wollen  die  beiden 
von  ihm  ausgehenden  Verzweigungsschnitte  in  den  Doppelpunkt  auslaufen 
lassen  ( oder  vielmehr  die  beiden  Schnitte,  die  bez.  die  Durchdringung  der 
beiden  oberen  und  der  beiden  unteren  Blätter  vorstellen  (und  also  in 
der  Zeichnung  koinzidieren)  im  Doppelpunkte  sich  vereinigen  lassen ).  So 
entsteht  folgende  Figur: 


Fig.  3. 

Wir  denken  uns  bei  ihr  die  beiden  von  der  Schleife  umschlossenen 
Blätter  zwischen  den  beiden  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Blättern 
gelegen ;  dementsprechend  wurde  die  Schleife  schwächer  ausgezogen,  als  die 
übrigen  Konturen  und  der  Verzweigungsschnitt. 

Von  der  Kurve  mit  Doppelpunkt  gehen  wir,  indem  wir  den  Doppel- 
punkt in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  auflösen,  zu  einteiligen  oder  zwei- 
teiligen Kurven  dritter  Ordnung  über,  die  dann  von  der  sechsten  Klasse 
sind.  —  Die  entstehende  einteilige  Kurve  gehört,  wie  beiläufig  bemerkt 
sei,   zu   den  sogenannten    Viereckskurven,   d.  h.   sie   verläuft   in   den  Vier- 
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ecken  der  Figur,  die  durch  die  drei  reellen  Wendetangenten  und  die  gerade 
Linie,  welche  die  drei  Wendepunkte  enthält,  gebildet  wird  (Möbius, 
Über  die  Grundformen  der  Linien  dritter  Ordnung.  Abh.  der  Sachs.  Akad. 
1848/52,  S.  80).  Weiterhin  leiten  wir  aus  der  zweiteiligen  Kurve,  indem 
wir  das  Oval  verschwinden  lassen,  einteilige  Dreieckskurven  ab.  Ihre 
Riemannsche  Fläche  scheint  auf  den  ersten  Blick  von  der  Fläche  der 
Viereckskurven  sehr  verschieden;  dieselben  gehen  aber,  wie  noch  gezeigt 
wird,  kontinuierlich  ineinander  über,  sobald  man  den  Ubergangsfall  ins 
Auge  faßt,  in  welchem  sich  die  drei  reellen  Wendetangenten  in  einem 
Punkte  kreuzen.  Deshalb  werden  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  (§5) 
derartige  Vorkommnisse  (daß  Kurven  überschritten  werden,  welche  statt 
dreier  Doppelpunkte,  die  durch  Überkreuzung  von  Kurvenzweigen  oder  auch 
von  reellen  Wendetangenten  entstehen,  einen  dreifachen  Punkt  besitzen) 
nicht  weiter  diskutiert. 

Sobald  wir  bei  der  zuletzt  gezeichneten  Kurve  dritter  Ordnung  den 
Doppelpunkt  auflösen,  bilden  sich  nach  Plückers  Angabe  [Über  Singu- 
laritäten, S.  81]  zwei  reelle  Wendungen  und  vier  imaginäre,  also  bei 
unseren  Flächen  zwei  neue  Doppelverzweigungspunkte.  Daß  dieselben  in 
2 


Fig.  4. 

den  Fig.  4  richtig  angegeben  sind  (wir  haben  in  diesen  Figuren  zugleich 
die  betr.  Blätteranzahlen  notiert),  ergibt  sich,  da  die  Lage  des  schon  vor- 
handenen Doppelverzweigungspunktes  schon  bekannt  ist,  aus  Symmetrie- 
gründen. Man  sieht  das  deutlicher  bei  den  Figuren,  die  sich  ergeben,  wenn 
man  die  drei  reellen  Wendepunkte  unendlich  weit  projiziert  (Fig.  5)  und, 
indem  wir  sie  zugrunde  legen,  erhalten  wir  die  umstehend  abgebildeten 
Rie  mann  sehen  Flächen  (Fig.  6). 

Die  hyperbelartigen  Züge  der  ersten  Figur,  das  Oval  der  zweiten  und 
Stücke    der    bei    ihr    auftretenden   Verzweigungsschnitte,   sowie   beide   Mal 
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bestimmte    Segmente   der  Wendetangenten  sind  schwächer  ausgezogen,  da 
die  von  ihnen  begrenzten  Blätter  durch  vorgelagerte  Blätter  verdeckt  sind. 


Fig.  5. 


Die   Verzweigungsschnitte    erstrecken  sich  in   der   ersten  Figur  durch   das 
Unendliche  hindurch;    bei   der  zweiten  Figur   schneiden  sie  sich  in  einem 


Fig.  6. 

Punkte.      Es  ist   wohl   kaum  nötig,  zu  bemerken,  daß  die  Lage  der  Ver- 
zweigungsschnitte noch  mannigfach  abgeändert  werden  kann.  — 

Aus  der  zweiteiligen  Kurve  mag  jetzt 
eine  Kurve  mit  isoliertem  Punkte  entstehen, 
indem  wir  das  Oval  in  einen  Punkt  zu- 
sammenziehen. Dann  hat  man  die  neben- 
stehende Fig.  7. 

Man  sieht,  daß  der  Doppelpunkt,  wie  es 
die  PI ücker sehen  Formeln  verlangen,  sechs 
Wendungen  absorbiert  hat.  Der  Doppel- 
punkt ist  ein  einfacher  Doppelverzweigungs- 
punkt ;  die  drei  in  der  Figur  von  ihm  aus- 
Fig.  7.  gehenden  Verzweigungsschnitte    lassen   sich 
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durch  einen  ersetzen  (vgl.  auch  die  etwas  anders  angeordnete  [Fig.  18  der 
Abh.  XXXVIII,  S.  97]). 

Indem  wir  endlich  das  zum  Doppelpunkte  gewordene  Oval  vollends 
verschwinden  lassen,  entsteht  die  einteilige  Dreieckskurve,  Um  die  betr. 
Fläche  aus  der  zuletzt  betrachteten  zu  er- 
halten, mache  man  folgende  Überlegung.  In- 
dem der  Doppelpunkt  verschwindet,  steigt 
die  Klasse  der  Kurve  um  zwei  Einheiten. 
Es  lassen  sich  also  von  jedem  Punkte  der 
Ebene  zwei  Tangenten  mehr  an  die  Kurve 
legen  als  vorher.  Aber  für  keinen  Punkt 
sind  dieselben  reell.  Es  ist  also  die  ganze 
Ebene  mit  einem  neuen  Doppelblatte  zu  über- 
decken, dessen  obere  resp.  untere  Hälfte  man 
sich   vor   der   Vorderfläche   resp.    hinter   der 

Rückfläche  der  bisherigen  Figur  ausgebreitet  denken  mag.  Dasselbe  hängt 
dadurch  mit  den  übrigen  Blättern  zusammen,  daß  sich  der  isolierte  Doppel- 
punkt wieder  in  drei  Doppelverzweigungspunkte  aufgelöst  hat,  wie  die  oben- 
stehende Fig.  8  aufweist. 

In  ihr  sind  diejenigen  Konturen,  welche  für  den  Beobachter  durch 
zwei  Blätter  verdeckt  erscheinen,  nur  punktiert;  vor  die  schwach  ausge- 
zogenen Konturen  ist  nur  je  ein  Blatt  vorgelagert. 

Von  der  so  erhaltenen  Zeichnung  geht  man  nun 
zu  der  einteiligen  Viereckskurve  zurück,  indem  man 
eine  Kurve  betrachtet,  bei  der  sich  die  drei  reellen 
Wendetangenten  in  einem  Punkte  schneiden  (Fig.  9). 

Dreht  man  diese  Figur  um  60  Grad,  so  über- 
sieht man,  daß  dieselbe  von  der  oben  für  die  Vier- 
eckskurve gegebenen  (Fig.  5  links)  wenig  verschieden 
ist.  Man  hat  nur  die  drei  Asymptoten  der  letzteren 
zu  verschieben,  daß  sie  durch  einen  Punkt  gehen,  und  die  Verzweigungs- 
punkte durch  das  Unendliche  hindurch  auf  den  Mittelpunkt  der  Figur  zu- 
rücken   zu  Jassen. 

Hiermit  sind  alle  Arten  der  Kurven  dritter .  Ordnung  besprochen. 


§4. 
Der  Zusammenhang  unserer  Flächen. 

Wenn  der  Zusammenhang,  den  unsere  Flächen  besitzen,  bestimmt 
werden  soll,  bedarf  es  vor  allen  Dingen  einer  Erörterung  über  die  Gestalt 
der  Fläche  in  der  Nähe  eines  reellen  Wendepunktes.      Denn  Flächen  mit 

Klein,  (xesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  '  10 
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singulären  Punkten  sind  von  den  gewöhnlichen  Zusammenhangsunter- 
suchungen ausgeschlossen,  und  man  muß,  wenn  bei  ihnen  dennoch  von 
einer  Zusammenhangszahl  gesprochen  werden  soll,  eine  besondere  Fest- 
setzung treffen.  Eine  Kurve  mit  Wendetangente  ist,  als  Klassenkurve 
aufgefaßt,  Übergangsfall  zwischen  einer  Kurve,  welche  eine  isolierte,  und 
einer  Kurve,  welche  eine  nicht  isolierte  reelle  Doppeltangente  besitzt 
(Fig.  10). 


i 


Fig.  10. 


Der  Zusammenhang  der  Fläche  sinkt,  wenn  wir  von  der  ersten  Figur 
zur  letzten  fortschreiten,  um  zwei  Einheiten;  es  scheint  daher  naturgemäß, 
der  in  der  Mitte  befindlichen  Figur  die  mittlere  Zahl  beizulegen. 

Allgemein:  Es  sei  eine  Klassenkurve  mit  iv'  reellen  Wendetangenten 
gegeben.  So  lasse  man  die  letzteren  durch  kleine  Änderung  der  Konstanten 
in  Doppeltangenten  übergehen.  Von  denselben  mögen  w'i  nicht  isoliert, 
W2  isoliert  sein  [w[  +  w;2  =  w')  "*).  Sodann  bestimme  man  den  Zusammen- 
hang der  Kiemannschen  Fläche,  die  zu  der  modifizierten  Kurve  gehört, 
und  addiere  w[  —  lOo.  Die  dann  erhaltene  Zahl  soll  der  Zusammenhang 
der  ursprünglichen  Fläche  genannt  werden. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  Zusammenhang  der  ,,modifizierten''  Fläche, 
die  im  ganzen  t  +  w^  isolierte  Doppeltangenten  enthält.  Zu  dem  Zwecke 
vergleichen  wir  sie  mit  der  gewöhnlichen  Riemannschen  Fläche,  die  sich 
ergibt,  wenn  man,  vermöge  der  Gleichung  der  Klassenkurve,  eine  der 
beiden  Linienkoordinaten  als  Funktion,  der  anderen  betrachtet  und  die 
komplexen  Werte  der  letzteren  über  die  a; -f- *i/- Ebene  ausbreitet.  Auf 
diese  gewöhnliche  Eie  mann  sehe  Fläche  ist  unsere  im  allgemeinen  ein- 
deutig abgebildet.  Eine  Ausnahme  verursachen  nur  die  isolierten  reellen 
Doppeltangenten,  die  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  auf  unserer  Fläche 
liegen,  während  ihnen  auf  der  gew.  Fläche  je  ein  Punktepaar  entspricht. 
Da  nun  die  gewöhnliche  Riemannsche  Fläche  den  Zusammenhang  2p 
aufweist,  so  erhält  unsere  ,, modifizierte"  Fläche  nach  einem  schon  im  §  1 


^)  Vielleicht  gibt  es  Fälle,  in  denen  eine  solche  Modifikation  nicht  möglich  ist. 
ohne  daß  gleichzeitig  andere  Doppeltangenten  verschwinden  usw.  In  solchen  Fällen 
reicht  der  Wortlaut  des  Textes  nicht  mehr  aus;  es  wird  aber  leicht  sein,  die  Dar- 
stellung des  Textes  dennoch  zu  verwerten. 


XL.    Neue  Riemannsche  Flächen.    (Zweite  Mitteilung.)  147 

besprochenen     [in    Abli.    XXXVI,    S.  70]    aufgestellten    Satze''')    den    Zu- 
sammenhang :  ,, 

und  also  unsere  ursprüngliche  Fläche  den  Zusammenhang: 

Zu  eben  dieser  Formel  würde  man  geführt,  wenn  man,  ohne  sich  auf 
eine  nähere  Untersuchung  der  reellen  Wendepunkte  und  ihres  Einflusses 
auf  den  Zusammenhang  einzulassen,  einfach  von  dem  Umstände  ausginge, 
daß  den  nach  ihrer  ganzen  Erstreckung  auf  unseren  Flächen  liegenden 
reellen  Wendet  awgenten  auf  der  gewöhnlichen  Rie  mann  sehen  Fläche  nur 
je  ein  Punkt  entspricht,  und  dann  den  eben  zitierten  Satz  anwendete.  Ein 
solches  Verfahren  wäre  natürlich  an  sich  nicht  gerechtfertigt,  da  der  betr. 
Satz  an  der  angeführten  Stelle  nur  unter  Voraussetzungen  bewiesen  ist,  die 
hier  nicht  zutreffen  (die  Existenz  singulärer  Punkte  blieb  ausgeschlossen). 
Vielmehr  hat  man  in  der  Übereinstimmung  nur  eine  Bestätigung  dafür  zu 
erblicken,  daß  die  oben  getroffene,  die  Wendepunkte  betr.  Festsetzung 
naturgemäß  ist. 

Wir  werden  nun  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  versuchen,  die  jetzt 
für  Z  gewonnene  Formel  direkt,  ohne  auf  die  gewöhnliche  Riemannsche 
Fläche  zurückzugehen,  aus  der  Gestalt  der  Kurven  n-ter  Klasse  zu  be- 
weisen. Mir  scheint  diese  Aufgabe  besonders  deshalb  interessant,  weil  sie 
zeigt,  daß  wir  die  jedenfalls  sehr  mannigfachen  Gestalten  dieser  Kurven 
doch  schon  mit  Hilfe  der  jetzt  bekannten  Sätze  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  beherrschen. 

Inzwischen  werde  hier  ein  instruktives  Beispiel  vorausgeschickt,  in 
welchem  sich  die  direkte  Abzahlung  unmittelbar  gestaltet. 

Es   sei   die   Klasse   k   der  Kurve   und    die  Ordnung  n  derselben  eine 

gerade  Zahl: 

k  =  2x,       n  =  2v. 

Dann  kann  die  Kurve  —  und  das  soll  hier  vorausgesetzt  werden  — 
möglicherweise  ohne  jeden  reellen  Zug  sein.  Auf  den  von  uns  festgehal- 
tenen Standpunkt  der  Allgemeinheit  sind  von  den  Singularitätenanzahlen 
w' ,  t\  r\  d'  in  diesem  Falle  gleich  Null  zu  setzen,  während  t  ,  d  ,  t  ,  d 
beliebige  Werte  haben,  die  untereinander  und  mit  v  und  y.  nur  durch  die 
P  lücker  sehen  Formeln  und  durch  die  Relation: 

)^  ^  t    =  >i  -\-  d 

')  Derselbe  lautet:  Sind  zwei  Flächen  im  allgemeinen  eindeutig  aufeinander 
bezogen,  doch  so,  daß  die  eine  //,  die  andere  r  Fundamentalpunkte  trägt,  so  ist  der 
Zusammenhang  der  ersten,  vermehrt  um  //,  gleich  dem  Zusammenhang  der  zweiten, 
vermehrt  um  r. 

10* 
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verbunden  sind  (in  welche  in  diesem  Falle  die  allgemeine 

übergeht). 

Betrachten  wir  jetzt  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche.  Dieselbe 
überdeckt  die  ganze  Ebene  mit  x  unbegrenzten  Doppelblättern,  die  durch 
d  -\-\w"  Doppelverzweigungspunkte  miteinander  verbunden  sind.  Wären 
diese  Verzweigungspunkte  nicht  vorhanden,  so  käme  als  Zusammenhangs- 
zahl —  2(7i—  1).  Denn  jedes  die  ganze  Ebene  überdeckende  Doppelblatt 
hat  (wie  die  als  Doppelfläche  betrachtete  Ebene  selbst)  den  Zusammen- 
hang Null,  und  für  die  Trennung  der  k  Bestandteile  voneinander  hat  man 
{^x  —  1)  mal  (—2)  in  Anrechnung  zu  bringen.  Diese  Zahl  —  2  [x  —  \) 
wird  dann  durch  jeden  Verzweigungspunkt  um  eine  Einheit,  durch  jeden 
Doppelverzweigungspunkt  also  um  zwei  Einheiten  erhöht.      Somit  kommt 

Z=  -2{x—  l)^2d"  +  w". 

Dies  aber  ist  in  der  Tat  gleich  2^  -\-  w'  -^  2t  ■  ^  wie  sich  folgender- 
maßen ergibt.     Zunächst  ist 

'p  = 2 t~w  =  {2x  —  l){>c~\)  —  t    ~t     ~w 

und  insbesondere  w'  =  0, 

also  2p-i~w'-^2t"  =  2U-  1)  {2x  -  1)-  2^  ~  2w" . 

Dann  aber  gibt  die  Plückersche  Formel 

2v^2K(2x-.l)-2t'  -2  r  -  Siv'' . 
Aus  ihr  folgt: 

2p-}-w'-\-2t'  =-2v-2{2x-l)  +  2t'  -i-  w" 
und  dieses  setzt  die  angegebene  Relation: 

r  +  ^    ^  X  -^  d 
unmittelbar  in  die  gewünschte  Gestalt  um: 

2v  +  w'  ^2t"  =  -2(x-  \)^2d"  -\-w" . 

§5. 
Direkte  Bestimmung  der  Zusammenhangszahl. 

Die  direkte  Begründung  der  Formel 

Z=-2^  +  z^'  +  2«" 

aus  der  Gestalt  der  Kurve  soll  jetzt  in  folgender  Weise  geführt  werden. 
Wir  zeigen  zunächst,  daß  man  für  jede  Klasse  h  Beispiele  angeben  kann, 
in  denen  die  Formel  richtig  ist.     Wir  zeigen  sodann,  daß  sie  richtig  bleibt, 
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wenn  man  von  der  im  Beispiele  benutzten  Kurve  zu  einer  beliebigen 
anderen  Kurve  derselben  Klasse  übergeht. 

Die  Wahl  des  anfänglichen  Beispiels  kann  natürlich  auf  sehr  mannig- 
faltige Weise  geschehen;  man  könnte  z.  B.  für  ein  gerades  k  die  zuletzt 
betrachteten  Kurven  wählen,  welche  keinen  reellen  Zug  enthalten^).  Da 
ich  aber  weiterhin  verschiedene  Sätze  brauche,  die  ich  in  dem  Aufsatze 
,,Über  Singularitäten"  zusammengestellt  habe,  so  ziehe  ich  es  vor,  mich 
überhaupt  genau  an  diesen  Aufsatz  anzuschließen.  Es  sind  nur  die  Be- 
trachtungen, die  dort  für  Ordnungskurven  angestellt  wurden,  hier  durch- 
gängig dualistisch  auf  Klassenkurven  zu  übertragen. 

Beginnen  wilr  damit,  die  dort  zugrunde  gelegten  Beispiele  [S.  83ff.] 
nach  dualistischer  Übertragung  für  die  hier  vorliegende  Fragestellung  zu 
verwerten. 

Ist  k  gerade  =2;^,  so  nehme  man  [S.  83]  k  Ellipsen,  deren  jede 
mit  jeder  anderen  vier  reelle  Tangenten  gemein  hat,  und  konstruiere  aus 
ihnen  eine  allgemeine  Kurve  der  Klasse  2k ^  indem  man  bei  jeder  dieser 
Tangenten  eines  der  beiden  Segmente,  in  die  sie  durch  ihre  Berührungs- 
punkte zerlegt  wird,  in  zwei  reelle  Kurvenzüge  spaltet,  während  man  das 
andere  Segnient  verschwinden  läßt.  (Dies  ist  also  dasselbe  Verfahren, 
welches  insbesondere  für  Kurven  vierter  Klasse  im  vorstehenden  Aufsatze 
angewandt  wurde  und  dort  ausführlich  erläutert  ist.)  Jede  dieser  Opera- 
tionen, deren  Anzahl  2y.  {k  —  1)  ist,  erhöht  den  Zusammenhang  der  ur- 
sprünglichen Riemannschen  Fläche  um  zwei  Einheiten;  derselbe  wird  also 

Z=^-2{x-\)-{-4.x{k-  l)  =  {k-l){k-2), 

da  das  Aggregat  der  nicht  verbundenen  k  elliptischen  Doppelblätter  den 
Zusammenhang  —  2{7c  —  1)  aufweist  und  bei  dem  Änderungsprozesse  keine 
Verzweigungen  entstanden  sind.  —  Der  gefundene  Wert  von  Z  stimmt 
überein  mit  der  allgemeinen  Formel 

Z==^2p-\-w'  +  2t\ 

insofern  im  Beispiele  überhaupt  keine  Wendungen  oder  Doppeltangenten 
vorhanden  sind,  und  also: 

p  =  - — 2 '        w  =  0,       t    =  0. 

Ist  k  dagegen  ungerade,  so  setze  man  dasselbe  =  2;^  -f-  3  und  zeichne, 


*)  In  meiner  oben  angeführten  Note  (Erlanger  Berichte  1874)  hatte  ich  eine 
Kurve  benutzt,  die  in  lauter  einzelne  Punkte  zerfallen  war  [was  zwar  zu  dem  ge- 
wünschten Resultat  führte,  aber  Bedenken  verursachen  kann  und  jedenfalls  besondere 
Vorsicht  erfordert,  da  jede  Gerade  durch  einen  dieser  Punkte  geradeso  als  Spitzen- 
tangente anzusehen  ist,  wie  jeder  Punkt  auf  einer  Geraden  als  Wendepunkt.    K.]. 


150  Anschauliche  Geometrie. 

analog  wie  auf  [S.  84],  y.  Ellipsen  und  eine  Kurve  dritter  Klasse.  Das 
Aggregat  der  bez.  zugehörigen  Flächen  hat  als  Zusammenhangszahl 

2-2;^=  -  2(;<-  1), 

und  geht  man  nun  zu  einer  allgemeinen  Kurve  Ä;-ter  Klasse  über,  indem 
die  2>f(;<~l)  reellen  Tangenten,  die  den  Ellipsen  zu  zwei  gemeinsam 
sind,  und  die  '^x  reellen  Tangenten,  welche  gleichzeitig  eine  Ellipse  und 
die  Kurve  dritter  Klasse  berühren,  in  reelle  Kurvenzüge  spaltet,  so  kommt 

Z=  -t{y.-  \)  ^  ^>i{y.  -  \)-\-\2x  =  {Jc  -  \){k  -  2), 

was  wiederum  stimmt. 

Von   diesen   Beispielen   ausgehend  zeigen   wir   zunächst:    Die  Formel 

gilt  für  alle  allgemeinen  Klassenkurven,  d.  h.  für  solche,  die  keine  Doppel- 
und  Wendetangenten  besitzen. 

Zu  dem  Zwecke  lassen  wir  die  einzelne  in  Betracht  kommende  Kurve, 
je  nachdem  k  gerade  oder  ungerade,  aus  dem  ersten  oder  zweiten  der 
gegebenen  Beispiele  nach  Anleitung  von  [S.  83f.]  entstehen.  Dann 
werden,  allgemein  zu  reden,  eine  Anzahl  einzelner  Kurven  überschritten 
werden  müssen,  bei  denen  die  Rie  mann  sehe  Fläche  eine  wesentliche  Ge- 
staltsänderung erfährt,  und  es  ist  zu  zeigen,  daß  trotz  der  Änderung 
die  Zusammenhangszahl  dieselbe  geblieben  ist.  Die  hier  in  Betracht  zu 
ziehenden  Vorkommnisse  beziehen  sich  entweder  darauf,  daß  eine  Kurve 
überschritten  wird,  bei  der  eine  besondere  Singularität  auftritt,  oder  daß 
bei  der  betr.  Kurve  die  immer  vorhandene  Singularität  ihre  Bedeutung 
für  die  Rie  mann  sehe  Fläche  wechselt.  Mit  Rücksicht  auf  die  oben 
(§2)  gegebene  Erörterung  über  den  gestaltlichen  Einfluß,  den  die  Singu- 
laritäten der  Kurve  auf  deren  Riemannsche  Fläche  haben,  und  im  An- 
schlüsse an  die  Entwicklung  der  [S.  81]  zeigt  sich,  daß  für  jede  der 
beiden  Arten  nur  eine  Möglichkeit  in  Betracht  zu  ziehen  ist,  nämlich  bez. : 

das  Auftreten  einer  reellen,  nicht  isolierten  oder  isolierten  Doppel- 
tangente 
und  der  Übergangsprozeß,  der  dem  Verschwinden  einer  Einbuchtung  (Über 
Singularitäten,  [S.  80])  dualistisch  entspricht  und-  bei  dem  daher 
ein  nicht  isolierter  Doppelpunkt  zum  isolierten  wird. 

Der  Einfluß,  den  diese  Vorkommnisse  auf  die  Gestalt  der  Rie  mann - 
sehen  Fläche  und  damit  auf  ihre  Zusammenhangszahl  haben,  wurde  aber 
schon  in  den  früheren  Aufsätzen,  sowie  in  §  1 ,  2  des  vorliegenden  hin- 
länglich erörtert.  Wenn  eine  nicht  isolierte  Doppeltangente  entsteht,  so 
zieht   sich  ein    „Band"   der   betr.    Riemannschen   Fläche   in  ein  doppelt- 
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zählendes  Segment  einer  geraden  Linie  zusammen  und  kommt  so  in  Weg- 
fall; hernach  aber  gestaltet  sich  das  ergänzende  Segment  der  betr.  geraden 
Linie  zu  einem  Bande  um,  und  der  Zusammenhang  hat  auf  der  einen  Seite 
zwei  verloren,  um  auf  der  anderen  zwei  zu  gewinnen.  —  Das  Entstehen 
der  isolierten  Doppeltangente  beeinflußt  den  Zusammenhang  nach  §  1 
überhaupt  nicht.  Denn  es  ist  damit  gleichbedeutend,  daß  man  in  der 
betr.  Riemannschen  Fläche  einen  Rückkehrschnitt  ausführt.  Die  Ränder 
dieses  Rückkehrschnittes,  werden  dann  später  nur  in  umgekehrter  Weise 
zusammengefügt.  —  Endlich  das  zweite  der  angegebenen  Vorkommnisse 
wurde  auf  [S.  114 f.]  des  Aufsatzes  „Über  Integrale"  ausführlich  betrachtet; 
die  bes.  Vorausse'tzung,  die  dort  gemacht  ist,  daß  bloß  Kurven  der  vierten 
Klasse  zu  untersuchen  sind,  beeinflußt  offenbar  nicht  die  Allgemeingültig- 
keit der  dort  gegebenen  Entwicklung. 

Damit  ist  der  gewünschte  Beweis  bereits  erbracht.  Der  Zusammenhang 
bleibt  bei  der  allgemeinen  Klassenkurve  immer  2-p  -\-  w'  -{- 2t  oder  besser, 
da  w'  -  0,  t"  =  0,  er  bleibt  =  2^. 

Um  den  Beweis  jetzt  auf  solche  Kurven,  die  Doppel-  und  Wende - 
tangenten  haben,  auszudehnen,  verfahren  wir  wie  auf  [S.  85].  Jede 
solche  Kurve  kann  aus  einer  unmittelbar  benachbarten  allgemeinen  Klassen- 
kurve abgeleitet  werden.  Das  Geschlecht  der  letzteren  sei  [p].  So  wird 
die  zu  untersuchende  Kurve  ein  Geschlecht  haben: 

V=^[V]-  t   -  t"  -  t"  -  tu'  -  w\ 

wo  t  ,  t  usw.  die  immer  festgehaltene  Bedeutung  haben  [S.  78  ff.].  Der 
Zusammenhang  der  Fläche,  die  zu  der  allgemeinen  Kurve  gehört,  ist 

[Z]  =  2[p], 
der  Zusammenhang  der  zu  untersuchenden  Fläche  soll  werden 

Z       2p  +  w'  ~{-2t"  =  2[p]  —  2t—  2i"  -w'  -  2w'\ 
und  es  ist  also  zu  zeigen,  daß: 

Z  =  [Z]-2t-2  t"  -w'  -2  iv". 
Mit  anderen  Worten,  es  ist  zu  zeigen: 
Das  Entstehen 

einer  nicht  isolierten  reellen  Doppeltang ente, 
einer  imaginären  Doppeltangente, 
einer  reellen  Wendung, 
einer  imaginären   Wendung 
erniedrigt  den  Zusammenhang  bez.  um  2,  2,  1,  2  Einheiten. 

Dagegen  führt  das  Entstehen  einer  isolierten  reellen  Doppeltang ente 
keine  Erniedrigung  herbei. 
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Von  diesen  Sätzen  können  diejenigen  als  bewiesen  gelten,  welche 
sich  auf  die  reellen  Doppeltangenten  beziehen.  Auch  der  Einfluß  der 
reellen  Wendungen  ist  damit  gegeben,  denn  sie  sollen  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  getroffenen  Festsetzung  die  Mitte  halten  zwischen  den  isolierten 
und  den  nicht  isolierten  reellen  Doppeltangenten. 

Was  die  imaginären  Doppeltangenten  und  Wendetangenten  betrifft, 
so  zeigt  der  Satz  3  der  [S.  85]: 

Der  reelle  Punkt  zweier  konjugiert  imaginärer  Doppeltangenten  ab- 
sorbiert zwei,  und  der  reelle  Punkt  zweier  konjugiert  imaginärer  Wende- 
tangenten absorbiert  drei  reelle  isolierte  Doppelpunkte. 

Es  rücken  daher  in  diese  reellen  Punkte  zwei,  bzw.  drei  Doppelver- 
zweigungspunkte der  Fläche  zusammen,  um  (nach  §  2)  sich  im  ersten  Falle 
zu  kompensieren  und  sich  im  zweiten  Falle  auf  nur  einen  Doppelver- 
zweigungspunkt zu  reduzieren.  Beidemal  verliert  also  die  Fläche  zwei 
Doppel  Verzweigungspunkte  und  also  sinkt  der  Zusammenhang  um  vier  Ein- 
heiten. Das  macht  für  die  einzelne  imaginäre  Doppeltangente  oder  Wende- 
tangente zwei  Einheiten,  w.  z.  b.  w. 

Und  hiermit  ist  die  geforderte  allgemeine  Abzahlung  geleistet. 

§6. 
Komplexe  Kurven. 

Es  wird  hier  am  Platze  sein,  noch  einige  Worte  über  die  Rie mann - 
sehe  Fläche  solcher  Kurven  zu  sagen,  deren  Gleichung  komplexe  Koeffi- 
zienten besitzt  [S.  86].  Eine  solche  Kurve  von  der  Ordnung  n  und  der 
Klasse  k  hat  auf  dem  hier  festgehaltenen  Standpunkte  der  Allgemeinheit  eine 
Anzahl  [d)  reeller  isolierter  Punkte  und  eine  Anzahl  (t)  reeller  isolierter 
Tangenten.  Sie  besitzt  sodann  w"  imaginäre  Wendetangenten,  t  imaginäre 
Doppeltangenten  (und  analog  imaginäre  Spitzen  resp.  Doppelpunkte). 

Man  vereinige  nun  die  komplexe  Kurve  mit  der  ihr  konjugierten. 
So  entsteht  eine  neue  Kurve,  deren  Gleichung  reelle  Koeffizienten  hat, 
von  der  Ordnung  2n,  der  Klasse  2k,  mit  2w"  imaginären  Wendetangenten 
usw.  und  6  isolierten  reellen  Doppelpunkten,  t  isolierten  reellen  Doppel- 
tangenten. Bei  ihrer  Riemannschen  Fläche  kennen  wir  den  Zusammen- 
hang und  die  Verzweigung  der  Blätter.  Fügen  wir  hinzu,  daß  zusammen- 
gehörige Blätter  dieser  Fläche  notwendig  auf  die  beiden  verschiedenen 
komplexen  Kurven  Bezug  haben,  so  erhalten  wir  bezüglich  der  einzelnen 
komplexen  Kurve  folgenden  Aufschluß: 

Die  zugehörige  Biemannsche  Fläche  überdeckt  die  Ebene  mit  k 
einjachen  Blättern,  und  hat  die  t  reellen  isolierten  Tangenten  zu  ein- 
fachen Randkurven. 


XL.    Neue  Riemannsche  Flächen.    (Zweite  Mitteilung.)  153 

Die  Blätter  sind  durch  d  ^  w"  einfache  Verziveigungspunkte  ver- 
bunden, entsprechend  den  d  isolierten  reellen  Punkten  und  den  w"  reellen 
Punkten  der  w"  imaginären   Wendetangenten. 

Der  Zusammenhang  der  Fläche  ist 

z-^2p-\-r, 

unter  p  das  Geschlecht  verstanden. 

Was  die  Ableitung  der  letzteren  Gleichung  angeht,  so  verfahre  man 
etwa  folgendermaßen.  Die  reelle  Kurve,  welche  durch  Vereinigung  der 
beiden  komplexen  entsteht,  hat  2w''  Wendetangenten  und  2  t  -\~  k' 
Doppeltangenten  (in  die  die  k^  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  kom- 
plexen Kurven  eingerechnet  sind).     Ihr  Geschlecht  ist  also: 

Andererseits  ist 

Ä;  —  1  •  /r  — 2  ,,         nt 

V  = 2 w    -t    , 

also 

P  =  2p~l. 

Der  Zusammenhang  der  Fläche,  welche  zur  reellen  Kurve  gehört, 
muß  aber  nach  den  früheren  Abzahlungen  sein: 

Andererseits  ist,  da  sich  diese  Fläche  aus  zwei  Bestandteilen  vom  Zu- 
sammenhange z  zusammensetzt, 

^  =  22-2. 

Hieraus  folgt  durch  Elimination  das  gewünschte  Resultat: 

z  =  2p  -\-r. 

Als  Beispiele  betrachte  man  die  Rie  mann  sehen  Flächen,  die  zum 
einzelnen  komplexen  Punkte  oder  zum  komplexen  Kegelschnitte   gehören. 

Im  ersteren  Falle  ist  k  =  1,  t  =  1 ,  ^  =  0 .  Die  Fläche  besteht  aus 
einem  einfachen  Blatte,  welches,  die  ganze  Ebene  überdeckend,  von  beiden 
Seiten  an  die  reelle  gerade  Linie  hinanreicht,  welche  den  komplexen  Punkt 
mit  seinem  konjugierten  verbindet,  und  diese  Linie  zur  Randkurve  hat. 
Wir  haben  eine  einfach  zusammenhängende,  einfach  berandete  Fläche. 

Bei  komplexen  Kegelschnitten  haben  wir  nach  [S.  8(5]  drei  Arten 
zu  unterscheiden.  Ist  kein  reeller  Punkt  und  also  auch  keine  reelle 
Tangente  vorhanden,  so  besteht  die  betr.  Fläche  aus  einem  nullfach  zu- 
sammenhängenden, die  ganze  Ebene  überdeckenden  Doppelblatte.  Aber 
es  können  zwei  oder  vier  reelle  Punkte  vorhanden  sein,  dann  finden  sich 
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auch  zwei  oder  vier  reelle  Tangenten.  Man  erhält  eine  Fläche  mit  zwei 
oder  vier  Randkurven,  die  zwei  oder  vier  Verzweigungspunkte  besitzt  und 
demnach  doppelt  oder  vierfach  zusammenhängend  ist. 

§7. 

Bedeutung  der  reellen  Kurvenzüge  für  die 
Riemannsche  Fläche. 

Zum  Schluß  will  ich  noch  einige  lose  Bemerkungen  hinzufügen,  die  sich 
wieder  auf  reelle  Kurven  beziehen  und  die  Bedeutung  erläutern,  welche 
die  reellen  Züge  dieser  Kurven  für  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche 
haben.  Es  müssen  diese  Sätze  von  fundamentaler  Wichtigkeit  sein,  wenn 
man  es  unternimmt,  bei  beliebigen  reellen  Kurven  den  Verlauf  der  Ab  ei- 
schen Integrale  in  der  Weise  zu  untersuchen,  wie  ich  es  im  vorstehenden 
Aufsatze  für  die  Kurven  vierter  Klasse  begonnen  habe.  Dabei  will  ich 
der  Einfachheit  wegen  hier  die  Annahme  festhalten,  daß  keine  reellen 
Wendetangenten  oder  reelle  isolierte  Doppeltangenten  vorhanden  sind; 
eine  Ergänzung,  welche  auf  Kurven  Bezug  nimmt,  bei  denen  diese  Singu- 
laritäten  auftreten,  läßt  sich  leicht  zufügen. 

Zunächst  sage  ich :  Wenn  eine  Kurve  C  reelle  Züge  besitzt  und  man 
zerschneidet  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  längs  (C  —  1)  derselben, 
so  zerfällt  die  Fläche  noch  nicht.  Denn  wenn  sie  zerfiele,  so  könnte  das 
nur  so  geschehen,  daß  sich  zwei  zusammengehörige  (komplex  konjugierte) 
Bestandteile  bildeten.  Dieselben  werden  dann  aber  notwendig  in  dem  noch 
unzerschnittenen,  letzten  Zuge  zusammenhängen. 

Es  folgt  hieraus  zunächst  (natürlich  unter  der  Beschränkung,  die  wir 
uns  hier  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellung  auferlegt  haben) 
der  Harnacksche  Satz  (Math.  Annalen,  Bd.  10  (1876),  S.  190):  daß  eine 
Kurve  vom  Geschlechte  p  nicht  mehr  als  (^  +  1)  Züge  haben  kann. 
Hätte  sie  nämlich  (p  -\- 2)  Züge,  so  würde  ein  Zerschneiden  längs  (p  -^  l) 
derselben  noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  herbeiführen,  während  man  doch 
auf  einer  2^ -fach  zusammenhängenden  Fläche  nicht  mehr  als  p  nicht 
zerstückende  Rückkehrschnitte  ziehen  kann. 

Andererseits  ergibt  sich  für  die  Kurven,   deren  Zügezahl 

O>0,       C<p-\-l 

eine  bemerkenswerte  Einteilung  in  zwei  Arten. 

Die  Kurven  der  ersten  Art  haben  die  Eigenschaft,  daß  ihre  Rie- 
mannsche Fläche,  längs  der  C  Züge  zerschnitten,  zerfällt:  bei  den  Kurven 
der  zweiten  Art  findet  ein  solches  Zerfallen  nicht  statt.  Die  von  Herrn 
Harnack   betrachteten  Kurven    mit  (^-f-1)   Zügen  mag  man  der  ersten 
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• 

Art,  die  Kurven,  welche  überhaupt  keine  reellen  Züge  besitzen  (§4),  der 
zweiten  Art  zurechnen'). 

Ich  erinnere  in  dieser  Beziehung  an  die  früher  betrachteten  Kurven 
dritter  und  vierter  Klasse. 

Die  zweiteilige  Kurve  dritter  Klasse  gehört  zur  ersten,  die  einteilige 
zur  zweiten  Art. 

Bei  den  Kurven  vierter  Klasse  ohne  Doppeltangente  gehören  zur 
ersten  Art  die  vierteilige  und  die  Gürtelkurve,  zur  zweiten  Art  die  übrigen, 
die  drei-,  zwei-,  einteilige  und  die  imaginäre. 

Die  Kurven  derselben  Art  zeigen  eine  große  Keihe  gemeinsamer  Eigen- 
schaften. Z.  B.  kann  bei  den  Kurven  der  ersten  Art  durch  allmähliches 
Ändern  der  Konstanten  niemals  eine  isolierte  reelle  Doppeltangente  neu 
entstehen,  um  dann  einen  (C+l)-ten  Kurvenzug  zu  liefern;  während  die 
Kurven  der  zweiten  Art  in  dieser  Richtung  nicht  beschränkt  sind.  Die 
Kurven  der  zweiten  Art  sind  sozusagen  noch  entwicklungsfähig,  während 
es  die  Kurven  der  ersten  Art  nicht  sind.  Doch  soll  hier  auf  diese  Ver- 
hältnisse noch  nicht  näher  eingegangen  werden. 

München,  im  April  1876. 


[Es  hat  mir  immer  vorgeschwebt,  daß  man  durch  Fortsetzung  der  Betrachtungen 
des  Textes  Genaueres  über  die  Gestalten  der  reellen  ebenen  Kurven  beliebigen  Grades 
erfahren  könne,  nicht  nur,  was  die  Zahl  ihrer  Züge,  sondern  auch,  was  deren  gegen- 
seitige Lage  angeht.  Ich  gebe  diese  Hoffnung  auch  noch  nicht  auf,  aber  ich  muß 
leider  sagen,  daß  die  weiter  unten  mitzuteilenden  Realitätstheoreme  über  Kurven 
beliebigen  Geschlechtes  [vgl.  Abh.  XLII :  (welche  ich  aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
Riemannschen  Flächen,  speziell  der  „symmetrischen''  Riemannschen  Flächen  ableite) 
hierfür  nicht  ausreichen,  sondern  nur  erst  einen  Rahmen  für  die  zu  untersuchenden 
Möglichkeiten  abgeben.  In  der  Tat  sind  ja  die  doppelpunktslosen  ebenen  Kurven 
n-ten  Grades  für  ?^  >  4  keineswegs  die  allgemeinen  Repräsentanten  ihres  Geschlechtes, 
sondern,  wie  man  leicht  nachrechnet,  durch  (n  —  2)  (n  —  4)  Bedingungen  partiku- 
larisiert.  Da  man  über  die  Natur  dieser  Bedingungen  zunächst  wenig  weiß,  kann  man 
noch  nicht  von  vornherein  sagen,  daß  alle  die  Arten  reeller  Kurven,  die  man  gemäß 

meinen  späteren  Untersuchungen  für  p=  — findet,   bereits  im  Gebiete  be- 

z 

sagter   ebener  Kurven  n-ter  Ordnung  vertreten   sein  müßten,  auch  nicht,  daß  ihnen 

immer  nur  eine  Art  ebener  Kurven  entspräche.     K.] 


')  [Bei  Kurven  erster  Art  hat  man   '~-^r^\   Unterarten,   bei  denen  der  zweiten 
Art  2>  T  1  Unterarten  zu  unterscheiden.     Siehe  Abh.  XLII.     K.  ] 


XLI.   Über  den  Verlauf  der  Abel  sehen  Integrale 
bei  den  Kurven  vierten  Grades. 

(Zweiter  Aufsatz.) 
[Math.  Annalen,  Bd.  11  (1876/77).] 


In  der  ersten  unter  dem  vorstehenden  Titel  erschienenen  Mitteilung 
[vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  XXXIX]  habe  ich  für  die  verschieden- 
artigen Kurven  vierten  Grades,  welche  reelle  Züge  besitzen,  im  Anschlüsse 
an  eine  bestimmte  Zerschneidung  der .  zugehörigen  Rie  mann  sehen  Fläche 
reelle  Normalintegrale  hergestellt,  ihren  Verlauf  im  allgemeinen  beschrieben 
und  Schlüsse  auf  die  Realität  gewisser  Berührungskurven  gemacht.  Dabei 
bin  ich  aber  noch  nicht  auf  eine  Diskussion  derjenigen  Fragen  eingegangen, 
welche  mit  der  Aufstellung  der  sogenannten  0-Charakteristiken  zusammen- 
hängen. Eben  diese  werde  ich  im  nachstehenden  angreifen  und  im  speziellen 
Falle  erledigen,  insofern  ich  wenigstens  für  die  vierteilige  Kurve  und  die- 
jenige Zerschneidung  der  zagehörigen  Rie  mann  sehen  Fläche,  die  ich  in 
der  früheren  Arbeit  angab,  den  in  Betracht  kommenden  ausgezeichneten 
Berührungskegelschnitt  bestimme  und  die  Charakteristiken,  welche  den 
einzelnen  Doppeltangenten  beizulegen  sind,  wirklich  anschreibe. 

Die  Methode,  deren  ich  mich  dabei  bediene,  ist  im  wesentlichen  die- 
selbe, welche  ich  in  dem  früheren  Aufsatze  gebrauchte:  die  Methode  der 
Kontinuität.  So  wie  ich  dort  die  allgemeine  Kurve  vierter  Ordnung  aus 
dem  Kegelschnittpaare  entstehen  ließ,  so  jetzt  aus  einer  symmetrisch  ge- 
stalteten Kurve,  oder  aus  einem  hyperelliptischen  Grenzfalle.  Eigentliche 
hyperelliptische  Kurven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  ^^  =  3  gibt  es 
bekanntlich  nicht;  aber  man  kann  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  in  einen 
doppeltzählenden  Kegelschnitt  mit  acht  Scheiteln  (sommets,  Verzweigungs- 
punkten) ausgeartet  ist,  als  solche  auffassen.  Die  Betrachtung  solcher 
mehrfacher  Kurven,  die  in  der  Theorie  der  Kurvensysteme  längst  üblich 
ist,  scheint  für  Fragen  der  hier  vorliegenden  Art  in  der  Tat  von  weit- 
reichendem Vorteile. 

Ein  analoger  Übergang  zu  einem  doppeltzählenden  Kegelschnitte  kann 
auch  bei  den  Kurven  vierter  Ordnung,   welche  weniger  als  vier  Züge  be- 
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sitzen,  bewerkstelligt  werden  und  man  kann  an  diesen  Übergang  ganz  ähn- 
liche Schlüsse  knüpfen.  Nur  werden  von  den  acht  Scheiteln,  die  der  Kegel- 
schnitt trägt,  einige  imaginär  sein.  Da  ich  in  der  weiteren  Darstellung 
hierauf  nicht  mehr  zurückkomme,  so  bemerke  ich  nur,  daß  der  Zeuthensche 
Satz,  demzufolge  eine  Kurve  vierter  Ordnung  immer  vier  reelle  Doppel- 
tangenten besitzt,  sich  dann  als  unmittelbare  Konsequenz  der  Tatsache 
ergibt,  daß  acht  reelle  oder  imaginäre  (doch  paarweise  konjugiert  imaginäre) 
Punkte  immer  mindestens  vier  reelle  Verbindungsgeraden  haben;  auch  er- 
gibt sich  ohne  weiteres,  daß  immer  vier  Doppeltangenten  „von  der  ersten 
Art"  sind. 

Die  Kurve  vierter  Ordnung.    Imaginäre  Bestandteile  der  Integralwerte. 

Statt  der  vierteiligen  Kurve  vierter  Klasse,  welche  ich  in  dem  früheren 
Aufsatze  betrachtete,  werde  ich  im  folgenden,  unter  Benutzung  resp.  Über- 
tragung der  damals  abgeleiteten  Resultate,   die  vierteilige  Kurve   vierter 
Ordnung   in   der   von  Plücker   gegebenen  Gestalt  be- 
nutzen; sie  ist  für  die  hier  zu  verfolgenden  Zwecke  über-  ^^^^     - 

sichtlicher,  insofern  nicht  mehr,  wie  damals,  eine  expli- 
zite  Betrachtung  imaginärer   Elemente   eintreten   soll. 

Dementsprechend  sollen  die  vier  Züge  der  Kurve 
(siehe  Fig  1 )  mit  /,  //,  ///,  IV  bezeichnet  sein;  die  bei-  z-^^-:^^ 

gesetzten  Pfeile  geben  diejenigen  Richtungen  an,  welche  S^^^ 

als  positiv   zu  gelten   haben.     Unter  J^^  (Ä;  =  1,  2,  3)  Fig  1 

werden  die  überall  endlichen  Integrale  verstanden,  wie 
sie  in   dem   ersten   Aufsatze   als  Normalintegrale   eingeführt  wurden,   und 
<^ifc'  <^-2fc'  ^3fc'  ^4fe  sollen  die  (in  unserem  Falle  reellen)  Periodizitätsmoduln 
bedeuten,   welche  ^^  ergibt,   wenn   es   im  positiven  Sinne  an  den  Ovalen 
I,  II,  III,  /F entlanggeleitet  wird.    Zwischen  ihnen  hat  man  die  Relation^): 

^)  Von  dieser  Relation  kann  man  sich  folgendermaßen  Rechenschaft  geben,  ohne 
die  zur  Kurve  gehörige  Rie  mann  sehe  Fläche  zu  betrachten.  Man  nehme  auf  jedem 
der  Ovale  I ,  II ,  III,  IV  einen  festen  Punkt  an  und  wähle  diese  vier  Punkte  als 
Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels.  Jeder  Kegelschnitt  desselben  schneidet  das 
einzelne  Oval  in  noch  einem  beweglichen  Punkte,  und  läßt  man  einen  dieser  Punkte 
sein  Oval  in  positivem  Sinne  durchlaufen,  so  geschieht  das  Entsprechende  von  selten 
der  übrigen.  Werden  nun  die  vier  beweglichen  Punkte  in  einer  Lage  mit  a^,  a.>,  %,  a^, 
in  einer  anderen  mit  b^,  6.,,  b.^,  b^  bezeichnet,  so  ist  nach  dem  Abel  sehen  Theoreme: 

0  =  fd  Sfc  +  fd  ^ki-fd  S/.-  -f  fd  3,. 
«1  02  as  «4 

und  hieraus  folgt  die  Relation  des  Textes,  wenn  man  die  b  durch  die  betr.  Ovale 
hindurchwandern  läßt,  bis  sie  wieder  mit  den  a  zusammenfallen. 
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Als  untere  Grenze  der  Integrale  wähle  ich  einen  beliebigen  Punkt  des 
Ovales  IV,  etwa  a,  wie  es  in  Fig.  1  angegeben  ist  (weiterhin  werde  ich 
dem  ju  eine  noch  speziellere  Lage  erteilen).  Die  Tangente  in  //  schneidet 
die  Kurve  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  cc,  ß.     So  setze  ich 

II  fl 

wo  die  vorkommenden  Integrale  in  der  Weise  gebildet  sein  sollen,  wie  es 
bei  Fig.  1  am  einfachsten  scheint:  Beidemal  werde  das  Integral  von  /i  be- 
ginnend längs  des  Ovales  IV  hingeleitet,  und  zwar  das  eine  Mal  in  positiver 
Richtung  bis  ß,  das  andere  Mal  in  negativer  Richtung  bis  a.  Die  C,.  sind 
dann  völlig  bestimmte,  reelle  Größen.  Sie  treten  als  Konstanten  beim 
Ab  eischen  Theoreme  auf.  Sind  nämlich  x^^,  . . .,  x^^^  diejenigen  Punkte, 
in  denen  die  Kurve  vierter  Ordnung  durch  eine  Kurve  m-ter  Ordnung  ge- 
schnitten wird,  so  hat  man  [modulo  der  Perioden]: 

U  II  li 

Die  Entwicklungen  des  ersten  Aufsatzes  gestatten  namentlich  auch, 
die  imaginären  Bestandteile  anzugeben,  welche  die  Integrale  ^/^ ,  modulo  2ijT, 
erhalten,  wenn  man  sie  von  ju  zu  einem  anderen  reellen  Kurvenpunkte 
hinerstreckt.  Es  sind,  je  nachdem  der  betr.  Punkt  den  Ovalen  /,...,  /F 
angehört,  die  folgenden: 


/ 

II 

0 

IV 

3. 

iji    ; 

0 

0 

rv 
x52 

'0    ! 

171 

^    0 

0 

a 

0 

0 

ijT 

0 

Hieran  schließen  sich  nun  zwei,  für  das  Nachstehende  fundamentale  Folge- 
rungen. 

A.  Ich  betrachte  zuvörderst  diejenigen  Argumente,  welche,  bei  der 
hier  gewählten  unteren  Grenze,  den  28  verschiedenen  Doppeltangenten 
beizulegen  sind  (als  Summen  der  zu  ihren  Berührungspunkten  hingeleiteten 
Integrale).  Wenn  x,  y  die  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  be- 
zeichnen, so  ist,  nach  dem  Ab  eischen  Theoreme 

•HJd%  +  !d%)^^c„ 

also 
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P 

wo    .y    eine  halbe  Periode  bedeutet.    Wir  werden  uns  dieselbe,  wie  in  dem 

ersten  Aufsatze,  in  der  Form  geschrieben  denken: 


[.'i' 


wo  die  Zahlen :  m^ ,  m,-^ ,  m.^ ,  q-^,  q.^ ,  q, 

allgemein  zu  reden,  die  Werte  0,   1   annehmen  können,  und  die  Bedeutung 
der  ß.j.  durch  folgende  Tabelle  gegeben  ist: 


ß.. 

ß2U 

ß^k 

k  =  l 

2  in 

0 

0 

h  =  2 

0 

2  in 

0 

k  =  S 

0 

0 

2  in 

p 

während  die  a-j.  reelle  Größen  vorstellen.  Von  den  64  -^ ,  die  es  über- 
haupt gibt,  werden  nur  28  für  die  Doppeltangenten  benutzt;  welche,  ist 
zunächst  unbekannt.  Aber  wir  können  wenigstens  die  Werte  der  zuge- 
hörigen m^,  m.3,  m^j  unmittelbar  angeben,  insofern  nur  von  ihnen  die 
imaginären  Bestandteile  abhängen,  welche  die  Doppeltangenten  aufweisen, 
und  wir  diese  imaginären  Bestandteile  in  der  Figur  ablesen  können. 

Offenbar  nämlich  erhalten  die  vier  Doppeltangenten  erster  Art,  die- 
jenigen, welche   bez.   ein  Oval   zweimal  berühren,   reelle  Integralsummen; 

für  sie  also  ist: 

m^ ,  m.2 ,  m^  =^  0 ,  0 ,  0 . 

Für  diejenigen  Doppeltangenten  dagegen,  welche  das  Oval  IV  und 
andererseits  bez.  /  oder  II  oder  ///  berühren,  findet  man 

m^,  m._j,  m.^  bez.  gleich  1,  0,  0, 
0,1,0, 
0,0,1. 

Endlich  für  diejenigen  Doppeltangenten,  welche  zwei  der  drei  Züge  1,11, 
III  berühren,  ergibt  sich  bez.: 

m^,  m^,  m.^  =  0,  1 ,  1 ,  (//,  ///) 

=  1,  0,  1,  (///,  /) 

=  1,  1,  0.  (/,  //) 

B.  Die  zweite  Folgerung,  welche  wir  an  die  Tabelle  der  imaginären 
Bestandteile  knüpfen,  bezieht  sich  auf  das  Jacobische  Umkehrproblem. 
Das  Punktetripel  x,  y,  z,  welches  durch  die  Gleichungen: 
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definiert  wird,  ist  nach  meiner  früheren  Angabe,  dann  und  nur  dann  reell, 
wenn  die  v^,  modulo  2i7i,  die  imaginären  Bestandteile  0  oder  in  auf- 
weisen. Für  die  hier  vorliegende,  vierteilige  Kurve  können  wir  sofort  die 
folgenden,  näheren  Bestimmungen  zufügen,  deren  Richtigkeit  sich  unmittel- 
bar ergibt: 

1.  Wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v  unter  eins  der  folgenden 

vier  Schemata  fallen: 

0,     in,    in, 

in,     0,     in^ 
in,    in,    0, 

in,    in,    in, 

so  sind  die  drei  Punkte  x,  y,  z  einzeln  reell  und  liegen  auf  drei  ver- 
schiedenen Ovalen,  nämlich  bez.  auf  //,  ///,  IV  oder  ///,  I,  IV  oder 
/,  //,  IV  oder  /,  //,  ///. 

2.  Wenn   aber    die    imaginären  Bestandteile   der   v  resp.  gleich   sind 

in,    0,  0, 

0,    in,  0, 

0,     0,  in, 

0,     0,  0, 

so  ist  nur  einer  der  drei  Punkte  x,  y,  z  notwendig  reell  und  bez.  auf 
dem  Ovale  I,  II,  III,  IV  befindlich;  die  beiden  anderen  Punkte  können 
konjugiert  imaginär  sein;  sind  sie  aber  reell,  so  liegen  sie  gemeinsam  auf 
einem,  übrigens  [vorläufig  nicht  näher  anzugebenden]  Ovale. 


^ 

mf  I 


§2.      . 
Berührungskegelschnitte. 

Bei  der  Lösung  des  Umkehrproblems  durch  0- Funktionen  erscheinen 
die  Integralsummen 

um  bestimmte  (nur  von  ju  abhängige)  Konstante  K,.  vermehrt,  deren  Be- 
stimmung nachClebsch-Go.rdan  folgendermaßen  formuliert  werden  kann^). 
Durch  die  Punkte  a,  ß,  in  denen  die  Tangente  des  Punktes  /i  die 
Kurve  vierter  Ordnung  abermals  trifft,  kann  man  Kegelschnitte  legen, 
welche  die  Kurve  in  drei  weiteren  Punkten  berühren.  Ihre  Zahl  ergibt 
sich  zunächst  gleich  64;   aber  28  derselben  sind  uneigentliche,  insofern  sie 


^)  Vgl.  hier  und  im  folgenden:  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie,  heraus- 
gegeben von  F.  Lindemann,  Bd.  I,  2  (Leipzig  1876);  oder  auch:  H.  Weber,  Theorie 
der  Abelschen  Funktionen  vom  Geschlechte  3.    (Berlin  187B.) 
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in  die  Tangente  des  Punktes  fi  und  je  eine  der  28  Doppeltangenten  zer- 
fallen. Es  bleiben  36  eigentliche  Berührungskegelschnitte,  und  unter  ihnen 
ist  einer,  welcher  der  ausgezeichnete  heißen  soll.  Er  ist  dadurch  bestimmt, 
daß  seine  drei  Berührungspunkte  c  der  transzendenten  Gleichung  genügen: 

und  nennt  man  diese  Berührungspunkte  einzeln  c^,  c^,  c^,  so  ist  die  in 
Rede  stehende  Konstante: 

Ci«  C2°  Ca» 

Es  ist  eine  der  uns  vorliegenden  Aufgaben,  diesen  ausgezeichneten  Kegel- 
schnitt (deren  Lage  übrigens  mit  der  Zerschneidung  der  Riemann sehen 
Fläche  wechselt),  in  der  Figur  nachzuweisen.  Reell  wird  er  jedenfalls 
sein;  denn  nach  den  im  ersten  Aufsatze  entwickelten  Anschauungen  sind 
die  64  eigentlichen  und  uneigentlichen  Berührungskegelschnitte,  von  denen 
eben  gesprochen  wurde,  alle  reell. 

Orientieren  wir  uns  zunächst  überhaupt  hinsichtlich  der  Lage  der  36 
eigentlichen  Berührungskegelschnitte.  Sind  c.^,  c._j,  c^  die  Berührungspunkte 
eines  solchen,  so  hat  man 

^{h^^  +  fd%  +  fd%,)  +  ]d^,  +  Sd%^^2G^, 

/"  /<  /t  /<  f.1 

oder,  da 

U^.  +  Sd^,  =  C,; 


Cl 


Id^,  +  Jd^,  +  Jd%  =  ^^  + 


P 

Setzen  wir  hier  für  -^  die  64  Werte  ein,  deren  es  fähig  ist: 
p         1 

so  erhalten  wir  neben  den  36  eigentlichen  Berührungskegelschnitten  noch 
einmal  die  28  Doppeltangenten.  Es  fällt  dann  einer  der  drei  Berührungs- 
punkte, etwa  Cg,  in  //  zurück;  das  auf  ihn  bezügliche  Integral  kommt  in 
Wegfall;    und    die    beiden    anderen  c^,  c^  sind   die  Berührungspunkte   der 

betr.   Doppeltangente.      Diejenigen    Werte    von  -^  also,   ivelche   bei    den 

Bo'p'pellangenten  schon  auftreten,  kommen  hei  den  eigentlichen  Berührungs- 
kegelschnitten   nicht    mehr    vor;    wir    wollen    sie    dementsprechend    fortan 

mit    -   bezeichnen.     Die   Werte   der   Zahlen  m\,  m2,  m^,    welche   sich   bei 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  11 
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P'     . 
den  -^  einstellen   (ich  akzentuiere  fortan    die  m,  5-,    wo   sie  sich  auf  eine 

Periode  P'  beziehen)   haben  wir  bereits  soeben  (§  1)  bestimmt;  es  waren 
bez.  je  viermal  die  folgenden  Zahlen: 

1,  0,  0,         0,   1,  1, 

0,  0,  0,         0,  1,  0,         1,  0,   1, 

0,  0,  1,  1,   1,  0. 

Zu  jedem  Wertsysteme  der  m  gehören  aber  im  ganzen  acht  halbe 
Perioden,  weil  die  Werte  von  g^,  q^^  q^  noch  beliebig  sind.  Demnach  hat 
man  den  Satz: 

Die  36  eigentlichen  Berührungskegelschnitte  verteilen  sich  auf  sieben 

P 
Gruppen  von  je  vier  und  eine  Gruppe  von  acht.   Die  zugehörigen  ^    he- 

Li 

sitzen  nämlich  je  viermal  eins  der  sieben  angeführten  Wertsysteme  der  m , 
und  achtmal  tritt  das  Wertsystem 

m^^ ,  m., ,  mg  =  1 ,  1 ,  1 
auf. 

Es  sind  insbesondere  die  acht  Kegelschnitte  der  letzteren  Gruppe,  auf 
die  wir  weiterhin  unsere  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben.  Die  Summen 
der  zu  ihren  Berührungspunkten  hingeleiteten  Integrale  haben  alle  den 
imaginären  Bestandteil  in)  die  Berührungspunkte  sind  also  einzeln  reell 
und  sind  auf  die  Ovale  /,  //,  III  verteilt,  nach  den  Ausführungen  des  §  1. 
Hiernach  ist  die  Lage  der  acht  Kegelschnitte  in  der  Figur  leicht  anzugeben. 
Man  denke  sich  einen  Augenblick  die  Ovale  7,  //,  ///  in  isolierte  Punkte 
zusammengezogen.  Dann  gibt  es  einen  Kegelschnitt,  der  durch  sie  und 
durch  a  und  ß  hindurchgeht.  Er  spaltet  sich  in  acht^  sobald  man  statt 
der  isolierten  Punkte  (zunächst)  kleine  Ovale  setzt,  insofern  man  will- 
kürlich bestimmen  kann,  ob  das  Oval  mit  dem  Kegelschnitte  einen  inneren 
oder  äußeren  Kontakt  besitzen  soll. 


§3. 
Bestimmung  der  Konstanten  lii^. 


Ich  will  die  halbe  Periode,  welche  dem  ausgezeichneten  Kegelschnitte 

Po 
2 


P 

zugehört,  mit    ..-  bezeichnen.     Dann  erhalten  die  Konstanten  K^  die  Werte: 


c^    -— -  ^k  Pq 

^fc  -^         2         '2 


oder  auch,   da   es   auf  ganzzahlige  Multipla  der  Perioden  nicht  ankommt: 

TT      ^fc       I       -fo 
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Addieren  wir  sie  zu  den  Argumenten,  die  wir  oben  (§1)  den  Doppel- 
tangenten beilegten:  , 

2    "^    2  ' 
so  entstehen  die  sogenannten  Charakteristiken  der  Doppeltangenten: 

2  ""2    ' 

deren  schließliche  Bestimmung  unsere  Hauptaufgabe  ist. 

Zuvörderst  werde  das  K^,,    bzw.  das   y  gesucht.      Ich    benutze    dazu 
zweierlei  Methodeil?     Es  sei 

So  bestimme  ich  zunächst  mf ,  m^^,  m^,  indem  ich  davon  ausgehe,  daß  die 

P" 
Charakteristiken  der  Doppeltangenten,  —  ,  bekanntlich  i*7igrerac^e  sind,  d.  h. 

daß  für  die  in  ihnen  auftretenden  Zahlen  m" ,  q" 

m'l q'l  +  m'^ q'^  +  m'^ q^  -1     ( mod  2 ) . 

Sodann  bestimme  ich  q[,  q^ ,  q^,  indem  ich  die  seither  betrachtete  Kurve 
vierter  Ordnung  in  eine  andere  übergehen  lasse,  bei  der  die  Ovale  /,  //, 
///  eine  gegen  das  Oval  IV  symmetrische  Lage  haben.  Die  Betrachtung 
dieser  neuen  Kurve  würde  auch  sofort  mj,  m^,  m^  liefern;  aber  ich  zog 
es  vor,  so  lange  es  ausreichte,  an  der  ursprünglichen  Kurvenform  festzu- 
halten. Dieser  Wunsch  bestimmte  mich  auch,  die  weiterhin  so  bequeme 
hyperelliptische  Kurve  erst  im  folgenden  Paragraphen  einzuführen. 

P"     . 

1.    Da  -^-  eine  ungerade  Charakteristik  sein  soll,   so   dürfen   die   zu- 
gehörigen m[' ,  m'! ,  m'^  nicht  alle  gleich  Null  sein.    Die  Zahlen  m{^,  m^,  m^, 

P 
welche  in    .y   auftreten,   dürfen   daher  nicht  gleich  sein  einem  der  Zahlen- 

P' 
Systeme  m{,  m'^,  m!^,  welche  bei  den  -^  vorkommen.    Daher  ist  notwendig: 


m^,  m^,  m^  =1,1,1, 

und  der  ausgezeichnete  Berührungskegelschnitt  gehört  also,  wie  gleich  hier 
vorgehoben  sei  und  schon  angedeutet  wurde,  zu  der  Gruppe  der  acht  Be- 
rührungskegelschnitte, deren  jeder  jedes  der  drei  Ovale  /,  //,  ///  berührt. 
2.  Die  symmetrisch  gestaltete  Kurve,  in  welche  ich  nunmehr  die 
seither  betrachtete  übergehen  lassen  will,  ist  in  Fig.  2  gezeichnet.  Sie 
entsteht  aus  der  ursprünglichen  Kurve  folgendermaßen.  Man  löse  die  vier 
I  Ovale  I,  II,  III,  IV  bzw.  von  den  Doppeltangenten  erster  Art  ab,  so 
[  daß  vier  isolierte  Doppeltangenten  entstehen.  Sodann  projiziere  man  die 
1  11* 
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Figur  in  der  Art,  daß  die  eine  dieser  Doppeltangenten  unendlich  weit  rückt, 
während  die  anderen  ein  (in  unserem  Falle)  gleichseitiges  Dreieck  bilden. 
Die  Doppeltangenten,  welche  in  der  neuen  Figur  mit  1,2,3  bezeichnet  sind, 
sind  diejenigen,  welche  früher  die  Ovale  //,  /,  IV  je  zweimal  berührten; 

die  unendlich  ferne  Doppeltan- 
gente ist  aus  derjenigen  ent- 
standen, welche  sich  an  ///  an- 
schmiegte. 

Bei  dem  geschilderten  Ände- 
rungsprozesse bleibt,  wie  ich  in 
dem  ersten  Aufsatze  nachwies, 
die  Zerschneidung  der  R  i  e  - 
mann  sehen  Fläche,  die  Defini- 
tion der  Normalintegrale  usw. 
ungeändert.  Es  bleiben  daher 
auch  die  Charakteristiken  der 
Doppeltangenten  die  alten.  An- 
dererseits sind  wir  jetzt,  bei  der 
Symmetrie  der  Figur  und  der 
symmetrischen  Benutzung,  wel- 
che ihre  Bestandteile  bei  der  Definition  der  Normalintegrale  erfahren,  in 
der  Lage,  die  Charakteristiken  der  vier  Doppeltangenten  erster  Art  ohne 
weiteres  anzugeben.  Die  zugehörigen  Zahlen  m^' ,  m'^ ,  m'^  sind  jedenfalls 
1,  1,  1;  denn  m^,  m^,  m^  wurden  =1,1,1  gefunden,  während  (§  1) 
m[,  m!,,  mg  für  die  Doppeltangenten  erster  Art  =  0,  0,  0  waren.  Für  die 
Zahlen  q[\  q'^ ,  q!^  bleiben  daher  nur  noch  die  vier  Möglichkeiten 

1  0  0 

0  1  0 

0  0  1 

1  1  1 

und  bei  der  Symmetrie  der  Figur  ist  nicht  fraglich,  wie  sich  diese  Mög- 
lichkeiten auf  die  vier  in  Betracht  kommenden  Doppeltangenten  verteilen. 
Dieses  Resultat  muß  auch  für  die  ursprüngliche  Kurve  gelten.  Ich 
benenne  bei  ihr,  was  am  bequemsten  scheint,  die  Doppeltangenten  erster 
Art  fortan  nach  demjenigen  Ovale,  welches  sie  berühren.  Dann  hat  man 
also  folgende  Charakteristiken : 


Fig.  2. 


7     111, 

0  1  0 

II     111, 

1  0  0 

///     111, 

1  1  1 

IV     111, 

0  0  1. 
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Zieht  man  von  diesen  Charakteristiken  resp.  den  Größensystemen,  die  sie 
vertreten,  diejenigen  Argumente  ab,  welche  den  betr.  Doppeltangenten 
anfänglich  (§1)  von  uns  beigelegt  wurden,  so  erhält  man  die  Konstanten 

P 
K^  resp.  das  — *'.     Aber  die  Argumente,   welche  ursprünglich  der  Doppel- 
tangente IV  beizulegen  waren,  sind  einfach  anzugeben:    es  sind  geradezu 
die  Konstanten  -^.     Um  dies  deutlich  zu  sehen,  lasse  man /i,  dessen  Lage 

noch  beliebig  war,  über  das  Oval  /F,  etwa  nach  rechts  hin,  wandern, 
bis  es  in  den  nächstgelegenen  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  IV 
hineinfällt.  Auf  döm  Wege  hat  es  einen  Wendepunkt  und  in  demselben 
das   zugehörige  a  überschritten;   fortan   ist,    sofern   wir  an  der  alten  Defi- 

ß  a 

nition  des  C^  festhalten,  nicht  nur  J  sondern  auch  /   in  positivem  Sinne 

an  dem  Ovale  IV  vorbeizuleiten.  Sowie  jj.  in  den  einen  Berührungspunkt 
der  Doppeltangente  IV  rückt,   fallen  a  und  ß  in  den  anderen  Berührungs- 

«  ß 

punkt  zusammen;   das  J   wird  also  mit  dem  J    identisch,  jedes  einzelne  also 

gleich  ^,   da  die   Summe   der  beiden    =  O^   gesetzt  war.     Aber  zugleich 

stellen  dann  die  Integrale 

ß 
jd%,     oder     /^3, 

u  u 

die  Argumente  vor,  welche  der  Doppeltangente  IV  beizulegen  sind  (denn 

der    andere    Berührungspunkt    von    IV  fällt   ja   mit  ju  zusammen);    diese 

C 
Argumente  werden  also  gleich  den  -^,  wie  behauptet  wurde. 

Die  Charakteristik 

1110  0  1, 

welche  wir  der  Doppeltangente  IV  beilegten,  vertritt  die  Größensysteme: 

wir  erhalten  daher  für  die  Konstanten  K^^  die  Werte 

■ß^.  =  -  t  +  ^  (/»!.  +  A...  + /Sa.  +  «3.). 
oder,   mit  anderen  Worten,   das  ~  ist  durch  das  folgende  Symbol  gegeben : 

111,     0  0   1. 
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§4. 

Die  hyperelliptische  Kurve.     Bestimmung  der  Charakteristiken  und  des 
ausgezeichneten  Kegelschnitts. 

Ich  werde  jetzt  die  bisher  betrachtete  Kurve  vierter  Ordnung  in  einen 
doppeltzählenden  Kegelschnitt  überführen  und  an  ihm  die  noch  fehlende  Be- 
stimmung der  Charakteristiken  der  24  Doppeltangenten  zweiter  Art  und 
des  ausgezeichneten  Berührungskegelschnittes  durchführen.  Zu  dem  Zwecke 
sollen  p,  q,  r,  s  die  vier  Doppeltangenten  erster  Art  bedeuten,  Q  =  0  sei  der 
Kegelschnitt,  welcher  durch  ihre  acht  Berührungspunkte  hindurchgeht.  So 
kann   man   die  Gleichung   der   ursprünglichen  Kurve   in   die  Form   setzen: 

(p  =  Q^  —  Apqrs-=0. 

In  ihr  betrachte  man  i  als  einen  Parameter,  den  man  allmählich  zu  Null 
werden  läßt.  Die  Kurve  vierter  Ordnung  geht  dann  in  bekannter  Weise 
in  diejenigen  vier,  doppelt  zu  zählenden  Segmente  von  Q  =  0  über,  welche 
bez.  durch  p,  q,  r,  s  abgeschnitten  werden,  wie  Fig.  3  erläutert. 

Die  28  Doppeltangenten  der  C^  verwandeln  sich  dabei,  ohne  unbe- 
stimmt zu  werden,  in  die  28  Verbindungsgeraden  der  acht  Scheitel  (der 
acht  Segmentendigungen ) ,  welche  Q  trägt.  Ich  will  annehmen,  daß  der 
Punkt   jii   während   des   Grenzüberganges   fortwährend   die   besondere   Lage 

beibehalten  habe,  welche  wir  ihm  soeben  (§3) 
erteilten.  Dann  ist  er  schließlich  in  einen  der 
zwei  Grenzpunkte  des  Segmentes  IV  überge- 
gangen (vgl.  die  Fig.  3),  während  a,  ß  in  den 
anderen  Grenzpunkt  desselben  Segmentes  zu- 
sammenfallen. Die  berührenden  Kegelschnitte, 
die  wir  zu  konstruieren  haben,  gehen  dann  also 
durch  diesen  Scheitel  a,  ß  hindurch  und  be- 
rühren in  ihm  die  Doppeltangente  IV.  Ins- 
besondere die  acht  Kegelschnitte  der  ausge- 
zeichneten Gruppe  sind  ihrer  Lage  nach  leicht 
Fig.  3.  völlig  zu  bestimmen.     Offenbar  sind  sie  in 

diejenigen  acht  Kegelschnitte  der  genannten 
Eigenschuft  übergegangen,  welche  von  den  begrenzenden  Scheiteln  der  Seg- 
mente I,  II,  III  je  einen  enthalten. 

Betrachten  wir  jetzt  die  längs  der  Kurve  erstreckten  überall  endlichen 
Integrale.  Man  kann  dieselben,  indem  man  den  konstanten  Faktor  2V/ 
im  Zähler  zusetzt,  folgendermaßen  schreiben: 

^2yjJ\cxdx    -Ur  _    /•  2v/ä-  \cxdx\  •  u^ 

«^  *J  \        d  Xi  oXi      ) 
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Setzt  man  hier  für  Q  seinen  Wert: 

Q  =  V^  •  pqrs 
und  läßt  dann  -^  =  0  werden,  so  erhält  man  die  hyperelliptischen  Integrale : 

ex  dx\  •  M.r 


/ 


welche  längs  des   Kegelschnittes    Q  =  0   erstreckt  sind  und  an   den   acht 

Stellen 

pqrs  =  0 

Verzweigungen  airfweisen  (also  vom^  Geschlechte  3  sind). 

Entstand  ein  solches  Integral  auf  die  gegebene  Weise  aus  dem 
Normal  integrale  Q^,  so  soll  es  wieder  '^^  genannt  sein;  ebenso  sollen  die 
Größen  a^.^  ihre  frühere  Bedeutung  erhalten.  Führt  man  ^^  längs  des 
reellen  Kegelschnittes  Q  entlang,  so  erhält  man  bald  reelle,  bald  rein  ima- 
ginäre Zuwächse,  je  nach  dem  Vorzeichen  des  unter  dem  Quadratwurzel- 
zeichen stehenden  Produktes  pqrs:  innerhalb  derjenigen  Segmente  von  Q, 
welche  von  reellen  Punkten  der  ursprünglichen  Kurve  doppelt  überdeckt 
sind,  erweisen  sich  die  Zuwächse  als  reell,  innerhalb  der  anderen  als  rein 
imaginär.  Achten  wir  also  jetzt,  da  die  imaginären  Bestandteile  der 
Integrale   Q^   bereits   in   den   früheren    Para-  ^ 

graphen  genugsam  berücksichtigt  sind,  auf 
die  reellen  Bestandteile  derselben,  so  erhalten 
wir  das  in  Fig.  4  gegebene  Schema,  in  wel- 
chem die  beigesetzten  Argumente  sich  jedes- 
mal gleichzeitig  auf  die  beiden  einander  fol- 
genden Scheitelpunkte  beziehen.  In  dieser 
Figur  nun  lesdn  wir  ohne  weiteres  die  Be- 
antwortung der  noch  ausstehenden  Fragen  ab. 

Zunächst    erfahren    wir    die    Argumente 

welche  die  einzelne  Doppeltangente  bei  der  hinsichtlich  jli  getroffenen  Fest- 
Setzung  erhält.     Denn  die  imaginären  Bestandteile  von  -,-  kennen  wir  be- 

Li 

reits  (§1)  und  die  reellen  erhalten  wir,  indem  wir  einfach  die  beiden 
Zahlen  zusammenaddieren,  welche  den  beiden  Scheiteln  zugesetzt  sind, 
die  die  Doppeltangente'  verbindet.  Sodann  ergibt  sich  (vgl.  §  3)  aus  dem 
Umstände,  daß  c^,  ^  in  den  zweiten  Begrenzungspunkt  des  Segmentes  IV 
fallen : 


I 


Ck  a4fc_ «ifc  +  ggfc  +  aafe 

2    ~     2    —  2 
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Die  Konstanten  Kj.  haben  also  folgende  Werte: 


Indem  wir  sie  zu  den  eben  berechneten  Argumenten  der  Doppeltangenten 
hinzufügen,  haben  wir  dereyi  eigentliche  Charakteristiken,  wie  sie  in  Fig.  5 
angegeben  sind. 


Fig.  5. 

Der  ausgezeichnete  Kegelschnitt  endlich  bestimmt  sich  durch  folgende 
Überlegungen.  Man  hat  für  seine  drei  Berührungspunkte  c^,  c^ ,  Cg  fol- 
gende Gleichungen  (§2): 

pO  gO  gO 

II  ^i  a 

Es  fallen  dabei,  wie  bereits  angegeben,  c^,  c^,  Cg  in  drei  derjenigen  Scheitel, 
welche  bez.  /,  //,  ///  begrenzen,  und  durch  diesen  Umstand  werden  die 
vorstehenden  Gleichungen,  was  die  imaginären  Teile  angeht,  jedenfalls  be- 
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friedigt.  Es  sind  also  nur  noch  die  reellen  Teile  zu  beachten.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Punkte  cj,  c2,  c^  sind  unter  den  die  Segmente  I ,  II ,  III 
begrenzenden  Scheiteln  in  der  Weise  auszusuchen,  daß  die  ihnen  in 
Fig.  4  beigesetzten  Zahlen  zusammenaddiert  kongruent  werden  mit  den 
reellen  Teilen  der  (—  K^). 

Aber  die  reellen  Teile  der  [— K^)  sind  kongruent  mit 


oder,  was  dasselbe  ist,  mit 


-    9    (^l&  +  ^2fc)» 


ö(«lfe  +  «2J; 


'    2 
es  ergibt  sich  also  der  Kegelschnitt,  den  Fig.  6  darstellt. 


Fig  6. 

Er  schließt  das  Segment  III  ein,  während  er  mit  den  Segmenten 
I  und  II  einen  äußerlichen  Kontakt  besitzt.  Damit  ist  zugleich  ange- 
geben, welche  Lage  der  ausgezeichnete  Berührungskegelschnitt  besitzt, 
wenn  an  Stelle  der  hyperelliptischen  Kurve  wiederum  die  eigentliche  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  ihren  vier  Ovalen  tritt. 

München,  im  August  1876. 


XLTI.  Über  Realitätsverhältnisse  bei  der  einem  beliebigen 
Geschleelite  zugehörigen  Nornialkurve  der  <p^\ 

[Math.  Annalen,  Bd.  42  (1892).] 


Man  kann  die  Wechselbeziehung  zwischen  algebraischen  Kurven  und 
Riemannschen  Flächen  unter  einem  doppelten  Gesichtspunkte  auffassen. 
Das  Gewöhnliche  ist,  daß  man  die  Flächen  nur  subsidiär  benutzt,  um  den 
im  komplexen  Gebiete  vorhandenen  „Zusammenhang"  des  Gebildes,  die 
aus  ihm  hervorgehende  Periodizität  der  zugehörigen  Integrale,  usw.  besser 
verstehen  zu  können;  als  Definition  der  Kurve  bleibt  dann  in  herkömm- 
licher Weise  die  algebraische  Gleichung  oder  eine  mit  ihr  äquivalente 
„geometrische"  Konstruktionsvorschrift  bestehen.  Dementgegen  betrachtet 
die  andere  Auf fassungs weise  die  Riemannsche  Fläche  als  das  zunächst 
Gegebene  und  läßt  aus  ihr  erst  die  verschiedenen  „zugehörigen"  Kurven 
entstehen,  mag  man  die  Fläche  nun  mehrblättrig  über  der  Ebene  ausge- 
breitet, oder  frei  im  Räume  gelegen  oder  irgendwie  als  „Fundamental- 
bereich" gegeben  denken.  Indem  der  Riemannsche  Existenzsatz  z.  B. 
bei  der  über  der  Ebene  ausgebreiteten  mehrblättrigen  Fläche  in  Geltung 
bleibt,  wie  immer    man    auch    die  Verzweigungspunkte    der  Fläche  gegen 


^)  [Eine  Voranzeige  der  in  diesem  Aufsatze  enthaltenen  Resultate  gab  ich  in 
Nr.  9  der  Göttinger  Nachrichten  von  1892  am  20.  April  d.  J.  unter  dem  Titel  „Über 
Realitäts Verhältnisse  im  Gebiete  der  Abelschen  Funktionen".  Die  genaue  Ausführung 
folgte  dann  während  des  Sommers  1892  im  zweiten  Teile  einer  Vorlesung  über 
Riemannsche  Flächen,  die  ich  schon  im  Herbst  1891  begonnen  hatte.  Die  ausführ- 
liche Ausarbeitung  der  Gesamtvorlesung  wurde  hernach  autographisch  reproduziert 
und  bei  Teubner  in  Kommission  gegeben.  Hierüber  werden  in  Bd.  3  dieser  Gesamt- 
ausgabe noch  einige  Bemerkungen  nachzutragen  sein.  Ebenso  kommen  erst  in  Bd.  3 
dieser  Gesamtausgabe  die  funktionentheoretischen  Arbeiten  über  hyperelliptische  und 
Abel  sehe  Funktionen  zum  Wiederabdruck,  welche  ich  seit  dem  Erscheinen  der  vor- 
angehenden Abh.  XLI  im  Jahre  1876  bis  zum  Jahre  1892  veröffentlicht  habe.  Es 
handelt  sich  um  folgende  Arbeiten:  Über  hyperelliptische  Sigmafunktionen.  Erste 
Abhandlung:  Math.  Annalen,  Bd.  27  (1886).  Zweite  Abhandlung:  ebenda,  Bd.  32 
18S8).  —  Zur  Theorie  der  Abelschen  Funktionen,  Math.  Annalen,  Bd.  36  (1890).     K.j 
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einander  verschieben  mag,  hat  man  bei  diesem  zweiten  Ansätze  die  Will- 
kür, welche  in  den  Moduln  des  Gebildes  liegt,  ganz  anders  in  der  Hand, 
als  bei  dem  üblichen  Ausgangspunkte,  und  kann  darum  die  auf  sie  be- 
züglichen Probleme  viel  eingehender  behandeln  als  sonst.  Ich  bezeichne 
hiermit  diejenige  üntersuchungsrichtung,  zu  der  ich  mit  meiner  Schrift 
über  Riemann  1881  den  Anstoß  habe  geben  wollen-*).  Indem  ich  im 
dritten  Abschnitte  daselbst  den  Begriff  der  „symmetrischen  Riemann- 
schen  Fläche"  entwickelte  und  bald  darauf  durch  Herrn  Weichhold  die 
Periodizitätseigenschaften  der  zugehörigen  Normalintegrale  erster  Gattung 
untersuchen  ließ^),  glaubte  ich  insbesondere  für  die  Diskussion  der  bei 
den  algebraische'^  Kurven  stattfindenden  allgemeinen  Realitätsverhältnisse 
neue  Grandlagen  gewonnen  zu  haben.  Inzwischen  hat  noch  niemand,  so 
viel  ich  weiß,  die  hier  gegebene  Fragestellung  seither  aufgegriffen,  und 
ich  nehme  also  an,  daß  es  nicht  unnützlich  ist,  wenn  ich  nachstehend 
auf  die  Sache  zurückkomme  und  die  bezüglichen  Resultate  mitteile,  welche 
ich  in  einer  Vorlesung  [über  Riemannsche  Flächen]  des  letzten  Sommer- 
semesters in  ausführlicher  Form  entwickelt  habe.  Es  wird  kaum  der  Recht- 
fertigung bedürfen,  wenn  ich  dabei  unter  allen  „Kurven",  die  aus  einer 
Riemannschen  Fläche  erwachsen,  insbesondere  die  Normalkurve  der  (p 
herausgreife.  Ich  erreiche  dadurch  insbesondere  den  Vorteil,  daß  sich  meine 
neuen  Entwicklungen  unmittelbar  an  diejenigen  anreihen,  welche  ich  in 
Bd.  10  und  11  der  Math.  Annalen  1876  [vgl.  die  vorstehenden  Abh.  XXXIX 
und  XLI]  über  ebene  Kurven  vierter  Ordnung  gegeben  habe.  Alle  die 
Kontinuitätsmethoden  und  die  ganze  Art  des  Ansatzes,  welche  ich  damals 
für  den  besonderen  Fall  p  =  3  entwickelt  habe,  erscheinen  hier  auf  den 
Fall  eines  beliebigen  Geschlechtes  übertragen.  Und  die  Möglichkeit  dieser 
Übertragung  ruht,  —  um  noch  einmal  auszusprechen,  was  mir  an  diesen 
Dingen  das  wesentlichste  ist  — ,  durchaus  darauf,  daß  jetzt  mit  den 
Riemannschen  Flächen  als  solchen  begonnen  wird.  Ich  hatte  1876  den 
Ausgangspunkt  unmittelbar  von  den  Kurven  genommen.  Das  war  bei 
^  =  3  möglich,  wo  ich  zahlreiche  geometrische  Vorarbeiten,  insbesondere  die- 
jenigen des  Herrn  Zeuthen  in  Bd.  7  der  Math.  Annalen  (1874)^),  benutzen 
konnte.  Aber  eben  dieses  Ausgangspunktes  halber  wollte  mir  damals 
die  Übertragung  auf  beliebige  p  nicht  gelingen,  so  einfach  die  Theoreme 
sind,  um  die  es  sich  schließlich  handelt. 


2)  Über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale. 
—  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellungen.  —  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1882. 
[Vgl.  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe.] 

^)  Über  symmetrische  Riemannsche  Flächen  und  die  Periodizitätsmoduln  der 
zugehörigen  Ab  eischen  Normalintegrale  erster  Gattung  (Leipziger  Dissertation  1883, 
abgedruckt  in  Bd.  28  von  Schlömilchs  Zeitschrift). 

*)  Sur  les  differentes  formes  des  courbes  planes  du  quatrieme  ordre. 
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§1. 

Von  den  verschiedenen  Arten  der  symmetrischen  Rie  mann  sehen  Flächen, 
insbesondere  im  Falle  der  hyperelliptischen  Gebilde. 

Reelle  algebraische  Kurven  ergeben  symmetrische  Riemannsche 
Flächen  und  können  umgekehrt  allgemein  gültig  von  letzteren  aus  defi- 
niert werden,  das  ist  der  hier  fundamentale  Satz,  den  ich  in  §  21  meiner 
Schrift  entwickelte.  Ich  bezeichne  dabei  eine  Riemannsche  Fläche  als 
symmetrisch,  wenn  sie  durch  eine  konforme  Abbildung  zweiter  Art  von 
der  Periode  2  in  sich  übergeführt  wird  (i.  e,  durch  eine  konforme  Abbil- 
dung, welche  die  Winkel  umlegt).  Die  symmetrischen  Riemannschen 
Flächen  eines  gegebenen  p  zerfallen,  wie  ich  ebendort  angab  und  Herr 
Weichold  a.  a.  0.  eingehender  ausgeführt  hat,  nach  der  Zahl  und  Art  ihrer 

,, Symmetrielinien"   in   |~ —     Arten.     Wir  haben   erstlich   \^~ —    Arten 

orthos ymmetrischer  Flächen  bez.  mit  p  -\-l,  p  —  1,  p  —  S,  . . .  Symmetrie- 
linien; das  sind  solche  symmetrische  Flächen,  welche  längs  ihrer  Symme- 
trielinien zerschnitten,  in  zwei  (zueinander  symmetrische)  Hälften  zerfallen ; 
—  das  einfachste  (zu  ^  =  0  gehörige)  Beispiel  ist  eine  Kugel,  welche 
durch  „orthogonale"  Projektion  auf  sich  selbst  bezogen  ist  — .  Wir  haben 
ferner  {p  -j-1)  Arten  diasymmetrischer  Flächen  bzw.  mit  p,  p  —  \,  . . .,  1,  0 
Symmetrielinien;  das  sind  Flächen,  die  längs  ihrer  Symmetrielinien  zer- 
schnitten gleichwohl  noch  ein  zusammenhängendes  Ganzes  vorstellen;  — 
man  vergleiche,^  bei  p  =  0,  die  durch  eine  „diametrale"  Projektion  auf 
sich  selbst  bezogene  Kugel.  —  Dabei  bilden  die  Flächen  derselben  Art 
jedesmal  ein  zusammenhängendes  Kontinuum:  es  ist  möglich  von  jeder 
Fläche  einer  Art  zu  jeder  anderen  Fläche  derselben  Art  kontinuierlich 
überzugehen,  ohne  aus  der  Art  herauszutreten.  Hierin  liegt,  daß  es 
genügt,  die  hiernach  in  Betracht  kommenden  Realitätsverhältnisse  immer 
nur  bei  einem  beliebig  gewählten  Repräsentanten  der  einzelnen  „Art"  zu 
untersuchen;  die  Resultate  gelten  dann  ohne  weiteres  für  alle  Flächen 
derselben  Art.  Dabei  kann  die  Reihenfolge,  in  der  man  die  Symmetrie- 
linien der  einen  Fläche  den  Symmetrielinien  der  anderen  Fläche  zuweist, 
beliebig  gewählt  werden.  Wir  drücken  dies  aus,  indem  wir  die  verschie- 
denen Symmetrielinien  als  gleichberechtigt  bezeichnen. 

Als  besonders  einfache  Repräsentanten  kommen  hier  die  hyperellip- 
tischen Flächen  in  Betracht^).  Aber  dieselben  repräsentieren  nicht  die 
sämtlichen  vorgenannten  Arten  und  es  hat  mit  ihnen  überhaupt  eine  be- 


^)  Wie  ich  dies  für  p  =  3  bereits  in  [der  oben  abgedruckten  Abh.  XLI,  S.  150  f. 
u.  166  ff.]  benutzte,  entgegen  der  sonst  verbreiteten  Auffassung,  welche  die  hyperellip- 
tischen Fälle  wesentlich  als  Ausnahmefälle  angesehen   wissen  wollte. 
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sondere  Bewandtnis.  Eine  symmetrische  hyperelliptische  Fläche  wird  in 
der  Art  zweiblättrig  über  der  2 -Ebene  ausgebreitet  werden  können,  daß 
zu  ihr  eine  Gleichung  gehört: 

(1)  5  =^  VA^+^r^, 

in  welcher  ftp +2  ein  Polynom  (2p  +  2)-ten  Grades  von  z  mit  reellen 
Koeffizienten  ist.  Nun  beachte  man,  daß  die  Fläche  durch  die  konforme 
Abbildung  ,, erster  Art" : 

S:  s'=-s,     z'=z 

in  sich  übergeht.  Infolgedessen  geht  sie  immer  gleich  durch  zwei  Abbil- 
dungen zweiter  Art  in  sich  über,  die  ich  ^^  und  ^.^  nenne  **): 

2;:  s'=       s,     z'  =  z, 

2;:  s'=-s,     z'^z, 

ist  also  immer  in  zweifachem  Sinne  symmetrisch.  Bei  2i  bilden  die- 
jenigen Kurven  der  Fläche  die  Symmetrielinien,  welche  gleichzeitig  reelles 
z  und  reelles  s  besitzen,  bei  2J-2  diejenigen  Kurven,  deren  Punkte  reelles 
z  und  rein  imaginäres  s  aufweisen.  Man  betrachte  nun  zunächst  die 
Fälle,  wo  wenigstens  einige,  sagen  wir  2  t,  der  2  p -{-2  Verzweigungs- 
punkte f2p+2{z)  =  0  reell  sind.  Wir  werden  dann  sowohl  bei  2i  ^^s  bei 
2*2  '^  Symmetrielinien  der  Fläche  erhalten,  die  beide  Mal  in  derselben 
Weise  gegen  einander  liegen:  die  Fläche  gehört,  mögen  wir  ^\  oder  y^ 
auswählen,  beide  Mal  zu  derselben  Art  symmetrischer  Flächen.  Und 
zwar  ist  diese  Art  für  r  =  p  -\-  1  selbstverständlich  orthosymmetrisch,  für 
T  <  p -\- l  aber  diasymmetrisch.  In  der  Tat:  zerschneidet  man  die 
Fläche  längs  der  r  Symmetrielinien,  so  wird  sie  für  r  <  p  ~\-  1  immer 
noch  ein  zusammenhängendes  Ganzes  vorstellen.  Seien  nun  aber  sämtliche 
Verzweigungspunkte  imaginär.  Das  Polynom  f2p+2(^)  ist  dann  definit, 
und  ich  will  der  Bestimmtheit  halber  (hier  wie  weiter  unten)  annehmen, 
daß  es  positiv- definit  sei.  Es  werden  dann  bei  2Ji  ^He  Punkte  der  Fläche 
festbleiben,  welche  reelles  z  haben,  bei  ^J^  aber  überhaupt  keine  Punkte. 
Wir  sehen:  sofern  wir  2i  zugrunde  legen,  haben  wir  eine  orthosymme- 
trische  Fläche,  bei  X-,  aber  eine  diasymmetrische.  Und  dabei  ist  die 
Zahl  X  der  auftretenden  Symmetrielinien  bei  ^2  natürlich  0,  bei  2i  ^^^^ 
(wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Figur  macht)  2  oder  1,  je  nachdem 
p  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  stimmt  damit,  daß  die  Differenz 
{p -]- 1  —  X)  in  den  orthosymmetrischen  Fällen  immer  gerade  ausfällt. 
Wir  werden  kurz  sagen  dürfen,  daß  wir  im  Falle  lauter  imaginärer  Ver- 
zweigungspunkte eines  reellen  hyperelliptischen  Gebildes  entweder  den 
niedrigsten  diasymmetrischen  Fall  oder  den  niedrigsten  orthosymmetrischen 


®)  In  den  Formeln  bedeuten  s  und  z  bzw.  die  konjugierten  Werte  von  s  und  z. 
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Fall  des  in  Betracht  kommenden  Geschlechts  vor  uns  haben.  Nehmen 
wir  dann  ferner  alle  Fälle  hinzu,  wo  einige  oder  alle  der  Verzweigungen 
reell  sind,  so  erhalten  wir  Beispiele  für  die  sämtlichen  übrigen  diasym- 
metrischen Fälle  und  den  höchsten  orthosymmeirischen  Fall.  Das  macht 
bei  ^  =  0,  1,  2,  3  noch  alle  Arten  symmetrischer  Flächen,  die  es  gibt, 
und  hierin  liegt  z.  B.,  daß  man  bei  ^  =  3  noch  alle  hier  in  Betracht 
kommenden  Kealitätsfragen  von  den  hyperelliptischen  Fällen  aus  disku- 
tieren kann,  wie  ich  in  [der  vorstehenden  Abh.  XLI]  angab.  Bei  p  =  i 
zum  ersten  Male  existiert  eine  Art  symmetrischer  Flächen,  welche  keinen 
hyperelliptischen  Repräsentanten  zuläßt:  das  sind  die  orthosymmetrischen 
Flächen    mit    drei    Symmetrielinien.      Solcher    Arten    gibt    es    allgemein 

§  2. 

Von  den  Normalkurven  <f,  die  zu  den  symmetrischen 

Flächen  gehören. 

Wir  definieren  jetzt  die  Normalkurve  der  cp  in  üblicher  Weise  durch 
die  Formeln: 

(p^:  (P2'  '••  '  fPp  =  dw^ :  dw.-^ :  . . .  :  dw^ , 

unter  w^,  w^,  . . .,  w  irgend  p  linear  unabhängige  überall  endliche  Inte- 
grale der  Fläche  verstanden').  Dabei  können  wir  vermöge  der  in  meiner 
Schrift  a.  a.  0.  gegebenen  Überlegung  die  dw  jedenfalls  so  aussuchen,  daß 
ihre  Verhältnisse  in  symmetrischen  Punkten  der  Fläche  konjugiert  imaginäre 
Werte  annehmen.  Solcherweise  haben  wir  dann  der  symmetrischen  Fläche 
entsprechend  eine  reelle  Kurve  der  cp.  Zugleich  ist  ersichtlich,  daß  diese 
Kurve  abgesehen  von  reellen  Kollineationen,  denen  man  sie  unterwerfen 
mag,  bei  gegebener  Riem annscher  Fläche  völlig  bestimmt  ist.  Den  l 
Symmetrielinien  der  Fläche  entsprechend  hat  sie  X  reelle  Züge.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  daß  dieselben  alle  paaren  Charakter  besitzen.  Über- 
haupt sind  sie  alle  gleichberechtigt.  Wir  nennen  die  Kurve  orthosymme- 
trisch  oder  diasymmetrisch,  je  nachdem  es  die  zugehörige  Riemannsche 
Fläche  ist. 

Beispielsweise  entstehen  bei  p  =  3  sechs  Arten  von  ebenen  Kurven 
vierter  Ordnung  (wie  das  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten  .Theorie 
dieser  Kurven  stimmt):    zwei  orthosymmetrische  Arten  mit  4  bez.  2  und 


')  Was  diesen  Übergang  zur  „Sprechwaise  der  analytischen  Geometrie"  und  die 
Einführung  der  „Kurve  der  99"  insbesondere  angeht,  so  darf  ich  den  Leser,  der  damit 
nicht  vertraut  ist,  auf  die  Darstellung  verweisen,  welche  hierüber  in  meinen  von  Herrn 
Fricke  bearbeiteten  Vorlesungen  „über  elliptische  Modulfunktionen"  in  Bd.  1  (Leipzig 
1890),  S.  556—572  gegeben  ist. 
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vier  diasymmetrische  Arten  mit  8,  2,  1,  0  reellen  Zügen.  Es  kann  nur 
die  Frage  sein,  welche  der  zwei  bekannten  zweiteiligen  Kurven  vierter 
Ordnung  die  orthosymmetrische  ist,  die  „Gürtelkurve"  oder  die  andere, 
deren  zwei  Ovale  getrennt  liegen.  Hier  entscheiden  die  Riemannschen 
Flächen,  die  ich  in  [der  oben  abgedruckten  Abh.  XXXIX]  zu  den  einzelnen 
Kurvenarten  hinzukonstruiert  habe^).  Nehmen  wir  etwa  den  Fall  der  Gürtel- 
kurve. Zerschneiden  wir  die  dort  gegebene,  zu  ihr  gehörige  Riemannsche 
Fläche  längs  der  beiden  Züge  der  Kurve,  so  zerfällt  die  Fläche  in  zwei 
Stücke.  Die  Gürtelkurve  ist  also  orthosymmetrisch.  Das  gleiche  Resultat 
entsteht,  wenn  wir  die  hyperelliptischen  Fälle  heranziehen  (wegen  deren 
ich  hier,  wo  es  sicli  um  ^^  =  3  handelt,  auf  die  Darstellung  in  [Abh.  XLI] 
verweisen  darf).  Wir  haben  da  als  Normalkurve  der  (p  einen  doppelt- 
zählenden einteiligen  Kegelschnitt,  auf  dem  wir  so  viele  „Scheitel"  an- 
zubringen haben,  als  /'=  0  reelle  Verzweigungspunkte  liefert,  Ist  diese 
Zahl  wieder  gleich  2r,  und  nehmen  wir  t  vorab  >  0,  so  zerfällt  der  Kegel- 
schnitt durch  besagte  Scheitel  in  2  t  Segmente,  die  man  dann,  um  zu  einer 
allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung  überzugehen,  abwechselnd  wegnehmen, 
beziehungsweise  in  schmale  Ovale  verwandeln  wird.  Ist  aber  r  =  0,  so 
werden  wir  beim  Übergang  zur  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung  ent- 
weder den  ganzen  Kegelschnitt  wegnehmen  müssen  (was  die  nullteilige 
Kurve  vierter  Ordnung  ergibt)  oder  ihn  nach  seiner  ganzen  Erstreckung 
in  zwei  reelle  Züge  spalten  müssen  (wobei  eben  die  Gürtelkurve  entsteht). 
Die  Gürtelkurve  entspricht  also  dem  hyperelliptischen  Falle  mit  r  =  0 
und  ist  eben  darum  orthosymmetrisch. 

Nehmen  wir  ferner  p  =  i.  Die  Normalkurve  der  99  liegt  hier  im 
dreidimensionalen  Räume  und  stellt  sich  als  voller  Schnitt  einer  Fläche 
zweiten  und  einer  Fläche  dritten  Grades  dar.  Aber  die  verschiedenen 
Möglichkeiten  des  genannten  Schnittes  hat  man  direkt  noch  nicht  unter- 
sucht und  wir  sehen  uns  also,  was  die  Diskussion  der  möglichen  Kurven- 
gestalten betrifft,  auf  unsere  eigenen  Hilfsmittel  angewiesen.  Wir  beginnen 
vielleicht  vom  hyperelliptischen  Falle  aus.  Da  haben  wir  (als  Berührungs- 
schnitt eines  Kegels  zweiter  Ordnung  mit  einer  Fläche  dritten  Grades) 
eine  doppeltzählende  Raumkurve  dritter  Ordnung  vor  uns  und  auf  dieser 
je  nachdem  10,  8,  6,  4,  2,  0  reelle  Scheitel.  Indem  wir  dann  genau  so 
operieren,  wie  mit  dem  doppeltzählenden  Kegelschnitte  im  Falle  der 
Kurven  vierter  Ordnung,  erhalten  wir  zunächst  Kurven  sechster  Ordnung, 
die   aus   5,  4,  8,  2,   1    nebeneinander  liegenden  Ovalen  bestehen:    nur  die 


**)  Ich  hebe  gern  hervor,  daß  ich  in  der  Abh.  XL^  beim  näheren  Studium 
meiner  „neuen"  Riemannschen  Flächen  (auf  S.  154)  zum  ersten  Male  zur  Unter- 
Bcheidung  der  reellen  Kurven  in  orthosymmetrische  und  diasymmetrische  gefühlt 
worden  bin. 
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erste  dieser  Kurven  ist  orthosymmetrisch,  die  anderen  sind  diasymmetrisch. 
Ferner  aber  erhalten  wir  von  der  doppeltzählenden  Kurve  dritter  Ordnung 
aus,  die  keinen  reellen  Scheitel  trägt,  einerseits  die  nullteilige  C^  (welche 
diasymmetrisch  ist),  andererseits  eine  merkwürdige  einteilige  C^,  deren 
einer  Kurvenzug  sich  längs  der  ganzen  Erstreckung  der  Kurve  dritter 
Ordnung  doppelt  hinzieht»  Dies  ist  die  einteilige  orthosymmetrische  Cq. 
Es  fehlt  uns  nun  noch  die  orthosymmetrische  Kurve  mit  '  drei  reellen 
Zügen,  und  diese  kann  uns,  wie  wir  wissen,  vom  hyperelliptischen  Falle 
aus  überhaupt  nicht  geliefert  werden.  Glücklicherweise  gibt  es  einen 
anderen  Ansatz,  welcher  in  einfachster  Weise  eine  dreiteilige  Cq  liefert, 
welche  von  der  gerade  konstruierten  dreiteiligen  diasymmetrischen  Kurve 
durch  die  Anordnung  ihrer  Ovale  verschieden  ist  und  daher  notwendig 
orthosymmetrisch  ist.  Man  schneide  nämlich  ein  EUipsoid  oder  auch  ein 
Hyperboloid  durch  drei  Parallelebenen  in  drei  Ellipsen  und  ersetze  dann 
die  drei  Parallelebenen  durch  eine  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  verlaufende 
eigentliche  Fläche  dritter  Ordnung.  Die  entstehende  Durchschnittskurve 
hat  ersichtlich  keine  dreifachen  Tangentialebenen,  welche  alle  drei  Ovale 
der  Kurve  gleichzeitig  berühren,  und  eben  hierin  werden  wir  bald  eine 
Bestätigung  ihres  orthosymmetrischen  Charakters  erblicken. 


§  3. 
Einführung  der  Doppelpunktsmethode. 

Die  Überführung  in  ein  hyperelliptisches  Gebilde  ist  nur  einer  der- 
jenigen Kontinuitätsprozesse,  die  wir  beim  Studium  unserer  reellen  Kurven 
benutzen  w^ollen.  Wir  stellen  daneben  die  Überführung  der  Kurve  in  eine 
solche  mit  isoliertem  Doppelpunkte.  Wir  denken  uns  dieselbe  in  der  Weise 
bewerkstelligt,  daß  wir  irgendeine  der  Symmetrieünien  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche  auf  einen  Punkt  zusammenziehen.  Dies  setzt 
natürlich  voraus,  daß  die  Fläche  überhaupt  eine  Symmetrielinie  hat:  die 
nullteiligen  Kurven  bleiben  also  von  unserem  Verfahren  ausgeschlossen. 
Aber  auch  diejenigen  orthosymmetrischen  Fälle  müssen  beiseite  gelassen 
werden,  welche  nur  eine  Symmetrielinie  besitzen  (was  natürlich  gerades  p 
voraussetzt).  Ziehen  wir  nämlich  bei  ihnen  die  eine  überhaupt  vorhandene 
Symmetrielinie  zu  einem  Punkte  zusammen,  so  zerfällt  dabei  die  Fläche 
in  zwei  Stücke.  Dementsprechend  degeneriert  dann  die  zugehörige  Kurve 
der  (p  in  einer  Weise,  die  kompliziert  ist,  und  hier  nicht  weiter  verfolgt 
werden  soll.  GlückUcherweise  gehören  die  beiden  hiernach  auszuschließen- 
den Fälle  zu  denjenigen,  die  man  hyperelliptisch  degenerieren  lassen  kann. 
Bei    allen    anderen  Fällen    hat   die  Durchführung  des  genannten  Prozesses 
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und  damit  die  Zusammenziehung  eines  beliebigen  Ovals  der  Kurve  zu 
einem  isolierten  Doppelpunkte  keine  Schwierigkeit.  Dabei  entsteht  dann 
eine  Kurve  des  Geschlechtes  (^  —  1),  welche  außer  dem  isolierten  Punkte 
noch  (i—l)  reelle  Züge  hat,  und  übrigens  orthosymmetrisch  oder  dia- 
symmetrisch ist,  je  nachdem  es  die  ursprüngliche  Kurve  war.  Dieselbe 
ist  nach  wie  vor  von  der  Ordnung  (2^?  —  2)  und  im  Räume  von  (p  —  1) 
Dimensionen  gelegen.  Projiziert  man  sie  von  ihrem  Doppelpunkte  aus  auf 
einen  Raum  von  (^  —  2)  Dimensionen,  so  entsteht  in  diesem  eine  Normal- 
kurve der  cp  des  Geschlechtes  ['p  —  l)  von  der  Ordnung  [2p  —  4). 

Sollen  wir  diese  geometrischen  Verhältnisse  durch  Beispiele  belegen, 
so  nehmen  wir  vielleicht  zunächst  den  Fall  der  Gürtelkurve  ^  =  3 .  Hier 
hat  es  ersichtlich  keine  Schwierigkeit,  das  innere  Oval  auf  einen  Punkt 
zusammenzuziehen.  Von  diesem  aus  projizieren  wir  jetzt  die  Kurve  auf 
eine  gerade  Linie.  Die  Gerade  wird  dann  nach  ihrer  ganzen  Erstreckung 
von  den  Bildpunkten  doppelt  überdeckt,  so  zwar,  daß  dabei  kein  reeller 
„Scheitel"  auftritt.  Das  entspricht  in  der  Tat  dem  orthosymmetrischen 
Falle  1=1  des  Geschlechtes  p  =  2.  Wie  aber  kann  man  das  äußere 
Oval  einer  Gürtelkurve  zu  einem  isolierten  Punkte  zusammenziehen? 
Einfach  so,  daß  man  dasselbe  vorab  durch  das  andere  Oval  hindurchtreten 
läßt.  Dabei  wird  als  Zwischenfall  ein  doppeltzählender  Kegelschnitt  über- 
schritten, der  dem  Geschlechte  ^^  =  3  angehört,  d.  h.  der  bezügliche  hyper- 
elliptische Fall.  —  Man  nehme  ferner  die  dreiteilige  orthosymmetrische 
Kurve  des  Geschlechtes  ^  =  4 ,  die  wir  vorhin  als  den  Schnitt  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung  erzeugten.  Hier  er- 
reichen wir  durch  Abänderung  der  genannten  Flächen  mit  Leichtigkeit, 
daß  sich  ein  beliebiges  Oval  der  Kurve  zum  isolierten  Punkte  zusammen- 
zieht. Projizieren  wir  dann  die  Kurve  vom  isolierten  Punkte  aus  auf  die 
Ebene,  so  entsteht  in  letzterer  richtig  die  orthosymmetrische  Kurve  A  =  2 
des  Geschlechtes  3,  nämlich  eine  Gürtelkurve  vierter  Ordnung.   — 

Der  Übers^ang  zum  hyperelliptischen  Gebilde  und  die  hiermit  be- 
sprochene Einführung  eines  isolierten  Doppelpunktes  sind  die  einzigen  De- 
generationsprozesse, die  wir  bei  unseren  Kurven  in  Betracht  ziehen  wollen. 
Es  hat  ja  keine  Schwierigkeit,  noch  andere  Prozesse  heranzuziehen.  Wir 
könnten  z.B.  mehrere  Züge  unserer  Kurve  gleichzeitig  in  isolierte  Doppel- 
punkte überführen.  Wir  könnten  auch  jeden  einzelnen  der  erhaltenen 
Doppelpunkte  vollends  verschwinden  lassen,  wodurch  das  Geschlecht  wieder 
auf  p  steigt,  die  Zügezahl  und  Art  unserer  Kurve  aber  eine  andere  wird. 
Es  ist  besonders  interessant,  bei  den  sogleich  zu  gebenden  Abzahlungen 
alle  diese  Möglichkeiten  ins  Einzelne  zu  verfolgen.  Doch  würde  es  sich 
dabei  nur  um  Bestätigungen  der  von .  uns  zu  machenden  Angaben  handeln, 
und  wir  lassen  also  alle  diese  Entwicklungen  hier  der  Kürze  halber  beiseite. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  12 
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§  4. 
Allgemeine  Sätze  über  die  zu  unseren  Kurven  gehörigen  O  und  F^^. 

Unter  einer  (p  verstehe  ich  fortan  allgemein  ein  solches  Gebilde  des 
Raumes  der  cp^:  q)^:  . . .  \  cp  ,  welches  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
den  cp^,  (p^,  ...  dargestellt  wird,  unter  einer  /),  aber  ein  Gebilde,  welches 
durch  eine  Gleichung  ju-ter  Ordnung  gegeben  wird.  Berühren  die  (p,  /J^ 
unsere  Kurve  überall,  wo  sie  dieselbe  treffen,  also  in  (p—1),  bez.  in 
fi{p~l)  Punkten,  so  nenne  ich  sie  O,  bez.  F^^.  Die  99,  O  sind  also 
nichts  anderes  als  die  t\ ,  F^ ,  und  es  geschieht  nur  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit, daß  sie  mit  einem  besonderen  Namen  belegt  sind.  Der  besondere 
Zielpunkt  der  gegenwärtigen  Arbeit  soll  sein,  die  Realitätsverhältnisse 
darzulegen,  welche  die  O  wie  die  F,,  bei  den  verschiedenen  Arten  reeller 
Normalkurven  darbieten,  die  wir  unterschieden  haben,  und  damit  die 
Realitätstheoreme,  ivelche  man  über  die  Doppeltangenten  und  sonstigen 
Berührungskurven  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  hat,  auf  beliebige 
p  zu  übertragen.  Ich  darf  hier  vorab  die  allgemeinen  Sätze  von  der 
Theorie  der  Abelschen  Funktionen  zusammenstellen,  welche  die  Grund- 
lage für  jedes  Studium  dieser  O,  F„  bilden  müssen: 

Seien  w.,w.^,...,w  irgend  p  zur  Kurve  gehörige  linear  unabhängige 
Integrale  erster  Gattung,  Pa,i,  -  -  ,  Pa,p  die  p  ersten,  Pa,i,  . . .,  Pa.p  die 
p  zweiten  Perioden  von  Wn-  Seien  ferner  Xi,...,  a:2p- 2  die  Schnittpunkte 
unserer  Kurve  mit  irgendeiner  99,  z  ein  beliebiger  fester  Punkt  der  Kurve. 
Man  hat  dann  die  Gleichungen  des  Abelschen  Theorems: 

(1)  wT     +  :..  +  1^,/^'--'     ^Ka    {modPaß,  P'aß), 

die  umgekehrt  ausreichen,  nachdem  man  die  K^  an  irgendeiner  besonderen 
(p  berechnet  hat,  um  die  iCj,  .  . .,  a;._>^_.^  als  volles  Schnittpunktssystem  der 
Kurve  mit  einer  99  zu  charakterisieren.  Man  beachte,  daß  die  hiermit  ein- 
geführten Konstanten  K^  ihrer  Natur  nach  nur  bis  auf  beliebige  ganz- 
zahlige Multipla  der  Perioden  P^ß,  Paß  definiert  sind.  —  Wir  betrachten 
ferner  die  Schnittpunktssysteme  unserer  Kurve  mit  einer  f„.  Wir  er- 
halten als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Punkte 
Xi,  . . .,  X2nip-i)  unserer  Kurve  ein  solches  Schnittpunktssystem  bilden, 
die  Gleichungen: 

(2)  w!'-'  +  . . .  +  I.V-"*-""  -  /iK.,  (rnodP,,,.,  P;„.). 

In  (1)  und  (2)  brauchen  wir  jetzt  die  Punkte  x  nur  paarweise  zusammen- 
fallen zu  lassen,  um  die  Berührungspunkte  einer  0  bez.  Fu  zu.  erhalten. 
Indem  wir  beiderseits  durch  2  dividieren,  erhalten  wir  2  ^  verschiedene 
Gleichungssysteme,  nämlich  erstens  für  die  O: 
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1  1 

zweitens  für  die  F,^: 

„K  ^         p  ^  p' 

1  1 

hier  bedeuten  die  o  ,  ^',  2;p  Zahlen,  welche  nach  Belieben  gleich  0  oder 
1  zu  nehmen  sind.  Diese  2  ^  Gleichungssysteme  stellen  uns  ebenso  viele 
ümkehrprobleme  zur  Bestimmung  der  O  bez.  der  Fa  vor.  Aber  wir 
werden  uns  bei  Diskussion  derselben  zunächst  auf  die  Gleichungen  (4) 
mit  ^u>l  beschränken  müssen.  Denn  die  Gleichungen  (3)  enthalten  nur 
i  ^  —  1 )  Unbekannte,  sind  also  überzählig,  und  es  bedarf  tiefer  gehender 
Untersuchungen,  die  erst  durch  die  Theorie  der  Thetafunktionen  geliefert 
werden,  um  zu  unterscheiden,  welche  der  2^^  in  (3)  eingeschlossenen 
Gleichungssysteme  überhaupt  Lösungen  zulassen.  Für  ju  >  1  aber  haben 
wir  folgende  Sätze: 

1.  Ein  jedes  der  2^^  Umkehrprobleme  hat  sicher  Lösungen;  es  gibt 
also  2  ^  Scharen  von  F„. 

2.  Was  die  Zahl  der  Lösungen  angeht,  so  müssen  wir  den  Fall  /^  =  2  , 
0^  =  0,  ^/y=0  vorweg  nehmen,  für  den  die  Gleichungen  (4)  mit  den 
Gleichungen  (1)  zusammenfallen  und  bei  dem  es  sich  also  einfach  um 
diejenigen  cx)^~^  Punktsysteme  ^i  ^  •  •  • ,  a^2ij-2  handelt,  in  denen  die  q? 
schneiden   (welche    doppeltzählend    als    un eigentliche   F^   anzusehen   sind). 

3.  In  allen  anderen  Fällen  hat  man  es  durchaus  mit  „bestimmten" 
ümkehrproblemen  zu  tun,  d.  h.  von  den  fi  (p  ~  1)  Punkten  Xi  , . . . ,  Xa{p-i) 
sind  genau  ji^{p  —  l)  —  p  willkürlich  anzunehmen.  Ich  werde  dies  kurz 
wohl  so  ausdrücken,  daß  ich  sage:  die  zugehörigen  Scharen  von  Fa  sind 
[fi{p  —  \)  —  p]-fach  unendlich.  Da  sind  denn  alle  Fa,  welche  in  den- 
selben Punkten  x  berühren,  nur  für  eine  F^,,  gezählt,  was  ja  natürlich  un- 
genau ist,  weil  man  bei  höheren  Werten  von  ij.  aus  jeder  P„,  die  in  irgsnd- 
welchen  Punkten  x  berührt,  unendlich  viele  F,,  machen  kann,  die  in  den 
nämlichen  Punkten  x  berühren,  indem  man  einfach  diejenigen  /;,,  welche 
längs  der  Kurve  identisch  verschwinden,  mit  irgendwelchen  Zahlenfaktoren 
multipliziert  hinzuaddiert.  Ich  denke  aber,  daß  diese  Ungenauigkeit  keine 
Mißverständnisse  zur  Folge  haben  wird. 

4.  Ist  /i  gerade  und  alle  Q^,  q'^  gleich  Null,  so  kann  die  Schar  der 
Fa   allemal   durch  die  Gesamtheit  der  doppeltgezählten  f/^  ersetzt  werden. 

2 

5.  Überhaupt  aber  wird  es  bei  geradem  fi  offenbar  niemals  zweifelhaft  sein, 
welches  Zahlensystem  der  o,,  ()[,  man  einer  bestimmten  jP^,  zuordnen  soll. 
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Denn  es  handelt  sich  in  den  Gleichungen  (4)  bei  geradem  fti  rechter  H 
um  ganzzahlige  Multipla  der  Ka,  und  die  Ka  sind  selbst,  wie  wir  hervor- 
hoben, bis  auf  ganzzahlige  Multipla  der  Perioden  P^^?,  P„^  bestimmt.  Das 
Zahlensystem  q^,  q'  welches  einer  F„  gerader  Ordmtng  zugehört,  nennen 
wir  ihre  Elementarcharakteristik. 

6.  Anders  bei  ungeradsm  ju,  insofern  die  dann  rechter  Hand  stehenden 

Größen  — ^  von  vornherein  nur  bis  auf  halbe  Perioden  bestimmt  erscheinen. 
Die  Q.,  ^'  des  einzelnen  P^  sind  also  keineswegs  fixiert,  nur  die  Differenzen 


sind    es,    welche   zu  zwei  verschiedenen 


P     P 


gehören. 
sondern 


Wir  haben  da  also  zunächst  keine  absoluten  Charakteristiken  Q,  q' 
nur  relative  Charakteristiken  {Elementar Charakteristiken). 

Zur  Ergänzung  dieser  Sätze  ziehen  wir  nunmehr  die  Theorie  der  Theta- 
funktionen  heran.  Indem  wir  auf  der  Riemannschen  Fläche  irgendwie 
ein  „kanonisches"  Querschnittsystem  konstruieren,  führen  wir  statt  der 
w^,  w.^,  , . ,,  w  Normalintegrale  Ji,  j^,  . . . ,  ?'  ein,  deren  kanonische  Perioden 
Paß,  Paß  in  üblicher  Weise  so  lauten  werden: 


(5) 


Die  Paß  entsprechen  hier  der  Überschreitung  der  Aß,  die  Paß  der  Über- 
schreitung der  Bß.    Ich  will  annehmen,  daß  man  dabei  einfach  setzen  kann : 

(G)  (p^:cp^:...:(p^  =  dj^  :dj.^:  ...:  dj^^. 

Unsere  Kurve  ist  dann  auf  ein  Normalkoordinatensystem  bezogen;  für 
jedes  System  kanonischer  Querschnitte  unserer  Riemannschen  Fläche 
wird  es  ein  solches  Koordinatensystem  geben.  Im  übrigen  definieren  wir 
jetzt  die  2^^  Thetafunktionen  durch  die  Reihenentwicklungen: 


Pa. 

p«. . 

•  •  ■*  ap 

p:.. 

P'        1 

h 

1 

0    . 

..    0 

^11  • 

■•  ^1, 

h. 

0 

1  . 

..     0 

^21     • 

h 

0 

0     . 

..  1 

••  V 

+  « 


'& 


wo 


E  =  e 


ao 


t=iß=i^ 


^^^v)^«^  +  -^2^('»«  + 


Hier    haben    die   Zahlen    g^  . . .  g  ,    h. 


h  ,    welche    die  „Charakteristik'* 


der  Thetafunktion  ausmachen,  unabhängig  voneinander  die  Werte  0  und 
1  anzunehmen,  und  die  Thetafunktion  ist  als  Funktion  der  j^  ...  /  gerade 
oder  ungerade,  je  nachdem  g^h^ -}-,.. -^  g^h^^  0  oder  =l(mod2).  Des 
weiteren  ergibt  sich  dann: 
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1.  Jeder  Schar  von  Ff^  ungerader  Ordnung  ist  eine  bestimmte  Theta- 
funhtion  zugeordnet.    Die  Definition  der  Größen  — — ^  in  den  Formeln  (4) 

^^   läßt  sich  darauf  so  wählen,  daß  die  ^^,  q   gleich  den  Ä.,  g .  der  zugehörigen 
W^'   Thetafunktion    werden.     Die  F^    ungerader  Ordnung   erhalten  so  absolute 
Charakteristiken,  welche  wir  ihre  Primcharakteristiken^)  nennen. 

2.  Nach  der  hiermit  bezeichneten  Fixierung  der  Größen  ~  entscheidet 

sich  die  Frage,  ob  es  den  Gleichungen  ( 3 )  entsprechend  für  bestimmte 
jy.  Q,  q'  überall  berührende  0  gibt,  bez.  wie  viele  solcher  O  es  gibt,  aus  der 
^  Potenzentwicklung ^  des    zugehörigen    1^    (nach    ansteigenden  Potenzen    der 

:/i  5  705  •  •  -5  ?p)-    I^  allgemeinen  beginnt  die  Reihenentwicklung  der  geraden 

'd'    mit    einem    konstanten  Gliede,    diejenigen    der  ungeraden  ?^  mit  einem 

linearen  Gliede:  ^  „.  /r)3'\ 

(wo  die  den  Differentialquotienten  beigesetzten  Indizes  0...0  bedeuten 
sollen,  daß  für  7*1,  •••jf,  die  Werte  0,...,0  einzutragen  sind).  Dem 
geraden  #  entspricht  dann  kein  O,  dem  ungeraden  ^  eines,  welches,  auf 
das  Normalkoordinatensystem  bezogen,  durch  die  Gleichung: 

I«)         (S). •'•.+^- +©.,.,.--=» 

gegeben  ist.  In  besonderen  Fällen  aber  kann  die  Potenzentwicklung  eines 
geraden  joder  ungeraden  'ä  auch  mit  Gliedern  höherer  Ordnung,  sagen  wir 
der  ^-ten  Ordnung,  beginnen.  Es  wird  dann  eine  {q  —  \)-fach  unend- 
liche Schar  zugehöriger  O  geben,  deren  Gleichungen  aus  dem  Gliede 
g-ter  Ordnung  der  für  das  d  geltenden  Reihenentwicklung  algebraisch 
abgeleitet  iverden  können. 

3.  Die  Theorie  der  0  gestaltet  sich  hiernach  im  speziellen  Falle  viel- 
fach anders  als  im  allgemeinen  Falle.  So  ist  es  besonders  bei  den  hyper- 
elliptischen Gebilden.  Als  V  er  gleich  spunkt  für  Realitätsfragen  muß  dann 
nicht  sowohl  die  Theorie  der  O  selbst,  sondern  die  Theorie  der  &  {speziell 
der  ungeraden  i^)  dienen. 

§  5. 
Besondere  Angaben  über  die  x>,  O,  jF„  der  hyperelliptischen  Gebilde  ^^). 

Möge  das  hyperelliptische  Gebilde  analytisch  wieder  durch  die  Gleichung: 

,       (1)  s  =  Vf,^+,(s:) 

I gegeben    sein.     Es    ist    dann    bekanntlich    möglich,    über    die  zugehörigen 


^)  [Vgl.  die  genannte  Abhandlung  in  den  Math.  Arnalen,  Bd.  36.  | 
^^)  [Vgl. meine  oben  genannten  Abhandlungen  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  27  u.  .32. 
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&,(t>,F„  spezielle  Angaben  zu  machen,  sofern  man  die  einzelnen  Faktoren 
von  f  als  bekannt  ansehen  will,  so  daß  also  ein  Eingehen  auf  die  trans- 
zendente Theorie  hier  noch  nicht  erforderlich  ist.  Es  gelten  in  dieser 
Hinsicht  die  folgenden  Sätze: 

1.  Für  die  Theorie  der  §  sind  die  Spaltungen  von  f  in  zwei  Faktoren 
ii'p+i-2a  •  Xp+i+2o   fundamental  (^ WO  o   eine   beliebige   ganze  Zahl  bedeuten 

soll,  die  ^0  und  ^-^^  istj.  Einer  jeden  solchen  Spaltung  entspricht 
ein  '&,  und  umgekehrt.  Das  betreffende  '&  ist  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  es  o  ist. 

2.  Wir  können  hiernach  dieO,  welche  es  gibt,  direkt  den  Spaltungen 
von  f  in  zwei  Faktoren  der  genannten  Art  zuordnen.  Die  Sache  wird 
dann  die,  daß  nur  bei  solchen  Spaltungen,  deren  o  =  0  ist,  keine  O  auf- 
treten und  daß  übrigens  die  zu  der  einzelnen  Spaltung  gehörigen  0  durch 
die  Formel  gegeben  sind: 

(2)  V0  =  Y.-i.Vvv^;r-7.:  " 

Hier  soll  Y^_i  irgend   ein  Polynom  von  z   vom  Grade  {o  —  1)    bedeuten. 

3.  Ein  entsprechender  Ansatz  wird  für  die  F^  ungerader  Ordnung 
gelten.  Sei  /^  =  2r  -|-  1,  so  erhält  man  die  sämtlichen  existierenden  F^,  wenn 
man  den  verschiedenen  unter  1  genannten  Spaltungen  entsprechend  setzt: 

(8)  V^/^=  H^v(p-l)  +  fT-l'yVp  +  l-2a+  X„(p_l)_a_l  ■VXp  +  l  +  2a' 

Hier  bedeuten  ¥,  X  wieder  irgend  welche  Polynome  von  dem  durch  den 
bezüglichen  Index  gegebenen  Grade.  Ferner  hat  o  alle  seine  Werte,  die 
Null  eingeschlossen,  zu  durchlaufen. 

4.  Für  die  F^i  gerader  Ordnung  kommen  in  analoger  Weise  die  Zer- 
legungen von  fin  Faktoren  y^2o-Z2p+2-2a  in  Betracht;  das  sind  dieselben 
Zerlegungen,  die  wir  schon  betrachteten,  wenn  p  ungerade,  aber  andere 
Zerlegungen,  wenn  p  gerade  ist. 

5.  Indem  wir  ju=2v  setzen,  sind  die  F^  gerader  Ordnung  den  ein- 
zelnen Zerlegungen  entsprechend  durch  die  Formel  gegeben: 

(4j  yFfi'=^v{p-l)-a-Vip2a-{-y<{v-l)(p-l)  +  a-2-Vx2p  +  2-2a'     — 

Von  diesen  Sätzen  aus  kann  man  im  Falle  des  einzelnen  reellen 
hyperelliptischen  Gebildes  natürlich  sehr  leicht  die  Realität  des  einzelnen 
0  oder  Fj^i  (oder  auch  der  '&)  beurteilen.  Es  wird  vor  allem  darauf  an- 
kommen, unter  den  Spaltungen  von  fin  zwei  Faktoren  ip-^  die  „reellen" 
herauszugreifen.  Reell  ist  aber  eine  Spaltung  erstlich  und  hauptsächlich, 
wenn  die  Faktoren  yj,  x  einzeln  reell  sind,  dann  noch,  wenn  die  yj,  %  kon- 
jugiert imaginär  sind.  Letzteres  kann  natürlich  nur  bei  solchen  f  ein- 
treten, deren  sämtliche  Wurzeln    imaginär    sind,    und    auch   dann  nur  bei 
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den  Spaltungen  in  yjp+i-Xp+i-  Statt  längerer  Erläuterungen  will  ich  Ta- 
bellen für  ^  =  2,  3  geben,  aus  denen  die  hier  in  Betracht  kommende 
Gesetzmäßigkeit  am  besten  ersichtlich  ist.  In  denselben  ist  die  Zahl  der 
reellen  Wurzeln  von  /'.wieder  mit  2r  bezeichnet. 

p  =  2.     Spaltungen  von  /«. 
a)  Reelle  Spaltungen  der  Form  yjp+i-2o-Xp+i+2a' 


2t  = 

0 

2 

- 

4 

6 

Reelle  yj^,  x^ 

0 

2 

4 

6 

Reelle  ip^,  Xs 

0 

2 

4 

10 

Konjugierte  y^^,  Xs 

4 

0 

0 

0 

Reelle  Spaltungen 
überhaupt 

4 

4 

8 

16 

b)  Reelle  Spaltungen  der  Form  yj2n  -  X2P+2-20' 


2r  = 

0 

2 

4 

6 

Reelle  yj^,  x. 

1 

1 

1 

1 

Reelle  ip,^,  Xi 

3 

3 

7 

15 

Reelle  Spaltungen 
überhaupt 

4 

4 

8 

16 

Von  hier  aus  ergibt  sich  beispielsweise  als  Regel:   Ist  p  gerade  und 

2  X  die  Zahl   der   reellen  Faktoren   von    f,  so  hat  man  für  r  >  0  sowohl 

bei  a)  wie  hei  h)  2^^^"^  Spaltungen  in  reelle  Faktoren,   für  r  =  0  aber 

bei  a)  2^  Spaltungen  in   konjugierte  Faktoren,   bei  b)  2^  Spaltungen  in 

reelle  Faktoren. 

p  =  'd>.    Spaltungen  von  /g. 

Reelle  Spaltungen  der  Form  ippj^i_2a  •  Xp+i+2o=  W2a"  X2p+2-2n'' 


2r 

0 

2 

4 

6 

8 

Reelle  y^^,  Xg 

1 

1 

1 

1 

1 

Reelle  tp^,  Xq 

4 

4 

8 

16 

28 

Reelle  %p^,X4. 

3 

3 

7 

15 

35 

Konjugierte  ip^,  x^ 

8 

0 

0 

0 

0 

Reelle  Spaltungen 
überhaupt 

16 

8 

16 

32 

64 
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Von  hier  aus  dann  etwa  wieder:  Ist  p  ungerade  und  2t  die  Zahl 
der  reellen  Wurzeln  von  f,  so  hat  man  für  r  >  0  2^^^^"^  Spaltungen  in 
reelle  Faktoren,  für  r  =  i)  aber  2^  Spaltungen  in  konjugierte  Faktoren 
und  2^  Spaltungen  in  reelle  Faktoren. 

An  diese  Realitätsdiskussion  der  Spaltungen  schließt  sich  dann  zu- 
nächst, von  Formel  (2)  aus,  diejenige  der  O.  Ich  will  hier  einen  zu- 
sammenfassenden Satz  nur  für  diejenigen  O  aussprechen,  welche  ungeraden  o 
zugehören;  denn  sie  allein  kommen  in  Beträcht,  wenn  wir  hernach  vom 
hyperelliptischen  Gebilde  zum  allgemeinen  Gebilde  übergehen.    Wir  haben : 

So  lange  t  >  0  und  <  (^+  1),  i^t  die  Zahl  der  verschiedenen  hier 
in  Betracht  kommenden  reellen  O  gleich  2^'^^~^ . 

Für  T  =  ^  +  1  wird  die  Zahl  gleich  2^~  (2^—  1),  für  r  =  0  bei 
geradem  p  gleich  0,  bei  ungeradem  p  gleich  2^~\ 

Ferner  aber  die  Realitätsdiskussion  der  Fw  Da  sind  die  Gebilde 
mit  T  >  0  sofort  erledigt,  indem  wir  sagen : 

Beeile  Spaltungen  von  f  ergeben  auch  reelle  Scharen  zugehöriger  Ff^. 

Dagegen  ist  der  Fall  t  =  0  in  nähere  Betrachtung  zu  ziehen.  Ich 
will  f2p+2  hier  wieder  als  positives  Polynom  voraussetzen.  Das  reelle 
hyperelliptische  Gebilde  kann  dann  noch  in  einer  der  beiden  Formen  vor- 
gelegt sein: 

«)  s  =  VÄ^i(z),        ß)  s'  =  i V/^2  W; 

im  ersteren  Falle  ist  es  orthosymmetrisch,  im  letzteren  diasymmetrisch. 
Wir  nehmen  nun  erstlich  p  gerade  und  betrachten  die  Zerlegungen 
von  f  in  yjp+i^2o-Xp+i+2o-  Reell  sind  unter  denselben  nur  diejenigen 
mit  0  =  0,  bei  denen  ip  und  ;f  konjugiert  imaginär  sind.  Wir  setzen  nun 
*nach  Formel  (3): 

und  nehmen  hier  die  Y,  X  ebenfalls  konjugiert  imaginär.  Indem  wir 
quadrieren,  erhalten  wir  einen  Wert  von  Fu,  in  welchen  wir  entweder, 
vermöge  a),  das  s,  oder,  vermöge  ß),  das  s'  einführen  werden.    Wir  sehen: 

I.  Im  Falle  a)  liefert  jede  Spaltung  von  f  in  konjugiert  imaginäre 
Faktoren  eine  Schar  reeller  F^i  [ungerader  Ordnung),  im  Falle  ß)  aber 
eine  Schar,  die  man  nur  insofern  als  reell  bezeichnen  kann,  als  in  ihr 
neben  der  einzelnen  imaginären  F^^  immer  auch  deren  konjugierte  auftritt. 

Wir  betrachten  ferner,  bei  geradem  p,  die  Zerlegungen  von  f  in 
Faktoren  y^2a-X2p+2-2a'  Reelle  Spaltungen  entstehen  hier  nur  so,  daß 
man  die  y),  %  einzeln  reell  nimmt.     Ausgehend  von  Formel  (4): 


werden  wir  jetzt    sowohl  im  Falle  a)  als  im  Falle  ß)  reelle  F ,,  erhalten 
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können.  Wir  werden  zu  dem  Zwecke  im  Falle  a)  die  Koeffizienten  von 
T,  X  sämtlich  reell  nehmen,  im  Falle  ß)  aber  die  Koeffizienten  von  M^ 
reell,  die  von  X  rein  imaginär.     Also: 

IL  Eine  jede  der  hier  in  Betracht  kommenden  reellen  Spaltungen 
von   f  liefert  für  a)  wie  für  ß)  eine  Schar  reeller  F^  gerader  Ordnung. 

Wir  nehmen  endlich  das  j)  ungerade.  Da  haben  wir  nebeneinander 
2^  Spaltungen  von  f  in  konjugiert  imaginäre  Faktoren  und  ebensoviele  in 
reelle  Faktoren  zu  betrachten.  Eine  jede  dieser  Spaltungen  ergibt  J^^  von 
ungerader,  wie  von  gerader  Ordnung.     Wir  sehen  sofort: 

III.  Was  die  Realität  der  F^^  hei  ungeradem  p  angeht,  so  haben  wir 
für  konjugiert  imaginäre  ip,  %  einen  Satz  ganz  wie  I,  für  reelle  y^,  % 
einen  Satz  wie  II.  . 

§6. 
Die  Realitätstheoreme  des  allgemeinen  Falles. 

Aus  der  Kealität  der  O,  jP„  der  hyperelliptischen  Fälle  werden  wir 
jetzt  ohne  weiteres  auf  die  Realität  der  bezüglichen  Gebilde  in  allen  deji- 
jenigen  Fällen  symmetrischer  Flächen  schließen  dürfen,  die  einen  hyper- 
elliptischen Repräsentanten  enthalten ;  bei  den  O  werden  wir  dabei  natür- 
lich, wie  wir  schon  bemerkten,  nur  diejenigen  mitzählen  dürfen,  welche 
Zerlegungen  von  f  in  'ipj,j^i^2a  -  Xp-\-\+2n  mit  ungeradem  o  entsprechen; 
denn  nur  diese  gehören  zu  ungeraden  ^.   — 

In  der  Tat  ist  klar,  daß  sich  die  Realität  der  einzelnen  Scharen  der 
F,(,  wie  der  0,  nicht  ändern  kann  (selbst  wenn  einzelne  O  zwischendurch 
einmal  unbestimmt  werden),  so  lange  sich  die  symmetrische  Riemann- 
sche  Fläche  nur  innerhalb  ihrer  Art  abändert.  Denn  es  können  niemals 
zwei  Fa  oder  auch  zwei  O,  die  verschiedenen  Charakteristiken  angehören, 
zusammenfallen,  so  lange  man  es  überhaupt  mit  einer  Rie  mann  sehen 
Fläche  vom  Geschlechte  p  zu  tun  hat.  —  Aber  wir  können  weiter  gehen. 
Die  Zahl  der  Berührungspunkte,  welche  eine  reelle  Ff,^  oder  O  mit  dem 
einzelnen  reellen  Zuge  unserer  Kurve  gemein  hat,  kann  offenbar,  so  lange 
sich  die  Kurve  innerhalb  ihrer  Art,  d.  h.  stetig,  ändert,  nur  um  gerade 
Zahlen  abgeändert  werden;  es  wird  also  eine  bleibende  Unterscheidung 
abgeben,  ob  dieselbe  gerade  ist  (die  Null  eingeschlossen)  oder  ungerade. 
Wir  teilen  unsere  F,,,  ^  dementsprechend  bei  jeder  einzelnen  unserer 
Kurvenarten  in  Klassen,  je  nach  den  Kurvenzügen,  welche  sie  ungerad- 
zahlig berühren.  Ich  werde  die  Klassen  in  der  Bezeichnung  so  weit  zur 
Geltung  bringen,  daß  ich  die  Zahl  der  ungeradzahlig  berührten  Ovale 
durch  einen  dem  F,,  oder  O  oben  zugesetzten  Akzent  bezeichne.  O^^^  z.  B. 
wird  eine   O  heißen,  wenn  sie  kein  Oval  ungeradzahlig  berührt,  wenn  sie 
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also  möglicherweise  überhaupt  kein  Oval  berührt  (entsprechend  den 
„Doppeltangenten  erster  Art"  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  bei 
Zeuthen).  Bei  geradem  jul  wird  es  natürlich  nur  fI^\  F^^\  Fft\  .  ..  geben 
können  (da  doch  die  Gesamtzahl  der  reellen  Berührungspunkte  bei  diesen 
Fu  gerade  sein  muß).  Analog  gibt  es  bei  ungeradem  /i,  sofern  p  gerade 
ist,  FI;!\  FI^\  ,.  .,  dagegen,  wenn  p  ungerade  ist,  wieder  FI;^\  F^^\  .... 
Dasselbe  gilt  für  die  O.  Die  einzelnen  FI'i'\  O^"^^  bezeichnen  wir  dabei 
als  denjenigen  co  Ovalen  „zugehörig",  die  eben  von  ihnen  ungeradzahlig 
berührt  werden.  Natürlich  können  nur  solche  F^,''\  O^'"*^  existieren,  welche, 
wie  ich  mich  ausdrücke,  kombinatorisch  möglich  sind.  Es  soll  dies  heißen, 
daß  erstens  oy  gerade  oder  ungerade  genommen  ist  nach  der  soeben  ange- 
deuteten Regel,  daß  zweitens  (wie  selbstverständlich)  co^l  ist,  unter  / 
die  Gesamtzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Kurvenovale  verstanden.  Und 
nun  werden  wir  verlangen  dürfen,  hei  jeder  einzelnen  unserer  Kurven- 
arten die  Gesamtzahl  der  verschiedenen  Arten  reeller  FJ^K  ^^'"^  anzugehen, 
welche  in  irgend  welche  komhinatorisch-mögliche  Klasse  gehören. 

Die  so  erweiterte  Frage  wird  sich  für  die  sämtlichen  diasymmetrischen 
Arten  wie  für  die  beiden  äußersten  orthosymmetrischen  Arten  wieder  ohne 
weiteres  aus  dem  Verhalten  der  entsprechenden  hyperelliptischen  Gebilde 
beantworten  lassen;  man  hat  bei  der  Diskussion  der  letzteren  nur  noch 
mehr  ins  einzelne  zu  gehen,  als  wir  im  vorigen  Paragraphen  getan  haben. 
Ich  ziehe  aber  vor,  die  betreffenden  Sätze,  bei  denen  sich  die  „mittleren" 
orthosymmetrischen  Fälle  von  den  übrigen  Fällen  schließlich  gar  nicht 
abtrennen,  zunächst  einmal  als  solche  ganz  allgemein  hinzustellen.  Die 
Beweisgründe  sollen  dann  hinterher,  soweit  sie  sich  nicht  aus  der  elemen- 
taren Betrachtung  der  hyperelliptischen  Fälle  ergeben,  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickelt  werden.  —  Diese  hier  mitzuteilenden  Sätze  ent- 
halten das  eigentlich  neue  Resultat  der  vorliegenden  Arbeit  ^^).  Ich  sage 
folgendermaßen : 

1.  Was  die  O  angeht,  so  nehme  ich  natürlich  keine  Notiz  von  den 
besonderen  0,  welche  in  einzelnen  Fällen  den  geraden  d"  entsprechen 
mögen;  auch  drücke  ich  mich  so  aus,  als  wenn  jedem  ungeraden  {^  nur 
ein  0  zugehörte.     Ich  habe  dann: 

Man  hilde  sich  hei  den  O  die  sämtlichen  kombinatorisch  möglichen 
Klassen,  lasse  dann  aber  in  den  orthosymmetrischen  Fällen  die  eine 
Klasse  m  =  l  bei  Seite.  Jede  einzelne  dieser  Klassen  wird  dann  in 
jedem  Falle  genau  2^'~^  reelle  O  enthalten. 


^^)  Das  auf  die  <t)  bezügliche  Resultat  habe  ich  bereits  in  der  oben  genannten 
Mitteilung  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  Mai  dieses  Jahres  [1892]  bekannt- 
gegeben. 
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Hiernach  ist  die  Gesamtzahl  der  reellen  0  im  Falle  2  =  0  2^~^ 
oder  0,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist,  in  den  diasymmetrischen 
Fällen  2^^""%   in  den  orthosymmetrischen  Fällen  2^~^(2^"^  -  1). 

2.  Bei  den  F,,  nehme  man  die  Fälle  2  >  0  vorweg.    Man  hat  dann: 
Es  gibt  in  diesen  Fällen  hei  jedem  /<  von  jeder  kombinatorisch  mög- 
lichen Klasse  genau  2^  reelle  Arten. 

3.  Was  endlich  die  F,,  im  Falle  /  =  0  angeht,  so  hat  man  zwischen 
geradem  und  ungeradem  p  zu  unterscheiden.  Bei  geradem  p  hat  man 
wieder  die  geraden  und  die  ungeraden  /t  auseinanderzuhalten.  Bei  ge- 
radem fi  gibt  es  ,-2  ^  Scharen  reeller  F,,  ( die  natürlich  als  F^^''  zu  bezeichnen 
sind),  hei  ungeradem  fi  2^^  Scharen  vonF,,,  welche  nur  insofern  als  reell 
zu  bezeichnen  sind,  als  sie  zu  jeder  imaginären  i^^^  die  konjugierte  ent- 
halten (diese  F^.  fallen  aus  der  verabredeten  Bezeichnung  heraus;  man 
könnte  sie  als  [Ff^]  benennen).  Dagegen  verhalten  sich  bei  ungeradem  p 
die  geraden  und  ungeraden  /t  übereinstimmend:  Es  gibt  bei  jedem  /t 
2^  Scharen  reeller  Ff  und  2^  Scharen  von  [F^,]. 

Hierzu  dann  etwa  noch  folgende  Bemerkungen: 

ad  1.  Hier  finden  sich  natürlich  die  Zeuthen  sehen  Sätze  von  den 
Doppeltangenten  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  wieder  und  zwar  in 
der  Form:  allemal  gibt  es  vier  Doppeltangenten  O^  und  außerdem,  sofern 
wir  nur  den  Fall  der  Gürtelkurve  beiseite  lassen,  zu  je  zwei  Ovalen,  die 
wir  unter  den  vorhandenen  nach  Belieben  herausgreifen  mögen,  vier  zu- 
gehörige Doppeltangenten  O^-'. 

Übrigens  mag  man  darin,  daß  bei  ihnen  die  Kombination  O^^^^  weg- 
fällt, den  geometrischen  Unterschied  der  A- teiligen  orthosymmetrischen 
Kurven  von  den  mit  gleicher  Zügezahl  ausgestatteten  diasymmetrischen 
Kurven  erblicken.  So  hat  die  dreiteilige  orthosymmetrische  Kurve  des 
Geschlechtes  4  keine  Tritangentialebenen  O^^^  (wie  wir  schon  am  Schlüsse 
des  §  2  bemerkten),  die  dreiteilige  diasymmetrische  Kurve  dagegen  wird 
acht  derselben  besitzen  (wie  man  ebenfalls  aus  der"  Figur  ohne  weiteres 
ersieht). 

ad  2,  3.  Unter  den  F,,  gerader  Ordnung  sind  hier  die  doppeltzählen- 
den  /],   mitgerechnet.     Insofern    alle    reellen  Züge   unserer  Kurve   paaren 

Charakter  haben,    werden  sie  von  jeder  Fläche  und,  also  auch  jeder  /],    in 

2 

einer  paaren  Anzahl  von  Punkten  geschnitten  werden.    Als  F^  betrachtet 
gehören    die    f,,    daher   zu   den  F^^\     Von    dieser  besonderen  Art  der  F)^^ 

muß   man   absehen,    wenn   man  meine  jetzige  Angabe  mit  derjenigen  ver- 
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gleichen  will,  welche  ich  selbst  in  Bd.  10  der  Math.  Annalen  (vgl.  Ab- 
handlung XXXIX)  oder  Crone  in  Bd.  12  daselbst  für  die  Scharen  der 
Berührungskegelschnitte  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  gegeben  haben. 

§7. 
Die  Weich old sehen  Periodizitätssehemata. 

Ich  werde  den  Beweis  der  vorstehend  formulierten  Theorerae,  soweit 
er  durch  elementare  Betrachtung  der  hyperelliptischen  Gebilde  geführt 
werden  kann,  nicht  weiter  verfolgen.  Insbesondere  mag  der  Fall  der  null- 
teiligen  Kurven  fortan  durch  den  Verweis  auf  die  entsprechenden  hyper- 
elliptischen Verhältnisse  als  erledigt  gelten.  Statt  dessen  wende  ich  mich 
zu  neuen  Betrachtungen,  welche  gestatten  werden,  den  Beweis  nach  gleich- 
förmiger Methode  für  die  sämtlichen  nicht  nullteiligen  Kurven  zu  er- 
bringen^-). Damit  ist  dann  die  Lücke,  welche  der  hyperelliptische  Ansatz 
betreffs  der  „mittleren"  orthosymmetrischen  Fälle  ließ,  von  selbst  mit 
ausgefüllt. 

Die  neuen  Betrachtungen  schließen  sich  direkt  an  die  in  §  4  gegebenen 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen  an.  Sie  gehen  darauf 
aus,  durch  Konstruktion  möglichst  „symmetrischer"  kanonischer  Schnitt- 
systeme auf  den  symmetrischen  Flächen  mit  X  =  id  Normalintegrale  j^ 
festzulegen,  bei  denen  man  über  die  Realität  der  Perioden  r^ß  etwas  aus- 
sagen kann,  um  dann  eine  direkte  Realitätsdiskussion  derjenigen  Umkehr- 
probleme, bez.  Thetaformeln  eintreten  zu  lassen,  durch  welche  man  die 
F^i ,  bez.  die  0  bestimmen  kann.  Die  erste  Hälfte  dieses  Gedankenganges 
ist  bereits  in  der  in  der  Einleitung  genannten  Weich oldschen  Dissertation 
zur  Durchführung  gekommen;  ich  darf  mich  hier  darauf  beschränken,  über 
die  bezüglichen  von  Herrn  Weichold  gefundenen  Resultate  zu  referieren 
(wobei  ich  ausschließlich  diejenigen  Momente  hervorkehre,  welche  für 
nieine  jetzigen  Zwecke  von  Wichtigkeit  sind): 

Wir  setzen  ^  >  0  voraus.  Dementsprechend  gibt  es  sicher  Symmetrie- 
linien, und  nun  wollen  wir  irgendeine  derselben  bevorzugen  und  als  aus- 
gezeichnete Symmetrielinie  zugrunde  legen.  Die  übrigen  (.^  —  1)  Symmetrie- 
linien benutzen  wir  dann  in  irgendeiner  Reihenfolge  als  die  Schnitte 
^i,...,^A_i  unseres  kanonischen  Schnittnetzes.  Ferner  wählen  wir  die 
zugehörigen  Schnitte  jBj,  . .  . ,  J5;._i  so,  als  sich  selbst  symmetrische  Kurven, 
daß  jede  derselben  das  ihr  entsprechende  Ä  wie  auch  die  ausgezeichnete 
Symmetrielinie  einmal  schneidet.  Es  gilt  jetzt  noch,  weitere  Schnitte 
A ;,,...,  Äp,  B;,  . ..,  Bp  in  geeigneter  Weise  einzuführen.     Hier   muß    ich 

1-)  Dies  ist  dieselbe  Methode,  weicheich  -in  Abh.XXXIXT  insbesondere  bei  Unter- 
suchung der  ebenen  Kurvten  vierter  Ordnung  gebrauchte. 
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wegen  der  Einzelheiten  auf  Weicholds  eigene  Darstellung  verweisen.  In 
der  Tat  werden  wir  diese  Einzelheiten  weiterhin  doch  nicht  in  Diskussion 
ziehen.  Die  Festsetzungen  werden  so  gemacht,  daß  die  sämtlichen  Normal- 
integrale  ja  rein  imaginär  ausfallen.  Wir  setzen  daraufhin  ij^==j^.  Die 
„reellen"  Integrale  j^  zeigen  dann  bei  Überschreitung  der  Querschnitte 
A,  B  Periodizitätsmoduln,  die  wir  der  Deutlichkeit  halber  hier  ausführlich 
hersetzen: 
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Und  nun  ist  die  Sache  die,  daß  man  in  allen  unseren  Fällen  die  imagi- 
nären Teile  der  hier  auftretenden  Größen  ir^ß  durch  eine  einfache  Hilfs- 
betrachtung (die  wir  hier  überspringen)  angeben  kann.  Besagte  imaginäre 
Teile   sind   im   atigemeinen  Null,    nur  in  [p+l  —  k)  Feldern  unserer 

Tabelle  betragen  sie  jedesmal  -^.     Und    zwar    liegen    diese    {p -\- \  —  X) 

Felder  in  den  orthosymmetrischen  Fällen  rechter  Hand  und  linker  Hand  von 
den  [p  -\-  1  —  X)  letzten  Feldern  der  Hauptdiagonale,  wie  folgendes  Schema 
aufweist : 
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in    den    diasymmetrischen  Fällen    aber  rücken  sie   in   die  Hauptdiagonale 
selbst  hinein: 
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Dies  ist  alles,  was  wir  aus  der  Weicholdschen  Dissertation  gebrauchen. 
Ich  darf  aber  folgende  Bemerkungen  hinzufügen: 

a)  Weichold  hat  auch  den  Fall  der  diasymmetrischen  Fläche  ohne 
Symmetrielinie  behandelt  und  bei  ihm  „reelle"  Normalintegrale  j^  ge- 
funden, deren  Perioden  t„„  reell  sind,  während  ihre  übrigen  ta^i  sämtlich 
den  imaginären  Bestandteil  ~  aufweisen.  Dieses  Weicholdsche  Schema 
ist  indessen  überflüssig.  Ich  sage,  daß  man  für  die  diasymmetrische 
Fläche  ohne  Symmetrielinie  immer  dasselbe  Schema  aufstellen  kann,  wie 
für  die  niederste  orthosymmetrische  Fläche ;  nur  sind  bei  ihr  die  zu  diesem 
Schema  gehörigen  jf,  als  rein  imaginär  zu  bezeichnen,  die  ja  selbst  also 
als  reell.  Man  führe  nämlich  die  gegebene  diasymmetrische  Fläche  durch 
Kontinuität  in  den  zugehörigen  hyperelliptischen  Fall  (mit  lauter  imagi- 
nären Verzweigungspunkten)  über.  Die  so  gewonnene  hyperelliptische 
Fläche  gehört  dann  von  selbst,  wie  wir  wissen,  zugleich  der  niedersten 
orthosymmetrischen  Art  an.  Man  ziehe  auf  ihr  jetzt  diejenigen  Quer-^ 
schnitte,  wie  sie  Weichold  für  diese  orthosymmetrische  Art  vorschreibt. 
Zugleich  konstruiere  man  diesen  Querschnitten  zugehörig  genau  dieselben 
Integrale  wie  im  orthosymmetrischen  Falle.  Diese  Integrale,  welche  im 
orthosymmetrischen  Falle  reell  waren,  werden  eben  deshalb  jetzt  als  rein 
imaginär  zu  bezeichnen  sein.    Denn  diese  Integrale  haben  alle  die  Gestalt : 


WZ 


■dz 


XLII.    Realitätsverhältnisse  bei  den  Normalkurven  der  (p .  191 

(unter  q)p_i  ein  Polynom  (p  —  l)-ten  Grades  von  z  verstanden)  und  hier 
ist  nun  die  V/2j?+2  im  orthosymmetrischen  Falle  gleich  5,  in  unserem 
diasymmetrischen  Falle  aber  gleich  is'  zu  setzen.  Endlich  gehe  man  von  der 
hyperelliptischen  Fläche  durch  Kontinuität  zur  ursprünglichen  Fläche  zurück, 
indem  man  Sorge  trägt,  daß  die  Querschnitte  dabei  fortgesetzt  diejenige 
Symmetrieeigenschaft  behalten,  welche  sie  auf  der  hyperelliptischen  Fläche 
bezüglich  der  zugehörigen  symmetrischen  Umformung  J^''^  besessen  haben. 
b)  Lassen  wir  dem  gerade  Gesagten  zufolge  das  besondere  Schema 
der  nullteiligen  Kurve  bei  Seite,  so  bleiben  -^- — 1  unabhängige  Perio- 
dizitätsschemata    im    die    ^^--     orthosymmetrischen   und   die  p  von  uns 

beibehaltenen  diasymmetrischen  Arten  übrig.  Diese  Schemata  können  hei 
heliebigem  p  durch  Abänderung  der  Schnittsysteme  unmöglich  aufeinander 
reduziert  werden.  Von  dem  Schema  hängt  nämlich,  wie  wir  bald  sehen 
werden,  in  einfacher  Weise  die  jeweilige  Gesamtzahl  der  reellen  0  ab,  und 
diese  Gesamtzahl  ist  bei  jeder  der  genannten  Arten  eine  andere  (ausge- 
nommen den  niedersten  diasymmetrischen  und  niedersten  orthosymmetri- 
schen Fall  eines  ungeraden  p).  —  Da  scheint  nun,  auf  den  ersten  Blick, 
ein  Widerspruch  vorzuliegen  gegen  ein  Resultat,  welches  Herr  Hurwitz  in 
Bd.  94  des  Journals  für  Mathematik  (1882)  abgeleitet  hat.  Herr  Hurwitz 
untersucht  dort,  von  dem  Allgemeinbegriff  reeller  2  2? -fach  periodischer 
Funktionen  ausgehend,  deren  Periodizitätseigenschaften  und  bringt  dieselben 
auf  nur  {p  -{-  l)  Schemata  zurück,  die  so  konstruiert  sind,  daß  die  Perioden 
zweiter  Art  entweder  nirgends  oder  nur  in  einer  Anzahl  von  Gliedern  der 

Hauptdiagonale   den   imaginären  Bestandteil  -^  aufweisen,    sofern  man  die 

Perioden  erster  Art  in  der  Weise  rein  imaginär  gewählt  hat,  wie  wir  dies 
bei  den  ja  getan  haben.  Das  wäre  also  unser  oberstes  orthosymmetrisches 
Schema  zusammen  mit  unseren  p  diasymmetrischen  Schematen.  —  Aber 
der  Widerspruch  ist  nur  scheinbar,  wie  mir  Herr  Burkhardt  bemerkt. 
Hurwitz  sagt  in  der  Tat  nirgends,  daß  er  kanonische  Perioden  betrachten 
will.  Und  verzichtet  man  hierauf,  so  sind  aus  den  orthosymmetrischen 
Schematen  mit  ^  <  p  +  1  natürlich  sofort  diasymmetrische  zu  machen. 
Man  hat  nur  die  Kolonnen  Bx  und  B;.  +  u  ...,  Bp^^  und  Bp  zu  vertauschen. 

§8. 

Direkte  Abzahlung  der  reellen  IT,,  in  den  Fällen  ;.  >  0. 

Auf  Grund  der  mitgeteilten  Schemata  erledigt  sich  nun  die  Abzahlung 
der  Scharen  reeller  F„  in  den  hier  zu  betrachtenden  Fällen  A  >  0  mit 
großer    Leichtigkeit.     Wir    werden    zunächst    einiges    über    die  Werte    be- 
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haupten,  welche  unsere  Integrale  j^  annehmen,  wenn  man  sie  von  ei^m 
Punkte  z  der  ausgezeichneten  Symmetrielinie  nach  einem  andern  Punkte  x 
der  symmetrischen  Fläche  hinleitet.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen 
ergibt  sich  aus  den  jeweiligen  geometrischen  Verhältnissen  sofort;  wir 
brauchen  dabei  nicht  zu  verweilen.     Wir  haben: 

1.  Ist  X  selbst  ein  Punkt,  der  ausgezeichneten  Symmetrielinie,  so 
sind  sämtliche  ja'^'^  reell  {d.h.  bis  auf  beliebig  hinzuzufügende  Multipla 
der  Perioden  reell). 

2.  Liegt  dagegen  x  auf  einer  der  anderen  Symmetrielinien,  sagen 
wir   auf  Aß,   so   wird  das  jß'^^^    modulo  der  Perioden   genommen,   den 

Bestandteil  :^  aufweisen;  die  anderen  ja"^'-  sind  wie  ad  1  reell. 

3.  Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Riemann sehen  Fläche  und  x  der 
zu  ihm  symmetrische  Punkt,  so  wird  ja  ^'  ^  +  jL  *'  ^  bis  auf  Multipla  der 
Perioden  allemal  einer  reellen  Größe  gleich  sein. 

Wir  betrachten  ferner  irgendwelches  Umkehrproblem: 

Ü  ^■'  -'  +  /«  ^-^  +  .  •  •  ^  K^  (mod  P,,ß,  P^ß) 
und  fragen,  wie  hier  die  Ka  beschaffen  sein  müssen,  damit  die  x,  soweit 
sie  nicht  den  verschiedenen  Symmetrielinien  angehören    [also  reell  sind], 
paarweise  imaginär  symmetrisch  ausfallen,  damit  also  das  Umkehrproblem 
eine  reelle  Lösung  zulasse,  wie  wir  sagen  wollen.    Offenbar  kommt: 

Zu  dem  genannten  Zwecke  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß,  von 
Multiplis  der  Perioden  abgesehen, 

diejenigen  Ka,  deren  Index  >(/—!)  ist,  reell  sind, 
diejenigen  Ka  aber,  deren  Index  ^{X  —  1 )  ist,  entweder  reell 

sind  oder  den  imaginären  Bestandteil  ~  aufweisen. 

Und  zwar  werden  wir,  was  die  einzelne  reelle  Lösung  des  Umkehr- 
problems angeht,  sagen  dürfen: 

Je   nachdem   das    einzelne  Ka  der  letzteren  Kategorie  {cc^{X—l)) 

reell  ist  oder  den  imaginären  Bestandteil  ,-,  besitzt,  wird  die  Symmetrie- 

linie  Aa  eine  gerade  oder  ungerale  Zahl  bezüglicher  Punkte  x  enthalten. 

Damit  ist  dann  zugleich  gesagt,  ob  die  „ausgezeichnete"  Symmetrie- 
linie eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  der  Punkte  x  trägt;  dies  wird  er- 
sichtlich davon  abhängen,  ob  die  Gesamtzahl  der  gesuchten  x  von  der 
Zahl  der  auf  die  A^,  . .  .,  Ax-i  entfallenden  x  um  eine  gsrade  oder  un- 
gerade Differenz  abweicht. 

So  vorbereitet  greifen  wir  jetzt  auf  die  Ansätze  des  §  4  zurück,  indem 
wir    nur    die    damals    zugrunde   gelegten   beliebigen   Integrale    erster   Gat- 
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tuiig  Wa  durch  die  reellen  Integrale  ja  ersetzen.  Wir  nehmen  dement- 
sprechend zunächst  die  2  p  — 2  Schnittpunkte  x^,  x^,  . . .,  X2p-2  unserer 
Kurve  mit  irgendwelcher  (p  und  schreiben: 

.,  .„.  ^  .,j,,z_^  _    _  _^  /r«-''  -  K  (mod  P^„,  Pi,,). 

Möge  die  (p  hier  insbesondere  reell  sein.  Dann  liegen  die  x^  soweit  sie 
nicht  paarweise  konjugiert  imaginär  sind,  in  gerader  Zahl  auf  die  ver- 
schiedenen  reellen  Züge  unserer  Kurve  verteilt.     Daher  kommt: 

Die    ka  sind  bis  auf  Multipla  der  Perioden  reellen  Größen  gleich. 

Dementsprechend  mögen  wir  uns  fortan  die  ka  als  reelle  Größen 
denken.  Wir  bilden  uns  jetzt  die  2"^  Umkehrprobleme,  von  deren  Auf- 
lösung die  Bestimmung  der  i<^y  (/x  >  1)  abhängt: 

Welche  dieser  Umkehrprobleme  werden  reelle  Lösungen  zulassen?  Indem 
wir  die  näheren  Angaben  über  die  Paß,  Paß  heranziehen,  die  wir  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten,  kommt: 

Nur  diejenigen  ümkelrprobleme,  bei  denen  die  Zahlen  q[^  qI+i,  ■  -  -  ,Qp 
verschwinden,    ergeben   reelle    Lösungen   {und   also  Scharen  reeller  ^„). 

Von  den  2^^  Umkehrproblemen  sind  dies  2 ^^^■~^,  in  Übereinstimmung 
mit  unserer  früheren  Angabe.     Ferner  aber: 

Von  den  zugehörigen  Funkten  x  liegen  auf  der  Symmetrielinie  Aß 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl,  je  nachdem  Qß  gleich  Null  oder  Eins  ist. 

Auf  der  ausgezeirhnetin  Symmetrielinie  findet  sich  eine  gerade  oder 

ungerade  Zahl  der  Punkte  x,  je  nachdem  jii(p  —  1)  —  ^ Qß  gerade  oder 

1 
ungerade  ist. 

Alle  Fii  gegebener  Ordnung  also,  die  in  den  ^j,...,^;._i  überein- 
stimmen, zeigen  betreffs  der  Verteilungsweise  der  Punkte  x  auf  die  ver- 
schiedenen Symmetrielinien  einen  übereinstimmenden  Charakter,  sie  ge- 
hören im  Sinne  der  früheren  Benennung  zu  derselben  irZas^^e.    Wir  sehen: 

Die   einzelne  Klasse  ist  durch  die  Weite  der  ^^,...,^;._i  bestimmt. 

Hat  man  über  die  q^.,  . . .,  ^;._i  irgend  verfügt,  so  können  die  q;.,  . . .,  Qp 
und  die  ^i,...,^I_i  noch  beliebig  angenommen  werden,  was  2^  Möglich- 
keiten gibt.     Daher: 

Jede  kombinaiorisch  mögliche  Klasse  existiert  und  enthält  noch 
2^  verschiedene  Arten  von  F^. 

Damit  haben  wir  in  der  Tat  die  sämtlichen  für  die  Ff^t  von  uns  auf- 
gestellten Sätze  für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Fälle  (A  >  0)  zur 
Ableitung   gebracht.     Wir   haben  aber  noch  mehr  gewonnen.     In  der  Tat 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  13 
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sehen  wir,  wie  sich  die  reellen  F^  von  den  imaginären  und  hinwieder  die 
verschiedenen  Klassen  reeller  F^^  voneinander  durch  ihre  ,, Elementar- 
charakteristiken" Qß,  Qß  unterscheiden.  Von  hier  aus  ist  dann  nur  noch 
ein  Schritt,  um  bei  einer  Kurve,  bei  welcher  man  die  sämtlichen  Arten 
reeller  ^^  geometrisch  beherrscht,  für  jede  derselben  die  ganze  Reihe  der 
zugehörigen  Qß ,  Qß  anzuschreiben.  Ich  will  annehmen,  daß  wir  das  gleiche 
auch  für  die  „Primcharakteristiken"  geleistet  hätten,  welche  den  F^  un- 
gerader Ordnung,  bez.  den  O  zuzuordnen  sind;  ich  werde  darüber  im 
folgenden  Paragraphen  noch  nähere  Bemerkungen  machen.  Wir  sind  dann 
in  der  Lage,  alle  die  schönen  Theoreme,  die  man  über  die  Gruppierung 
der  Charakteristiken  besitzt,  was  die  reellen  F^^i  und  die  reellen  0  angeht, 
in  die  volle  geometrische  Anschauung  zu  übersetzen.  Die  Schwierigkeit 
liegt  hier  nur  im  Vordersatz.  Was  gibt  es  für  Kurven  der  99,  bei  denen 
man  die  sämtlichen  Arten  reeller  F/^^  wie  0  auf  Grund  bestimmter  geome- 
trischer Definitionen  auseinanderhalten  kann?  Natürlich  sind  es  die  hyper- 
elliptischen Kurven  in  diesem  Falle;  bei  ihnen  sind  ja  die  sämtlichen  Fa 
wie  die  0  durch  ihr  Verhalten  zu  den  Verzweigungspunkten  des  Gebildes 
algebraisch  bestimmt,  wie  wir  in  §  5  des  näheren  ausführten.  Da  hat  es 
in  der  Tat  keine  Schwierigkeit,  jeder  reellen  F^  oder  O  diejenige  Charak- 
teristik Qß,  Qß  oder  auch  diejenige  Primcharakteristik  zuzusetzen,  die  ihr 
vermöge  unserer  Festsetzungen  zukommt.  Von  da  aus  beherrscht  man 
dann  durch  Kontinuität  die  reellen  F^^  und  O  bei  allen  denjenigen  unserer 
Kurven,  die  eben  aus  den  hyperelliptischen  Fällen  durch  Kontinuität  her- 
vorgehen, d,  h.  also  in  den  beiden  äußersten  orthosymmetrischen  und  in 
den  sämtlichen  diasymmetrischen  Fällen  (inklusive  den  Fall  X  --==  0).  Die 
verschiedenen  Scharen  der  F^  sind  dabei  nicht  mehr  algebraisch,  sondern 
nur  noch  durch  Ungleichheiten  getrennt,  die  in  abstracto  vielleicht  schwierig 
zu  formulieren,  aber  bei  jeder  ausgeführten  Figur  unmittelbar  zu  verstehen 
sind.  Ich  darf  mich  in  diesenj  Betracht  auf  die  Zeichnungen  berufen,  die 
ich  in  der  [vorstehenden  Abh.  XLI]  für  die  vierteilige  ebene  Kurve  vierter 
Ordnung  gegeben  habe  (wobei  ich  gleich  die  Bemerkung  zufügen  will,  daß 
die  Festlegung  der  dort  für  das  hyperelliptische  Gebilde  gebrauchten  Prim- 
charakteristiken vermöge  der  Regeln,  welche  Herr  Burkhardt  und  ich  über 
diesen  Gegenstand  in  Bd.  32  der  Math.  Annalen  (1888)  entwickelt  haben  ^^), 
wesentlich  vereinfacht  werden  kann).  —  Die  Frage  bleibt,  wie  man  das 
gleiche  für  die  „mittleren"  orthosymmetrischen  Fälle  soll  leisten  können, 
welche  dem  hyperelliptischen  Ansätze  unzugänglich  sind.  Vielleicht  wird 
hier  eine  Ausbildung  der  Doppelpunktsmethode  im  Sinne  der  dem  §  3 
beigefügten  Schlußbemerkungen  nützlich. 


')  [Vgl.  speziell  §  3  meiner  Arbeit.  —  Bei  Burkhardt  siehe  besonders  S.  426.   K.i 
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Von  der  Realität  der  O. 

Sollen  wir  jetzt  noch  die  Realität  der  O  diskutieren,  so  wollen  wir 
dabei,  weil  es  keine  Mühe  macht,  unsere  sämtlichen  Kurvenarten,  auch 
die  mit  A  =  0 ,  gleichförmig  nebeneinander  behandeln.  Bemerken  wir  zu- 
nächst, daß  in  allen  Fällen  das  „normale"  Koordinatensystem,  das  wir 
durch  die  Formeln  definierten:  (p^\  . .  .  \  cp  :=  dj^  :  .  .  .  :  dj  ,  insofern  doch 
die  dja  mit  den  dja  proportional  sind,  reell  ist.  In  bezug  auf  dieses  Koor- 
dinatensystem stellen  sich  nun  die  0  des  allgemeinen  Falles  (und  nur  von 
diesen  soll  hier  öke  Rede  sein)  nach  Formel  (8)  des  §  4  durch  die  Glei- 
chung dar:  /^^n  /^,^n 

0'  soll  dabei  der  Reihe  nach  alle  ungeraden  ^-Funktionen  bedeuten.  Wir 
werden  hiernach  die  sämtlichen  reellen  O  erhalten,  indem  wir  unter  den 
ungeraden  ^  jeweils  diejenigen  heraussuchen,  bei  denen  sich  die  Null- 
werte der  Differentialquotienten  ^,  . . .  ^r-  vermöge  der  in  §  7  gegebenen 

Schemata  der  r^ß  wie  reelle  Größen  verhalten.  Dies  ist  eine  ganz  ele- 
mentare Aufgabe.  Wir  finden  sofort:  daß  bei  Zugrundelegung  der  ortho- 
symmetrischen  Schemata  reelle  O  von  denjenigen  ungeraden  ^  geliefert 
werden,  welche  verschwindende  g,,,  g/.+i,  . . .,  g„  besitzen,  im  Falle  der 
diasymmetrischen  Schemata  aber  von  den  anderen,  deren  g^,  gx+i,  . . .,  g^, 
gleich  Eins  sind.     Hieran  schließt  sich  dann  folgende  Abzahlung: 

In  den  orthosymmetrischen  Fällen  wird  man,  um  reelle  0  zu  be- 
kommen, die  hi,...,h  ganz  beliebig  annehmen  können,  dagegen  die 
Qi,  ■  ■  -,  g?.-i  ^ind  \,  .  .  .,h},_i  der  einen  Bedingung  unterwerfen  müssen, 
daß  g^h^ -]-...  -]-  gr;_i  hi_^  ungerade  sein  soll.     Dies  gibt 

2^~'+''2'"'(2'-'-  1)  =  2^~'(2'-'-  1) 
reelle  O.  Der  Minimalwert  von  /  ist  hier  für  gerade  p,  wie  wir  wissen, 
gleich  1,  für  ungerade  p  gleich  2.  Dies  gibt  für  die  niederste  ortho- 
symmetrische  Kurve  beziehungsweise  0  und  2^"^  reelle  0.  Eben  diese 
Zahlen  gelten  dann  auch  für  die  zugehörige  nullteilige  Kurve,  wie  aus 
den  Angaben,  die  wir  über  deren  Periodizitätsschemata  machten,  ohne 
weiteres  hervorgeht.  Was  die  anderen  diasymmetrischen  Fälle  angeht,  so 
werden  wir  bei  ihnen  (um  reelle  0  zu  bekommen)  die  Größen  gr^,  . . . ,  gr;^_i, 
hj^,  . . .,  Aa_i  beliebig  annehmen  dürfen  und  haben  dann  die  A;.,  . . . ,  h^^  der 
einen  Bedingung  zu  unterwerfen,  daß 

ö'i  ^1  +  •  •  •  +  9^-1  h.-i  +  ^^;.  +  • .  •  +  ^^ 
ungerade  sein  soll.    Dies  gibt  ersichtlich  2^ ^^'~^  reelle  0.  —  Wir  haben  damit 
die  früheren  Angaben  über  die  Gesamtzahlen  der  reellen  0  sämtlich  bestätigt. 

18* 


196  Anschauliche  Geometrie. 

Das  Problem  der  O  ist  jetzt  für  alle  diejenigen  Kurven  bereits  er- 
ledigt, bei  denen  es  hinsichtlich  der  O  nur  eine  kombinatorische  Möglich- 
keit gibt,  insbesondere  also  bei  der  null  teiligen  Kurve  und  bei  geradem  f 
für  die  niedrigste  orthosymmetrische  Kurve.  Bei  den  übrigen  Kurven  wird 
jetzt  zu  beweisen  sein,  was  in  §  6  über  die  Zugehörigkeit  der  verschiedenen 
reellen  O  zu  den  einzelnen  Ovalen  der  Kurven  behauptet  wurde.  Hier  gehe 
ich  nun  den  Weg  der  vollen  Induktion,  indem  ich  die  Doppelpunktsmethode 
des  §  3  heranziehe  (die  ja  bei  allen  hier  noch  in  Betracht  kommenden 
Kurven  ohne  weiteres  angewandt  werden  kann),  folgendermaßen: 

Wir  ziehen  ein  beliebiges  Oval  der  uns  vorgelegten  Kurve  C2P-2  des 
Raumes   von  (p  —  1)  Dimensionen  zu   einem  isolierten  Punkt  zusammen. 
Dabei  verwandeln  sich  diejenigen  reellen  O,  welche  dsiS  Oval  ungeradzahlig 
berührten,  indem  sie  paarweise  zusammenfallen,  in  solche  O,  welche  durch 
den  Doppelpunkt  hindurchgehen;    die    anderen    reellen    O    erleiden    keine 
besondere  Änderung,  sie  haben  mit  dem  Doppelpunkte  nichts  zu  schaffen. 
Wir  achten  nun  insbesondere   auf  die  ersteren  O  und  bemerken,    daß  sie 
bei  der  Projektion  vom  Doppelpunkte  aus  direkt  die  0'  (wollen  wir  sagen) 
derjenigen  (72^-4  des  Raumes  von  (p  —  2)  Dimensionen  liefern,  in  welche 
sich  unsere  C2P-2  projiziert.     Aber  diese  C2P-4.  ist  nichts  anderes  als  die 
Normalkurve   des  Geschlechtes  {p  —  1).     Daher  werde   angenommen,    daß 
für    sie   unser  Satz  über  die  Verteilungsweise   der   reellen  O  auf  die  ver- 
schiedenen Klassen  bereits  bewiesen  sei,  daß  also  bei  den  zugehörigen  O' 
innerhalb    jeder    kombinatorisch    möglichen   Klasse    2^~     Individuen    vor- 
handen seien,  ausgenommen  die  Klasse  (o'  =  X  —  1  der  orthosymmetrischen 
Fälle,    der    keinerlei   O'   angehören.     Wir   gehen  jetzt  zur   ursprünglichen 
G2P-2  zurück.     Da    spaltet    sich    dann    umgekehrt   jede  reelle  O'  in  zwei 
reelle  O,    welche    das   aus   dem  Doppelpunkte   entstehende  Oval   ungerad- 
zahlig berühren,  und  es  entstehen  so  aus  den  2^~^0'  einer  Klasse  2^~  <1>, 
welche  wieder  einer  Klasse  angehören.    Wir  werden  schließen,  daß  unsere 
Behauptung  über   die  Anzahl   der   reellen  O   in  den  verschiedenen  kombi- 
natorisch möglichen  Klassen  für  alle  O  der  ursprünglichen  Kurve,   welche 
das  ausgezeichnete  Oval  ungeradzahlig  berühren,  richtig  ist.    Aber  das  ausge- 
zeichnete Oval  ist  doch  nur  ein  beliebiges  unter  den  übrigen.    Wir  schließen: 
Ist  unser  Theorem  für  das  Geschlecht  (p  —  1)  richtig,  so  ist  es  auch 
beim  Geschlechte  p  richtig  hinsichtlich  aller  derjenigen  O,  welche  wenig- 
stens ein  Kurvenoval  ungeradzahlig  berühren. 

Daraufhin  wird  aber  die  Zahl  2^~^  der  O^,  welche  unserem  Theoreme 
zufolge  bei  ungeradem  p  auftreten  sollen,  jedenfalls  auch  richtig  sein.  Wir 
brauchen,  um  dies  zu  sehen,  nur  die  Gesamtzahl  der  reellen  O,  die  wir 
vorhin  bestimmten,  heranzuziehen  und  von  ihr  die  jetzt  gewonnenen 
Zahlen   der  verschiedenartigen  O^^',  0^^\...  zu  subtrahieren.     Wir  sehen: 
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Unser  Satz  ist  allgemein  für  das  Geschlecht  p  richtig,  sobald  er  für 
ip  —  1)  bewiesen  ist,  — 
und  damit  ist  dann  die  Sache  erledigt,  da  sie  für  p  =  2  bekanntlich  stimmt. 

Es  erübrigt,  daß  wir  noch  einiges  wenige  über  die  Primcharakte- 
ristiken sagen,  welche  den  reellen  O,  wie  den  F^  ungerader  Ordnung, 
zukommen.  Wir  bemerkten  bereits,  daß  die  gi,  . . . ,  g  der  reellen  O  alle 
gleich  Null  oder  Eins  sind,  je  nachdeni  es  sich  um  eine  orthosymmetrische 
oder  diasymmetrische  Kurve  handelt.  Dies  gilt  gleichförmig  für  die  F,^ 
ungerader  Ordnung,  wie  die  Betrachtung  der  geraden  d'  zeigt.  Aber  auch 
die  Ä^,  ...,  Äa-1  lassen  sich  für  jede  (t>  oder  ^^,  sofort  angeben.  Die  ein- 
zelne  dieser  ZaJßen  ist  nämlich  Null  oder  Eins,  je  nachdem  das  mit 
gleichem  Index  versehene  Kurvenoval  ungeradzahlig  oder  geradzahlig 
berührt  wird.  Alle  O  also,  resp.  i^^, ,  welche  derselben  ,, Klasse''  ange- 
hören, stimmen  in  den  h^,  ...,Ä;._i  überein.  Dabei  haben  wir,  wie  wir 
bereits  bemerkten,  die  hß  mit  den  früheren  Qß  (die  gß  mit  den  Qß)  zu  ver- 
gleichen. Wir  sehen  dann,  daß  unsere  Behauptung  gerade  entgegengesetzt 
zu  derjenigen  ist,  welche  wir  oben  für  die  Elementarcharakteristiken 
fanden:  ^^  =  0  bedeutete  damals  den  geradzahligen,  ^^=1  den  ungerad- 
zahligen Kontakt  mit  Aß.  Ich  kann  leider  diese  Angabe  hier  nicht  näher 
beweisen,  weil  ich  zu  dem  Zwecke  das  Verhalten  der  ^  bei  der  Kurve 
mit  Doppelpunkt  noch  ausführlicher  studieren  müßte:  man  vergleiche 
hierzu  die  Entwicklungen  [von  §  20  meiner  Arbeit  aus]  Bd.  36  der  Math. 
Annalen  (1889).  Übrigens  aber  schließen  sich  hier  die  Bemerkungen  vom 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  an,  auf  die  ich  nicht  weiter  zurückkomme. 


Wir  haben  hiermit  die  sämtlichen  Entwicklungen  durchlaufen,  welche 
in  der  vorliegenden  Arbeit  gegeben  werden  sollten.  Wir  könnten  ja 
mannigfache  Verallgemeinerungen  anschließen,  unter  Festhaltung  der  me- 
thodischen Grundgedanken.  Einmal  wird  man  statt  der  /"^^ ,  welche  unsere 
Kurve  überall  berühren,  solche  f^  heranziehen  können,  welche  überall  os- 
kulieren,  hyperoskulieren  usw.  (wie  ich  dies  zum  Teil  schon  [in  Abh.  XXXIX] 
für  die  dort  behandelten  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  getan  habe). 
Dann  aber  wird  man  die  Betrachtung  von  der  Normalkurve  der  q?  als 
solcher  ablösen.  Die  Unterscheidung  der  symmetrischen  Flächen  in  ortho- 
symmetrische und  diasymmetrische  gibt  ein  durchgreifendes  Einteilungs- 
prinzip für  sämtliche  reelle  Kurven.  Und  so  oft  man  bei  einer  solchen 
Kurve  eine  Anwendung  der  Ab  eischen  Funktionen  zu  machen  weiß,  sind 
wir  in  der  Lage,  eine  vollständige  Realitätsdiskussion  der  bei  dieser  An- 
wendung in  Betracht  kommenden  Gebilde  hinzuzufügen. 

Göttingen,  den  2.  September  1892. 


XLIIl.  Geometrisches  zur  Abzahlung  der  reellen  Wuraeln 
algebraischer  Gleichungen. 

[Aus  dem  Katalog  mathematischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumente.  Herausgegeben 
im  Auftrage  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  von  W.  Dyck.    (1892). 

Sylvester  und  Kronecker  haben  bereits  in  den  60er  Jahren  bei 
der  Diskussion  der  Wurzelrealität  algebraischer  Gleichungen  geometrische 
Konstruktionen  in  der  Weise  herangezogen,  daß  sie  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  oder  sonstige  Größen,  von  denen  man  die  Gleichung  abhängig 
denken  mag,  als  Koordinaten  eines  Raumpunktes  interpretierten,  —  wobei 
natürlich  ihrer  unmittelbaren  Anschaulichkeit  wegen  diejenigen  Fälle  be- 
sondere Berücksichtigung  fanden,  bei  denen  man  mit  Räumen  von  zwei 
oder  drei  Dimensionen  ausreicht^).  Es  handelt  sich  da  insbesondere  um 
den  Verlauf  derjenigen  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  Nullsetzen  der  Dis- 
kriminante  der  vorgelegten  Gleichung  vorgestellt  wird  —  die  Diskriminanten- 
mannigfaltigkeit  — ,  und  um  die  durch  diese  Mannigfaltigkeit  vermittelte 
Zerlegung  des  Gesamtraumes  in  verschiedene  Gebiete.  —  Ich  möchte  im 
nachstehenden  an  den  bezeichneten  Ansatz  in  der  Weise  anknüpfen,  daß 
ich  die  elementaren,  für  Gleichungen  beliebigen  Grades  gültigen  Kriterien 
in  Betracht  ziehe,  durch  welche  man  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  ahzu- 
zählen  vermag,  die  gegebenen  Falles  verbanden  sein  mögen.  Bei  der  geo- 
metrischen Interpretation  dieser  Kriterien  entsteht,  wie  von  selbst,  eine 
Auffassung  derselben,  vermöge  deren  die  etwas  stereotypen  Darstellungen 
der  Lehre  von  der  Wurzelrealität,  wie  sie  sich  in  unseren  Lehrbüchern 
finden,  der  Neubelebung  und  Weiterentwicklung  zugänglich  werden^).    Der 


^)  Sylvester  in  den  „Philosophical  Transactions"  Bd.  154,  1864  (On  the  real 
and  imaginary  roots  of  equations)  [=  Werke  II,  S.  376];  Kronecker  in  Vorlesungen. 

2)  Ich  werde  weiter  unten  noch  hervorheben,  daß  die  bez.  Darstellungen  der 
Lehrbücher  vielfach  auch  unvollständig  sind.  Aber  der  wesentliche  Mangel  liegt  wohl 
darin,  daß  die  Lehrbücher  durchgängig  an  der  Auffassung  festhalten,  als  handele  es  sich 
bei  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  um  „numerische"  Gleichungen,  also  um 
Verfahrungsweisen,  welche  keinen  allgemeinen  Charakter  haben,  sondern  sich  jeweils 
nach  dem  besonderen  vorgelegten  Falle  richten.  Im  Gegensatze  dazu  läßt  die  geo- 
metrische Interpretation  die  Koeffizienten  der  zu  untersuchenden  Gleichungen  not- 
wendig als  frei  veränderliche  reelle  Größen  ansehen. 
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Zweck  der  vorliegenden  kurzen  Mitteilung  wird  erreicht  sein,  wenn  es  mir 
gelingen  sollte,  in  dieser  Richtung  einen  Anstoß  zu  geben.  Um  so  lieber 
will  ich  mich  im  folgenden  auf  die  allerelementarsten  Fälle,  nämlich  auf 
Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades,  beschränken :  ich  hoffe  da  allgemein 
verständlich  zu  sein  und  kann  doch  schon  alles  Wesentliche,  was  ich  zu 
sagen  habe,  hervortreten  lassen. 

Zunächst  der  allgemeine  Ansatz.    Sei 

(1)  f{z)  --=  z^  +  nAz^'-'  +  "^f^Bz^-^  4-...N  =  0 

eine  vorgelegte  Gleichung  n-ten  Grades  (wo  die  Binomialkoeffizienten  hinzu- 
gesetzt sind,  weir  dadurch  die  später  zu  gebenden  Formeln  einfacher  werden). 
So  interpretiere  man  einfach^,  B,  ...,  N  als  Punktkoordinaten  in  einem 
7^-dimensionalen  Räume  B^^.  Gleichung  (1)  repräsentiert  dann,  sofern  man 
das  z  als  gegebene  Größe  und  die  Ä,B,...  als  Veränderliche  ansehen 
wiU,  einen  in  diesem  B^  enthaltenen  (n  ~  l)-fach  ausgedehnten  Raum, 
Bn-i,  und  die  ganze  Reihenfolge  von  Bn-i,  welche  man  so  für  wechselnde 
Werte  von  z  erhält,  umhüllt  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eben  jene  Dishri- 
minantenmannig faltigkeit,  von  welcher  bereits  soeben  die  Rede  war;  kann 

man   doch   die  Diskriminante  als  Resultante   von  f(z)  =  0  und  — ,-^=0 

'  ^    ^  dz 

berechnen.  —  In  nächster  Beziehung  zu  diesem  Bn-i  und  damit  zur  Dis- 
kriminantenmannigfaltigkeit  steht  nun  diejenige  rationale  „Kurve",  die  den 
Gleichungen  (1)  mit  ?i-f acher  Wurzel  entspricht: 

(s-/)^  =  0, 

d.  h.  diejenige  Kurve,  deren  Punkte  sich  mit  Hilfe  eines  Parameters  X  so 
darstellen  lassen: 

(2)  A  =  -X,     B  =  P,...     iV  =  (-l)^/l^. 

Möge  dieselbe,  entsprechend  der  Ausdrucksweise  der  neueren  Geometer, 
hier  schlechtweg  als  Normkurve  benannt  werden^);  den  einzelnen  durch  (2) 
gegebenen  Punkt  der  Kurve  werde  ich  als  den  Punkt  /  derselben  be- 
zeichnen. Da  ist  denn  unmittelbar  ersichtlich,  daß  die  sämtlichen  n  Schnitt- 
punkte, welche  der  durch  (1)  gegebene  B^-i  mit  der  Normkurve  gemein 
hat,  in  den  einen  Punkt  /  =  z  koinzidieren :  unsere  Bn-i  sind  Schmiegungs- 
räume  der  Normkurve  und  eben  dadurch  unter  allen  anderen  (n  —  l)-fach 
ausgedehnten  linearen  Räumen  unseres  B^  charakterisiert.  Die  Wurzeln  z^ 
aber,  welche  die  Gleichung  f{z)  =  0  besitzt,  werden  auf  der  Normkurve 
durch  die  n  Punkte  X  =^  z-  vorgestellt  sein,  nämlich  durch  diejenigen  Punkte 
der  Normkurve,    in  welchen  die  von  dem  Raumpunkte  (A,  B,  .  . .,  N)  an 


^)  Vgl.  z.  B.  Franz  Meyer,  Apolarität  und  rationale  Kurven.     Tübingen  1883. 
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B 


Fig.  1. 


^A 


die  Kurve  laufenden  Schmiegungsräume  (?^—  l)-ter  Dimension  dieselbe 
berühren.  Insbesondere  werden  von  diesen  Wurzeln  genau  so  viele  reell 
sein,  als  von  unserem  Baumpunkte  aus  reelle  Schmiegungsräume  an  die 
Kurve  gehen^). 

Spezifizieren  wir  diesen  Ansatz  zunächst  für  n  =  2,  so  haben  wir  in 
der  Gleichung  zweiten  Grades 

(3)  z''^2Az-^B^0 

die  ^,  J5  als  Punktkoordinaten  (etwa  geradezu  als  rechtwinklige  Punkt- 
koordinaten) der  Ebene  zu  interpretieren.    Wir  haben  dann  als  Definition 

der  Normkurve 

(4)  A  =  -X.    B  =  k' 

zugrunde  zu  legen,  was  eine  Parabel  mit  der  Glei- 
chung^ ^  —  B  =  0  ergibt,  wie  sie  durch  die  neben- 
stehende Fig.  1  versinnlicht  wird;  man  beachte, 
daß  auf  dieser  Parabel  die  Pui;ikte  mit  positivem  / 
linker  Hand,  die  mit  negativem  2.  rechter  Hand 
liegen.  Gleichung  (3)  wird  zwei  reelle  oder  zwei 
imaginäre  Wurzeln  haben,  je  nachdem  von  dem  repräsentierenden  Punkte 
(A,  B)  aus  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Tangenten  an  die  Parabel  gehen. 
Augenscheinlich  zerfällt  mit  Rücksicht  hierauf  die  Ebene  in  zwei  durch 
die  Parabel  getrennte  Teile;  ich  habe  dieselben  in  der 
nebenstehenden  Fig.  2  durch  die  Ziffern  2  und  0  unter- 
schieden. Die  durch  die  Parabel  vorgestellte  Normkurve 
ist  hier  eben  selbst  die  Diskriminantenmannigfaltigkeit, 
und  unsere  Figur  also  ein  Gegenbild  dafür,  daß  die  qua- 
dratische Gleichung  (3)  zwei  oder  null  reelle  Wurzeln 
hat,  je  nachdem  die  Diskriminante  A"^  —  B  positiv  oder  negativ  ist. 
Wir  gehen  über  zur  kubischen  Gleichung: 

(5)  2^  +  SAz""  +  35z  +  ^  =  0 . 

Die  Raumkonstruktionen,  welche  hier  auszuführen  sind,   lassen  sich  nicht 


■*)  [Ich  weise  hier  gern  darauf  hin,  daß  man  sich  auch  die  bei  einer  Gleichung 
vierten  Grades  vorliegenden  Verhältnisse  im  dreidimensionalen  Räume  anschaulich  klar 
machen  kann,  wenn  man  diese  so  transformiert,  daß  der  Koeffizient  ^  =  0  wird,  also 
die  Gleichung  der  Normkurve  in  der  Form 

(2-f  3A)U-A)'  =  0 

schreibt.  Das  von  Herrn  Hartenstein  auf  meine  Veranlassung  konstruierte  Faden- 
modell der  Diskriminantenfläche  ist  im  Verlage  von  Martin  Schilling  erschienen  und 
in  meiner  von  E.  Hellinger  ausgearbeiteten  Vorlesung  „Elementarmathematik  vom 
höheren  Standpunkte  (1908)"  (in  Kommission  bei  B.  G.  Teubner)  Bd.  I,  1.  Aufl., 
S.  220—231,  -2.  Aufl.,  S.  222—234  beschrieben.  Die  Fläche  zerfällt  übrigens  in  einen 
Bestandteil  fünfter  Ordnung  und  die  unendlich  ferne  Ebene.     K.] 
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mehr  kurz  durch  ebene  Figuren  erläutern,  und  ich  muß  den  Leser  bitten, 
falls  anders  er  die  Angaben,  die  ich  fernerhin  über  kubische  Gleichungen 
zu  machen  habe,  völlig  in  sich  aufnehmen  will,  sich  selbst  geeignete  räum- 
liche Modelle  zu  verfertigen^).  Wir  haben  da  erstlich  als  Normkurve  die 
Raumkurve  dritter  Ordnung 

(6)  Ä  =  -X,     B  =  X\     C=-a\ 

dann  als  Diskriminantenmannigfaltigkeit  die  zu  dieser  Raumkurve  gehörige 
developpable  Fläche.  Durch  selbige  wird  der  Raum  in  zwei  Gebiete  zer- 
legt, entsprechend  der  Möglichkeit,  daß  die  Gleichung  (5)  drei  oder  eine 
reelle  Wurzel  für  ^2  ergeben  kann.  Wir  werden  diese  Gebiete  dement- 
sprechend mit  den  Ziffern  3  und  1  bezeichnen.  Von  den  Punkten  des 
Gebietes  3  aus  laufen  immer  drei  reelle  Oskulationsebenen  an  die  Kurve, 
von  den  Punkten  des  Gebietes  1  aus  nur  eine. 

Ich  wende  mich  nun  gleich  zu  den  Kriterien  für  die  Abzahlung  der 
reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung.  Dabei  werde  ich  gelegentlich 
etwas  ausholen  müssen,  insofern  diese  Kriterien  in  der  Mehrzahl  der  Lehr- 
bücher, wie  ich  schon  andeutete,  nur  unvollständig  mitgeteilt  werden.  Ich 
unterscheide  in  erster  Linie  zwischen  solchen  Kriterien,  welche  die  Gesamt- 
zahl der  reellen  Wurzeln  betreffen,  und  den  anderen,  die  sich  auf  die 
reellen  Wurzeln  in  einem  gegebenen  Intervalle  beziehen.  Andererseits 
trenne  ich  zwischen  genauen  Kriterien  und  solchen,  welche  nur  eine  Grenze 
der  Wurzelanzahl  geben  {approximierende  Kriterien). 

Um  hiernach  mit  den  genauen  Kriterien  zu  beginnen,  durch  welche  man 
die  Gesamtzahl  der  reellen  Wurzeln  bestimmt,  so  habe  ich  gleich  hier  von 
der  üblichen  Darstellung  der  Lehrbücher  abzuweichen.  Man  findet  in  den 
letzteren  übereinstimmend  das  Verfahren  von  Sturm  und  einen  mehr 
oder  minder  ausführlichen  Exkurs  über  diejenigen  Methoden,  welche  sich 
an  das  Trägheitsprinzip  der  quadratischen  Formen  schließen.  Dagegen 
fehlt  zumeist  jeder  Hinweis  auf  die  bestimmte  Ausgestaltung,  welche 
letztere  Methoden  durch  Her  mite  und  Sylvester  vermöge  Aufstellung 
jener  quadratischen  Form  von  [n  —  1)  Veränderlichen  gefunden  haben, 
welche  Sylvester  als  Becoutiante  bezeichnet'').  Und  doch  zweifle  ich 
nicht,  daß  erst  mit  der  Bezoutiante  der  Kernpunkt  der  ganzen  Frage- 
stellung getroffen  ist. 

Sei   wieder  f[z)  =  0  die   vorgelegte  Gleichung.    Wir  machen  der  Be- 

•^)  [Auf  meine  Veranlassung  hat  W.  Ludwig  nach  Vorarbeiten  von  E.  Lange 
ein  besonders  schönes  Fadenmodell  konstruiert,  welches  gleichfalls  im  Verlage  Martin 
Schilling  erschienen  ist.     K.] 

«)  Vgl.  Sylvester  in  den  „Philosophical  Transactions"  Bd.  143,  1853:  On 
the  syzygetic  relations  usw.  [=  Werke  I,  S.  429],  Hermite  in  Bd.  52  von  „Grelles 
Journal",   1856    [=  Werke  I,   S.  397].     Vgl.  übrigens  auch   ßaltzers  Determinanten. 
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quemlichkeit  halber  homogen,   indem  wir  z  durch  -^  ersetzen  und  mit  2" 

herauf  multiplizieren.  Solcherweise  entstehe  /"(^j,  ^"2)  =  0,  wo  wir  nun  die 
linke  Seite  kurzweg  mit  f  bezeichnen  werden.  Entsprechend  werde  f  ab- 
kürzenderweise  für  f{z[,z!^)  geschrieben,  unter  z[,  z!y  eine  zweite  Variabein- 
reihe verstanden.    Man  bilde  sich  jetzt  die  „Kombinante" : 

(7)  dzj_  '  dzj      dz.^z[ 

{z^zi-z^zi) 


Dieselbe  ist  linear  und  homogen  einerseits  in 

n-2       n-8  n-2 

andererseits  in 

'n-2       'n-^      '  'n-2 

Die  Bezoutiante 

(8)  B(t„t,,...,tn-i) 

entsteht  nun  einfach  aus  (7),  indem  man  die  genannten  aufeinander- 
folgenden Verbindungen  der  z^ ,  2.,  wie  der  z[ ,  z^  beide  bez.  durch  die 
{n  —  1)  Unbestimmten  t^^,  t.^^,  . . .,  tn-i  ersetzt.  Und  nun  handelt  es  sich 
nur  noch  darum,  die  „Trägheit"  der  so  gewonnenen  quadratischen  Form 
von  (w  —  1)  -Veränderlichen  zu  konstatieren,  d.  h.  zuzusehen,  wie  viele 
positive  bez.  negative  Vorzeichen  hervortreten,  wenn  man  es  unternimmt, 
die  Form  B  durch  reelle  lineare  Substitution  der  t^,  t.y,  . . .,  tn-i  in  ein 
Aggregat  bloßer  Quadrate  zu  verwandeln.  Die  Regel  wird  kurzweg  die, 
daß  /^=  0  genau  so  viele  Paare  imaginärer  Wurzeln  besitzt,  als  bei  der 
genannten  Reduktion  von  B  negative  Quadrate  auftreten.  Die  prinzipielle 
Einfachheit  dieser  Aussage  aber  ruht  darin,  daß  B  nicht  nur  von  den  t, 
sondern  auch  von  den  Koeffizienten  von  f  in  quadratischer  Weise  abhängt 
(so  daß  also  bei  unserer  geometrischen  Interpretation  B  =  0  eine  von  den 
Parametern  t^,  ..  .,  tn-i  abhängige  Schar  von  Flächen  zweiten  Grades  gibt). 
Für  die  quadratische  Gleichung  (3)  liefert  die  so  formulierte  Regel 
natürlich  nichts  Neues.  Gehen  wir  also  gleich  zur  kubischen  Gleichung  (5). 
Hier  wird  die  Bezoutiante: 

(9)  (A''  -  B)tl+  {AB  -  C)tJ,-^  {B''-  AC)tl 

ist  also  (wie  man  erwarten  konnte),  von  einem  negativen  Zahlenfaktor 
abgesehen,  mit  der  sog.  Hess  eschen  Form  von  f{z-^,z.-,)  identisch.  Wir 
werden  wünschen,  uns  im  geometrischen  Bild  darüber  klar  zu  werden, 
weshalb  die  „Trägheit"  von  (9)  in  der  angegebenen  Weise  mit  der 
Realität  der  Wurzeln  von  /'  =  0  zusammenhängt,  oder  wenigstens  weshalb 
f=0  drei  oder  eine  reelle  Wurzel  liefert ,  je  nachdem  die  Gleichung 

(10)  {A''  -  B)tl-\-  {AB  -  C)t,t,,-\-  {B''  -  AC)tl=  ^ 
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für  t^ :  t.,  null  oder  zwei  reelle  Wurzeln  ergibt.  Zu  dem  Zwecke  fragen 
wir  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichung  (10)  bei  stehenden 
t^,t.,   und   finden,    daß   dieselbe   den  Kegel    zweiten  Grades   vorstellt,    der 

sich   von   dem  Punkte  /  =  ^    der  Normkurve   nach   den    anderen  Punkten 

■2 

der  Normkurve  hin  erstreckt.    Unsere  kubische  Gleichung  soll  also  3  oder 

1  reelle  Wurzel  haben,  je  nachdem  durch  den  Raumpunkt  (^5 C),  0  oder 

2  reelle  Projektionskegel  dieser  Art  hindurchgehen.  Nun  haben  zwei  Kegel 
(10)  außer  der  Normkurve  dritter  Ordnung  selbst  immer  noch  die  Ver- 
bindungsgerade ihrer  Spitzen  gemein.  Sind  die  Kegel  reell,  so  ist  diese 
Gerade  ebenfalls  r^ell  und  damit  eine  eigentliche  Sekante  der  Normkurve, 
im  Gegensatz  zu  den  gleichfalls  reellen  aber  un eigentlichen  Sekanten, 
welche  unsere  Normkurve  je  in  zwei  konjugiert  imaginären  Punkten  treffen 
(^und  die  der  Schnitt  zweier  konjugiert  imaginärer  Kegel  (10)  sind).  Daher 
läßt  sich  der  an  Gleichung  (10)  anknüpfende  Satz  dahin  aussprechen: 

daß  die  Gleichung  f^-i)  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln  haben  ivird, 
je  nachdem  durch  den  Baumpunkt  {A,B,C)  eine  eigentliche  oder 
eine  uneigentliche  Sekante  der  Normkurve  dritter  Ordnung  geht. 
Und  in  dieser  Form  ist  der  Satz  den  Geometern  ohne  weiteres  einleuchtend. 
Denn  die  Normkurve  dritter  Ordnung  projiziert  sich  vom  Punkte  {A,  B,  C) 
aus  im  ersteren  Falle  als  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  mit  eigentlichem 
Doppelpunkte,  im  zweiten  Falle  als  solche  mit  isoliertem  Punkte,  und  es 
ist  wohlbekannt,  daß  eine  Kurve  der  ersteren  Art  nur  einen,  eine  Kurve 
der  zweiten  Art  drei  reelle  Wendepunkte  besitzt. 

Ich  habe  diese  Betrachtung  über  die  Kegel  zweiten  Grades,  welche 
von  den  Punkten  der  Normkurve  dritter  Ordnung  auslaufen.  Um  so  lieber 
gegeben,  als  ihre  Besprechung  ohnehin  unerläßlich  ist,  wenn  man  die  Zahl 
der  reellen  Wurzeln  von  ^=0  durch  die  sogenannte  Neivtonsche  Begel 
abschätzen  will.  Ich  denke  dabei  an  jenes  approximierende  Kriterium, 
welches  ursprünglich  in  Newtons  Arithmetica  universalis  (1707)  gegeben 
worden  ist,  aber  erst  1865  von  Sylvester  bewiesen  und  zugleich  nach 
verschiedenen  Richtungen  erweitert  wurde").  In  ihrer  einfachsten  Gestalt, 
die  wir  hier  allein  in  Betracht  ziehen,  lautet  diese  Regel  dahin: 

daß  unsere  Gleichung  ( 1 )  mindestens  so  viele  imaginäre  Wurzeln  be- 
sitzt, als  die  Beihe  der  quadratischen  Alisdrücke 

(11)  X^A""  ~  B,B^-  -  AC,...,N- 

Zeichenwechsel  darbietet. 


')  Vgl.  insbesondere  Transaetions  of  the  R.  Dublin  Academy,  t.  24  (1871),  sowie 
Philosophical  Magazine,  4  ser.,  t.  31  (1866).  [Vgl.  Sylvesters  Werke  Bd.  II,  S.  704 
u.U.  S.54'2.]  —  Auch  diese  Regel  fehlt  in  vielen  Lehrbüchern;  Ausführlicheres  darübergibt 
u.  a.  Petersen  in  seiner  „Theorie  der  algebraischen  Gleichungen"  (Kopenhagen  1878). 
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Im  Falle  der  Gleichungen  dritten  Grades  (5)  haben  wir  also  sicher  zwei 
imaginäre  Wurzeln;  wenn  von  den  beiden  Ausdrücken 

A^^-B,     B'-AC 
auch  nur  einer  negativ  ist.    Hier  bemerke  man  nun,  daß  nach  Gleichung  (10) 
(12)  ^'-5  =  0,     B'-AC=0 

die  Gleichungen   der  beiden  Projektionskegel   sind,   die  von  den  Punkten 

X  =  oo,  bez.  A  =  0 

der  Normkurve  dritter  Ordnui\g  nach  dieser  Kurve  hinlaufen.  Der  geo- 
metrische Sinn  des  Newtonschen  Kriteriums  ist  dementsprechend  der,  daß 
bei  der  Gleichung  dritten  Grades  sicher  zwei  imaginäre  Wurzeln  vorhanden 
sind,  sobald  der  Baumpunkt  {A,  B,C)  im  Innern  auch  nur  eines  der 
beiden  genannten  Kegel  liegt.  Die  geometrische  Anschauung  bestätigt 
nicht  nur,  sondern  vervollständigt  diese  Regel  und  bringt  sie  dadurch  mit 
dem  aus  der  Bezoutiante  abgeleiteten  Kriterium  in  klaren  Zusammenhang. 
Wir  wissen  bereits,  daß  keiner  der  Kegel  (10)  in  das  Raumstück  eindringt, 
welches  den  kubischen  Gleichungen  mit  drei  reellen  Wurzeln  entspricht; 
wir  fügen  jetzt  hinzu,  was  uns  ein  Blick  auf  die  Gestalt  der  Kurve  dritter 
Ordnung  lehrt,  daß  dieses  Raumstück  außerhalb  der  sämtlichen  Kegel  (10) 
liegt.  Wir  weissen  andererseits,  daß  das  Raumstück,  welches  den  kubischen 
Gleichungen  mit  nur  einer  reellen  Wurzel  entspricht,  von  den  reellen 
Kegeln  (10)  durchweg  zwiefach  ausgefüllt  wird,  und  hierin  liegt,  daß  jeder 
Punkt  {A,B,G)  im  Innern  dieses  Raumstückes  jedenfalls  auch  im  Innern 
einer  unendlichen  Zahl  von  Kegeln  (10)  liegt.  Wir  werden  also  folgenden 
genauen  Satz  aufstellen:  daß  die  kubische  Gleichung  dann  und  nur  dann 
zwei  imaginäre  Wurzeln  besitzt,  wenn  die  Bezoutiante  (10)  für  irgend- 
welche reelle  Werte  von  t^ ,  t.^  negativ  ivird.  Und  von  diesem  Satze  ist 
dann  die  New  ton  sehe  Regel  ein  bloßes  Korollar. 

So  viel  über  die  allgemeine  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln.  Wir 
wenden  uns  jetzt  zur  Abzahlung  der  Wurzeln  in  einem  Intervalle  von  x 
bis  y  {x<y).  Auch  hier  werde  ich  mich  auf  die  elementarsten  Erläute- 
rungen beschränken.  Insbesondere  will  ich  der  Kürze  halber  die  exakten 
Abzählungsmethoden  ganz  beiseite  lassen  und  unter  den  approximierenden 
Kriterien  nur  diejenigen  betrachten,  bei  denen  lineare  Funktionen  der 
Koeffizienten  zugrunde  liegen,  also  den  Cartesischen  Satz,  das  Theorem 
von  Budan-Fourier  usw.  Auch  mögen  jetzt  vor  allen  Dingen  die  qua- 
dratischen Gleichungen  (3)  herangezogen  werden,  insofern  bereits  bei  ihnen 
alles  Wesentliche  hervortritt;  über  die  kubischen  Gleichungen  gebe  ich  nur 
eine  kurze  Schlußbemerkung. 

Wir   hatten   bei   den  Gleichungen  zweiten  Grades  als  Normkurve  die 
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Parabel  der  Fig.  1.  Markieren  wir  auf  ihr  die  beiden  Punkte  X  =  x  und 
X  =  y  (wobei  für  x  <  y  der  Punkt  x  rechts  von  y  liegt)  und  unterscheiden 
dann  drei  Gebiete  der  Ebene,  je  nachdem  sich  vom  einzelnen  Punkte  (A,  B) 
aus  an  das  zwischen  x  und  y  verlaufende  Parabelstück  2  oder  1  oder  0 
Tangenten  legen  lassen,  so  entsteht  offenbar  die 
nebenstehende  Fig.  3,  welche  ich  kurzweg  als  die 
„richtige"  Figur  {x,  y)  bezeichnen  werde:  —  die 
Grenzen  der  dreierlei  bei  ihr  zu  unterscheidenden 
Gebiete  werden  teils  von  dem  genannten  Parabel- 
stücke selbst,  teils  von  den  beiden,  zu  den  Punkten 
X  und  y  gehörigeri  Parabeltangenten  gebildet.  — 
Lassen  wir  hier  y  insbesondere  ins  Unendliche 
rücken,   so   entschwindet  für  die   Anschauung  die 

ganze  zu  y  gehörige  Tangente  und  wir  haben  als  zugehörige  Gebietsein- 
teilung den  in  Fig.  4  vorgestellten  Fall;  wir  benennen  diese  Figur  als  die 
„richtige"  Figur  (a;,oc). 

Aufgabe  der  zu  diskutierenden  linearen  Kriterien  wird  es  nun  sein, 
diese  richtigen  Figuren  mit  möglichster  Annäherung  durch  solche  zu  er- 
setzen, hei  welchen  nur  gerade  Linien  zur  F eider ahgrenzung  gebraucht  werden. 

Von  dieser  Auffassung  ausgehend,  betrachten 
wir  zunächst  die  Cartesische  Zeichenregel.  Wir 
wollen  dieselbe  gleich  in  die  verallgemeinerte  Form 
setzen,  in  der  sie  die  reellen  Wurzeln  von  f(z)  =  0 
abzuschätzen  gestattet,  die  größer  als  ein  beliebiges 
vorgegebenes  x  sind.  Es  handelt  sich  da  um  die 
Funktionsreihe : 

(13)  f[x),     /•»,     f'\x) 


Fig.  4. 


und  die  Regel  behauptet,  daß  f{z)  =  0  höchstens  so  viele  reelle  Wurzeln 
>  x  besitzt,  als  Zeichenicechsel  in  dieser  Funktionsreihe  vorhanden  sind, 
und  daß  die  richtige  Zahl  der  Wurzeln  von  der  durch  die  Zeichenwechsel 
gegebenen  Zahl  immer  nur  um  ein  Multiplum  von  2  verschieden  sein  kann. 
Zwecks  Übersetzung  der  Regel  in  die  geometrische  Anschauung  werden  wir 
vor  allen  Dingen  die  drei  geraden  Linien  konstruieren,  welche  in  der 
Ebene  (A,  B)  durch  Nullsetzen  der  drei  Ausdrücke  f{x),  f  (x),  f  (x)  vor- 
gestellt werden.  Hier  gibt  f\x)  =  0  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
kommt  also  für  die  Zeichnung  in  Wegfall,  f  (x)  ^  0  gibt  die  vertikale 
Linie  A  =  —  x,  d.  h.  den  durch  den  Punkt  x  der  Parabel  laufenden  Durch- 
messer derselben.  Endlich  f{x)  =^  0,  wie  wir  von  früher  wissen,  die  zum 
Punkte  X  gehörige  Parabeltangente.  Ein  jedes  der  von  den  genannten  Ge- 
raden   umgrenzten   Gebiete    der   Ebene    bietet    bestimmte  Vorzeichen    von 
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f(x),  f{x),  f\x)  dar.  Nun  kommt  es  uns  aber  nicht  auf  diese  Vor- 
zeichen, sondern  nur  auf  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  an,  welche  die  Reihe 
f{x)^  f{x),  f\x)  darbietet.  Wir  markieren  dieselbe  für  die  verschiedenen 
Teile  der  Ebene  und  erhalten  so  schließlich  die  folgende  Fig.  5,  welche  ich 
die  „Cartesische  Figur"  {x,  oc)  nennen  darf. 

Wir  verstehen  die  Cartesische  Regel  in  geometrischer 
Form,  indem  wir  diese  neue  Figur  mit  Fig.  4  [der  „richtigen" 
Figur  [x,  oü)]  vergleichen.  Und  dabei  bestätigen  wir  nicht 
nur  die  Cartesische  Regel,  sondern  erkennen  auch  ihre  Vor- 
züglichkeit. In  der  Tat  sieht  man,  daß  man  die  .^richtige'' 
Figur  vermöge  einer  geradlinigen  F eider einteilung,  an  der 
(unter  Einrechnung  der  unendlich  fernen  Geraden)  drei 
gerade  Linien  partizipieren,  in  der  durch  den  Cartesischen 
Satz  vorgesehenen  Weise  unmöglich  hesser  approximieren 
kann,  als  dies  durch  die  Cartesische  Figur  geschieht. 

Wir  erläutern  ferner,  in  gleichem  Sinne,  den  Budan-F ourierschen 
Satz.  Es  handelt  sich  bei  demselben  allgemein  um  die  Zahl  der  reellen 
Wurzeln  von  f[z)  =  0,  welche  zwischen  zwei  beliebig  vorgegebenen  Grenzen, 
X  und  y  [x  <  y)  liegen.    Man  bildet  die  beiden  Funktionsreihen: 

if{x),   f{x),  f\x)     und 
^  f{y),  f{y),  f\y), 


Fig.  5. 


14) 


l 


Reihe. 


bestimmt  zuerst  die  Zahl  V {x)  der  Zeichenwechsel,  welche  die  erstere 
Reihe  darbietet,  ferner  die  Zahl  V  {y)  der  Zeichenwechsel  der  zweiten 
und  hat  dann  in  V { x)  ~  V {y)  eine  Zahl,  welche  von  der  Zahl 
der  zwischen  x  und  y  gelegenen  reellen  Wurzeln 
von  f{z)  =  0  höchstens  um  ein  positives  Viel- 
faches von  2  abweicht.  Wieder  übersetzen  wir  diese 
Regel  in  eine  geometrische  Figur.  Indem  wir  ganz 
ähnlich  verfahren,  wie  vorhin,  ergibt  sich  die  fol- 
gende Feldereinteilung  (Fig.  6). 

Ein  Vergleich  mit  Fig.  3  bestätigt  darauf  die 
Richtigkeit  des  Budan-F  ourierschen  Satzes:  über- 
all da,  wo  Fig.  3  und  Fig.  6  den  Punkten  der  Ebene 
verschiedene  Zahlen  beilegen,  ist  die  Zahl  der  Fig.  6 
um  ein  positives  Vielfaches  von  2  größer.  Aber  wir  fragen  angesichts 
unserer  Figuren  nicht  nur  nach  der  Richtigkeit,  sondern  auch  nach  der 
Zweckmäßigkeit  des  Budan-Fourier sehen  Satzes.  Und  da  kommen  wir 
zu  einem  Resultate,  welches  bei  einem  so  elementaren  Gegenstande  über- 
raschen muß  und  eben  darum  geeignet  sein  dürfte,  die  geometrische  Be- 
trachtungsweise,  für   die  wir  hier   eintreten,    nicht  nur  als  eine  beiläufige 
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Erläuterung,  sondern  als  eine  notwendige  Ergänzung  der  gewöhnlich  ge- 
gebenen Entwicklungen  erscheinen  zu  lassen:  Fig.  6  mit  ihren,  vier  ver- 
schiedenen geraden  Linien  angehörigen  Begrenzungs&tücken  ist  als  An- 
näherung an  Fig.  3  keineswegs  besonders  zweckmäßig  gewählt,  man  kann 
der  Fig.  3  mit  einer  nur  aus  drei  geraden  Linien  gebildeten  Figur  viel 
näher  kommen.  Man  hat  einfach  eine  Figur  zu  zeichnen,  welche  man  als 
projektive  Verallgemeinerung  der  Cartesischen  Figur  betrachten  kann  (so- 
fern man  bei  letzterer  die  unendlich  ferne  Gerade  mitzählen  will),  d.  h. 
die  nachstehende  Figur,  welche  neben  den  Tangenten  der  beiden  Parabel- 
punkte X,  y  das  geradlinige  Verbindungsstück  xy  enthält.  Will  man  das 
analytische  Kriterium  aufstellen,  welches  dieser  Figur  entspricht,  so  ist  es 
bequem,    wieder   homogen   zu   machen,    also    statt   f\z)   die    binäre   Form 


Fig.  7. 

f\z^,z^)  und  statt  x  und  y  die  Variabeinpaare  x^,  x^  und  y^,  y^  einzu- 
führen. Ich  setze  außerdem  symbolisch  f{z^^,  z.-^)  =  a^.  Bei  Fig.  7  handelt 
es  sich  dann  einfach  um  die  Zeichemvechsel  der  Funktionsreihe: 

(15)  a;,  a^a^,  a;. 

Es  ist  kaum  nötig,  daß  ich  beim  Beweise  dieser  Behauptung  oder  der 
damit  aufgestellten  Regel  für  die  Abzahlung  der  Wurzeln  im  Intervall  x  ..  .y 
verweile.  Es  handelt  sich  einfach  darum,  in  die  Gleichung  /'(z^,  2;.^)  =  0 
x^^  Xy^  für  z^,  ^2  +  ^2/2  ^^^  ^-2  ^^  substitutieren  und  nun  für  die  so  ent- 
stehende Gleichung  in  l  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  durch  das  Cartesische 
Theorem  festzulegen,  bzw.  zu  umgrenzen.  Das  ist  so  einfach,  daß  es 
wundernehmen  müßte,  wenn  dieser  Ansatz  nicht  schon  in  früherer  Zeit 
bemerkt  sein  sollte.  Und  in  der  Tat  findet  sich  derselbe  beispielsweise  bei 
Jacobi  in  Grelles  Journal,  Bd.  13  (1885)  (Observatiunculae  ad  theoriam 
aequationum  pertinentes).  Nur  fügt  Jacobi  merkwürdigerweise  hinzu: 
regula  a  clarissimo  Fourier  proposita  multis  nominibus  praestat. 

Es  erübrigt  nur  noch,  daß  ich  angebe,  wie  man  bei  der  Normkurve 
dritten  Grades  diejenige  räumliche  Figur  konstruiert,  welche  man  als  Ver- 
allgemeinerung der  ebenen  Fig.  7  zu  betrachten  hat.    Bezeichnet  man  die 
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gegebene  kubische  Gleichung  symbolisch  mit  af  =  0,  so  handelt  es  sich 
zumal  um  die  geometrische  Definition  der  Ebenen 

(16)  <  =  0,   a>^=0,   aX;=0,   «„'=0. 

Diese  ist  natürlich  äußerst  einfach.  Die  drei  Schnittpunkte,  welche  die 
einzelne  dieser  Ebenen  mit  der  Normkurve  gemein  hat,  fallen  alle  nach 
X  oder  y;  die  folgende  Tabelle  gibt  die  Multiplizitäten,  mit  der  x  und  y 
als  Schnittpunkte  zählen,  genauer  an: 


X  j   y 

K 

3 

0 

K% 

2 

1 

^y;  1 1 

2 

al         ;    0    1    3  1 

In  dieser  Tabelle  tritt  das  einfache  Gesetz,  welches  für  n  =  2  in  Fig.  7 
befolgt  ist,  in  einer  für  alle  n  erkennbaren  Form  hervor.  —  Wir  sollten 
jetzt  ferner  eine  genaue  Beschreibung  der  verschiedenen  Stücke  geben,  in 
welche  der  Raum  entsprechend  der  Zahl  der  bei  den  Funktionen  (16) 
auftretenden  Zeichenwechsel  durch  unsere  Ebenen  zerlegt  wird.  Daran 
würde  sich  dann .  der  Vergleich  mit  denjenigen  Raum einteilungen  schließen, 
die  als  Analoga  der  ebenen  Fig.  3,  4,  5  und  6  anzusehen  sind.  Hier  ist 
offenbar  ohne  geeignete  Modelle  nicht  durchzukommen.  Es  wird  sehr 
dankenswert  sein,  wenn  jemand  die  Herstellung  solcher  Modelle  in  die 
Hand  nehmen  wollte. 

Göttingen,  den  9.  Juni  1892. 


[Der  voifetehende  kleine  Aufsatz,  der  inhaltlich  aus  dem  Rahmen  der  hier  zu- 
sammengestellten Arbeiten  einigermaßen  herausfällt,  ist  aus  einer  Vorlesung  über 
Algebra,  die  ich  im  Winter  1891/92  hielt,  entstanden.    K.] 


XLIV.  Über  eine  geometrische  Auffassung  der 
gewöhnlichen  Kettenbruchentwicklung/ ) 

Nachrichten  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften   zu  Göttingen.    Mathematisch- 
physikalische Klasse   (1895).    Heft  3.     Vorgelegt  in   der  Sitzung  vom  19.  Okt.  1895.] 


Sei  CO  eine  reelle  Größe,  die  ich  der  Einfachheit  halber  als  irrational 
voraussetzen    will;    sei    ferner    in    gewöhnlicher    Kettenbruchentwicklung : 

1 


^^  +  -+i+.. 


Die   sukzessiven  Näherungswerte   nenne  ich  —  ,  —,...,  wobei  die  p,q  als 

teilerfremde  Zahlen  definiert  sein  sollen,  die  man  einzeln  noch  beliebig 
mit  dem  4  oder  —  Zeichen  ausstatten  kann.  Ich  lege  nunmehr  ein  ge- 
wöhnliches X-Y-  Koordinatensystem  zugrunde,  konstruiere  das  zugehörige 
Gitter  der  ganzzahligen  Punkte,  und  suche  unter  ihnen  diejenigen,  für 
welche  x,y  =  p„,qr  ist.  Man  weiß,  daß  diese  „Näherungspunkte"  ab- 
wechselnd   auf    der    rechten    und    linken   Seite   der  geraden  Linie  -   =  w 

liegen.  Es  ist  aber  überhaupt  leicht,  wie  ich  gefunden  habe,  für  dieselben 
eine  kurze  geometrische  Definition  aufzustellen.  Ich  will  hier  nur  den  einen 
der  beiden  Quadranten  unseres  Koordinatensystems  ins  Auge  fassen, 
welche  von  der  geraden  Linie  co  durchzogen  werden.  Derselbe  wird  durch 
die  Gerade  (o  in  zwei  Sektoren  zerlegt,  deren  einer  an  die  X-Achse,  deren 
anderer  an  die  Y-Achse  angrenzt;  ich  will  kurzweg  von  einem  X- Sektor 
und  einem  F- Sektor  sprechen.  Jetzt  betrachte  man  die  ganzzahligen  Punkte 
des  einzelnen  so  gewonnenen  Sektors.  Ersichtlich  kann  man  dieselben 
durch  ein  geradliniges  Polygon  umgrenzen,  etwa  indem  man  sich  die  ganz- 
zahligen Punkte  durch  kleine  Stifte  markiert  denkt  und  um  das  Ganze 
einen  Faden  schlingt.  Die  Punkte  p^,  q^\  p.^,  q.^;  ...  sind  nun  nichts 
anderes  als  die  Eckpunkte  des  zum   Y- Sektor  gehörigen  Umrißpolygons; 


^)   [Vgl.  auch   meinen   Vortrag   vor  der  Naturforscherversammlung    in    Lübeck, 
Sept.  1895.    (Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.    Bd.  4.)     K.] 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  14 
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die  Punkte  p.^q^',  p^^q^--  gehören  entsprechend  zum  X- Sektor. 
einzelne  Seite  des  ümrißpolygons,  sagen  wir  etwa,  um  beim  F- Sektor  zu 
bleiben,  die  Seite  von  (piv-i,  q2v-\)  bis  (pov+i,  q>y+i),  kann  dabei  mög- 
licherweise selbst  noch  Gitterpunkte  tragen.  Die  Anzahl  der  Stücke,  in 
welche  sie  durch  dieselben  zerlegt  sind,  ist  gerade  ^U2v;  dieses  ist  die  ein- 
fache Deutung  der  bei  der  Kettenhruchentwicklung  auftretenden  Teilnenner. 

Auf  Grund  der  hiermit  gegebenen  Deutung  kann  man  nun  sämtliche 
Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Kettenbruchentwicklung  und  der  sich  an 
dieselben  anschließenden  analytischen  Verfahrungsweisen  geometrisch  ohne 
weiteres  einsehen. 

Ich  gebe  hier  in  dieser  Hinsicht  einige  Erläuterungen  über  binäre 
quadratische  indefinite  Formen.  Es  sei  f  =  ax^-^  -^  bxy  -\-  cy-  eine  solche 
Form,  deren  Diskriminante  b^  —  4ac  keine  Quadratzahl  ist.  Dann  gibt 
f=0  zwei  reelle  irrationale  Werte   von  —  ,    die  ich  mit  co'  und  co"  be- 

zeichne.  Ich  ziehe  in  unserem  Koordinatensysteme  die  betreffenden  beiden 
geraden  Linien  und  konstruiere,  was  ich  die  zugehörigen  natürlichen 
Umrißpolygone  nenne,  nämlich  die  Umrißpolygone  derjenigen  ganzzahligen 
Punkte,  welche  in  die  einzelnen  von  co'  und  co"  umgrenzten  Sektoren 
eingeschlossen  sind.  Das  einzelne  solche  Polygon  mag  nach  seinem  Ge- 
samtverlaufe mit  einem  vollen  Hyperbelast  verglichen  werden  (welcher 
sich  nach  zwei  Seiten  ins  Unendliche  erstreckt).  Man  kann  nun  geradezu 
sagen,  daß  die  von  Lagrange  undGauß  herrührende  Theorie  der  Formen  t 
eine  Betrachtung  dieser  Polygone  ist,  und  wird  finden,  daß  die  Theorie 
durch  explizite  Einführung  der  Polygone  noch  verschiedentlich  vereinfacht 
werden  kann.  Dabei  ist  nützlich,  in  Anlehnung  an  Cayleys  projektive 
Maßbestimmung  den  Ausdruck  Vf  geradezu  als  „AbBtand"  des  Punktes  x,  y 
vom  Koordinatenanfangspunkt  zu  bezeichnen  und  von  zugehörigen  „Bewe- 
gungen" zu  sprechen^).  Ich  verfolge  das  hier  nicht  weiter,  sondern  gedenke 
nur  noch  der  Rolle,  welche  in  dieser  Theorie  die  Kettenbruchentwicklung  der 
Wurzeln  w\ü)"  spielt.  Dieselbe  kommt  darauf  zurück,  daß  die  von  den 
Koordinatenachsen  abhängigen  Umrißpolygone ,  welche  aus  der  Ketten- 
bruchentwicklung entspringen,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Seiten 
notwendigerweise  in  die  vorerwähnten  „natürlichen"  Umrißpolygone  ein- 
münden. 

Soweit  gibt  unser  Ansatz  nur  erst  eine  geometrische  Interpretation 
öder  auch  eine  Vereinfachung  bekannter  Betrachtungsweisen.  Das  Schöne 
aber  ist,    daß  er  sich  auf  höhere,    noch   nicht  in  dieser  Weise  behandelte 


2)  [Hierauf  habe  ich  schon  in  den  Göttinger  Nachrichten  von  1893  in  der  Note 
„Über  die  Komposition  der  binären  quadratischen  Formen',  welche  in  Bd.  3  dieser 
Gesamtausgabe  abgedruckt  werden  soll,  hingewiesen.     K.j 
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Fälle  überträgt.  Ich  will  hier  beispielsweise  zwei  Arten  ternärer  Formen 
heranziehen.  Sei  f{xyz)  eine  indefinite  quadratische  Form,  F{xyz)  aber 
eine  kubische  Form,  welche  sich  in  drei  reelle  Linearfaktoren  spalten  läßt. 
Ich  konstruiere  mir  im  gewöhnlichen  Koordinatensystem  xyz  den  Kegel 
/*  =  0  und  das  Ebenentripel  F  =  0  und  betrachte  nun  sämtliche  ganz- 
zahlige Punkte,  welche  entweder  von  der  einen  Hälfte  des  Kegels  f=0 
umschlossen  sind  oder  in  einem  der  durch  F  =  0  gebildeten  Oktanten 
liegen.  Ersichtlich  kann  man  zu  diesen  ganzzahligen  Punkten  jeweils  ein 
ebenflächiges  Umrißpolyeder  konstruieren.  Die  Betrachtung  dieses  Umriß- 
polyeders gibt  eine  neue  einfache  Theorie  der  Formen  f  und  F. 


Auf  den  Inhalt  der  vorstehenden  Notiz  wird  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  gelegentlich 
des  Referates  über  meine  zahlentheoretische  Vorlesung  von  1895/96  zurückzukommen 
sein.  —  Hinsichtlich  der  Formen  f  und  F  hatte  ich  zunächst  an  das  Reduktions- 
und Äquivalenzproblem  gedacht.  Die  sonach  in  Aussicht  genommenen  Untersuchungen 
scheinen  noch  von  niemand  aufgenommen  zu  sein.    K.: 


14' 


Vorbeiiierkuiigen  zu  den  erkenntiiistheoretischen 
Abhaiulliiiigen  XLV— XLIX. 


Die  folgenden  Aufsätze,  die  dem  Grenzgebiet  von  Geometrie  und  Erkenntnis- 
theorie angehören,  sind  hier  (bis  auf  die  wenigen,  äußerlich  durch  eckige  Klammern 
gekennzeichneten  Zusätze)  genau  so  abgedruckt,  wie  ich  sie  s.  Z,  veröffentlicht 
habe.  Es  würde  ja  mit  Rücksicht  auf  die  Entwicklung,  welche  die  Wissenschaft 
seitdem  genommen  hat,  vielerlei  hinzugefügt  werden  können,  vielleicht  auch  einiges 
zu  ändern  sein.  Ich  will  hier  aber  nur  noch  einige  Worte  über  die  einschlägige,  schon 
oben  genannte  Vorlesung  vom  Sommer  1901  ^.Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung  auf  Geometrie,  eine  Revision  der  Prinzipien^'  sagen,  welche  Conrad 
Müller  damals  ausgearbeitet  hat^).  Insbesondere  handelt  es  sich  dort  darum,  das 
praktische  Zeichnen  und  Messen  mit  dem  Verfahren  der  abstrakten  Geometrie  in  Ver- 
gleich zu  bringen.  Ich  verlangte  u.  a.  für  das  Zeichnen  eine  ähnliche  Fehlertheorie, 
wie  man  sie  seit  Gauß  bei  allen  exakten  Messungen  verwendet.  Nach  der  anderen 
Seite  gab  ich  Figuren,  welche  das  Zustandekommen  z.  B.  der  Weierstraßschen  nicht- 
differentiierbaren  Funktion  oder  der  in  Abh.  XLVI  (S.  227)  genannten  in  der  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  vorkommenden  nichtanalytischen  Kurven  dem  Verständnis 
näherbringen  dürften.  In  beiderlei  Hinsicht  hat  bereits  früher  Christian  Wiener 
bemerkenswerte  Ansätze  gemacht,  deren  weiterer  Ausbau  mir  wesentlich  scheint.  Überall 
wird  der  Gesichtspunkt  hervorgekehrt,  daß  es  nicht  eigentlich  die  Lehre  von  den 
Gleichungen  ist  (die  Präzisionsmathematik,  wie  ich  sie  nenne),  welche  als  theoretische 
Grundlage  der  praktischen  Anwendungen  in  Betracht  kommt,  sondern  die  Lehre  von 
den  Ungleichungen,  die  Äpproximationsmathematik.  Hiermit  wird  die  Brücke  von 
der  reinen  zur  angewandten  Mathematik  geschlagen.  Mir  hat  gelegentlich  ein  hervor- 
ragender Physiker  gesagt,  daß  ihm  mit  diesen  Erläuterungen  eine  förmliche  Last  von 
der  Seele  genommen  sei. 

„Approximationsmathematik",  wie  ich  sie  bei  diesen  Auseinandersetzungen  ver- 
stehe, ist,  wohlverstanden,  eine  ganz  strenge  und  sogar  besonders  schwierige  Disziplin, 
nicht  etwa  approximative  Mathematik.  Immer  wird  es  zur  vollen  Klarstellung  der 
Sachlage  nützlich  sein,  an  dieser  Stelle  zu  bemerken,  daß  sich  der  Praktiker  in  den 
meisten  Fällen  mit  der  letzteren  begnügt.  Ich  erläutere  dieses  am  liebsten  an  dem- 
jenigen Zweige  der  angewandten  Mathematik,  der  die  äußersten  Anforderungen  an 
numerische  Genauigkeit  stellt,  der  rechnenden  Astronomie.  Die  Fachastronomen 
haben  nicht  die  Zeit  und  vielfach  auch  nicht  die  theoretischen  Mittel,  die  Zuverlässig- 
keit ihrer  Resultate  in  mathematisch  bestimmte  Grenzen  einzuschließen,  sondern  sie 
begnügen  sich  damit,  ihre  Rechnungen  jeweils  da  abzubrechen,  wo  sie  nach  ihrer 
durch  Erfahrung  verschärften  Empfindung  die  hinreichende  Genauigkeit  erreicht  zu 
haben  glauben.     Unendliche  Reihen  z.  B.  werden,  ohne  Abschätzung  des  Restgliedes, 

^)  Diese  Ausarbeitung  ist  1902  in  autographierter  Form  bei  B.  G.  Teubner  er- 
schienen: zweiter  Abdruck  1907. 
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da  abgebrochen,  wo  die  einzelnen  Glieder  hinreichend  klein  geworden  sind  ( oder  auch 
nur  hinreichend  klein  geworden  zu  sein  scheinen).  Das  theoretisch  Unzureichende 
eines  solchen  Verfahrens  hat  u.  a.  um  1890  herum  H.  Poincare  in  seiner  M^canique 
Celeste  vielfach  gekennzeichnet.  Andrerseits  belehrt  uns  die  Geschichte,  daß  Irrtümer 
in  der  Tat  vorgekommen  sind,  daß  aber  im  großen  und  ganzen  die  Vorausberech- 
nungen der  Astronomen  die  Probe  der  Erfahrung  durchaus  bestanden  haben.  Ich 
empfehle  dieses  Sachverhältnis  dem  immer  wiederholten  Nachdenken  der  Mathematiker. 
Es  bleibt  eine  für  alle  Erkenntnistheorie  höchst  beachtenswerte  Tatsache,  daß  man  in 
praxi  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  instinktiv  ausreichende  Genauigkeit  erreicht,  wo  man 
von  dem  theoretischen  Hintergrunde  einer  exakten  Approximationsmathematik  noch 
weit  entfernt  bleibt. 

Ein  anderer  sehr  merkwürdiger  Umstand,  von  dem  ich  in  meinen  Arbeiten  zur 
anschaulichen  Geometrie,  aber  auch  weiterhin  in  der  Funktionentheorie  usw.  mannig- 
fachen Gebrauch  gemacht  habe,  ist  der,  daß  die  geometrisch  physikalische  An- 
schauung, ungenau,  wie  sie  ist,  dennoch  vielfach  zu  richtigen  Theoremen  der  Präzisions- 
mathematik hinleitet.  Ich  knüpfe  hier  nur  an  das  Beispiel  an,  über  welches  ich  mich 
auch  in  meiner  autographierten  Vorlesung  verbreite,  ich  meine  die  Relation  zwischen 
den  reellen  Singularitäten  einer  ebenen  algebraischen  Kurve,  von  der  in  Abh.  XXXVII 
gehandelt  ist.  Es  ist  ganz  klar,  daß  ein  strenger  Beweis  nur  geführt  werden  kann, 
wenn  man  neben  den  geometrischen  Axiomen  irgendeine  zureichende  Definition 
der  Kurven,  welche  algebraisch  genannt  werden,  heranzieht  —  am  einfachsten  also, 
wenn  man  sich  kurz  entschlossen  auf  den  Boden  der  abstrakten  analytischen  Geometrie 
stellt.  Ein  solcher  Beweis  läßt  sich  auch  durchführen;  es  genüge  hier  in  diesem  Be- 
tracht, auf  die  schon  genannte  Arbeit  von  Brill  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  16  zu 
verweisen.  Trotzdem  hat  das  empirische  Zeichnen  von  Kurvenformen  mit  unbestimmter 
Anlehnung  an  die  analytischen  Beziehungen  zur  Auffindung  der  Relation  und  ihrer  we- 
sentlichen Beweisgründe  geführt.  Ich  empfehle  diese  Tatsache,  neben  vielen  ähnlichen, 
die  in  der  Geschichte  der  Mathematik  bekannt  genug  sind,  der  Aufmerksamkeit  aller 
derjenigen,  die  sich  für  das  Zustandekommen  mathematischer  Einsichten  interessieren.  K. 


XLV.  Über  den  allgemeinen  Funktionsbegriff  und  dessen 
Darstellung  durch  eine  willkürliche  Kurve  ^). 

[Sitzungsberichte  der  physikalisch-medizinischen  Sozietät  zu  Erlangen  vom 
8.  Dezember  1873,  abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  22  (1883).] 


Der  allgemeine  Funktionsbegriff  ist  historisch  aus  der  analytischen 
Geometrie  (resp.  aus  der  Mechanik  und  überhaupt  der  mathematischen 
Physik)  erwachsen;  aber  es  besteht  kein  Zweifel,  daß  er,  um  völlig  korrekt 
zu  sein,  von  jedem  anschauungsmäßigen  Gebiete  abgelöst  und  auf  rein 
arithmetische  Grundlage  gestellt  werden  muß.  Ich  glaube,  daß  dies  seit- 
her, auch  nach  Dirichlets  strenger  Definition  einer  Funktion,  noch  nicht 
in  hinreichendem  Maße  geschehen  ist^),  so  sehr  das  Bedürfnis  dazu  in  all- 
gemeinen mathematischen  Kreisen  empfunden  wird.  Und  eben  hierin 
scheint  der  Grund  für  die  Schwierigkeiten  zu  liegen,  die  in  so  manchen 
Sätzen  über  willkürliche  Funktionen  gefunden  werden,  wie  z.  B.  in  dem, 
daß  es  stetige  Funktionen  ohne  Differentialquotienten  gibt. 

Demgegenüber  denke  ich  im  folgenden  den  rein  arithmetischen  Cha- 
rakter des  Funktionsbegriffes  deutlich  zu  bezeichnen  (§  1,  2).  Ich  gehe 
sodann  dazu  über,  die  [anschauliche]  Vorstellung  der  willkürlichen  Kurve 
zu  analysieren  (§  3,  4)  und  finde,  daß  sie  den  aus  ihr  folgenden  Eigenschaften 
nach  nicht  sowohl  dem  Funktionsbegriffe  als  einem  verwandten  analytischen 
Begriffe,  dem  des  Funktionsstreifens,  wie  ich  ihn  nenne,  entspricht  (§5,  6). 
Den  inneren  Grund  dafür  erblicke  ich,  ganz  allgemein  gesagt,  in  der  Un- 


^)  [Im  Zusammenhange  mit  dem  im  Texte  wiederabgedruckten  Aufsatze  ver- 
weise ich  auf  die  beiden  im  vorigen  Jahre  erschienenen  Lehrbücher  von  Herrn  Pasch: 
„Vorlesungen  über  neuere  Geometrie",  und:  „Einleitung  in  die  Differential-  und 
Integralrechnung",  (Leipzig,  B.  G.  Teubner).  Es  ist  meine  Ansicht,  daß,  ähnhch  wie 
im  Texte,  in  jedem  Lehrbuche  der  Differential-  und  Integralrechnung  der  Unterschied 
zwischen  der  unmittelbaren  (physikalischen)  Anschauung,  und  der  abstrakten,  mathe- 
matischen Auffassung  zur  Sprache  gebracht  werden  sollte.  (Zusatz  beim  Wieder- 
abdruck in  Math.  Annalen,  Bd.  22,  1883.)] 

-)  Wenigstens  gelangte  eine  solche  Auffassung  noch  nicht  zur  Darstellung.  Ich 
kann  aber  nicht  zweifeln,  daß  sich  mancher  Mathematiker  dieselben  Überlegungen 
mehr  oder  minder  deutlich  gebildet  hat,   wie  sie  im  Texte  entwickelt  werden  sollen. 
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genauigkeit  unserer  räumlichen  Anschauung  (§3).  Ich  bin  mir  freilich 
bewußt,  daß  ich  mit  diesem  Versuche  einer  Begründung  aus  dem  rein 
mathematischen  Gebiete  hinaustrete  und  psychologische  Probleme  berühre, 
über  die  etwas  Kichtiges  auszusagen  außerordentlich  schwierig  ist.  Aber 
einmal  stehe  ich  mit  der  bez.  Auffassung  der  Raumanschauung  nicht  allein 
(vgl.  §  3);  andererseits  empfiehlt  sie  sich  durch  ihren  Erfolg:  die  ganze 
Reihe  von  Mißlichkeiten,  welche  die  gewöhnliche  Auffassung  mit  sich  führt 
(§  4),  erledigt  sich  ohne  weiteres.  In  §  7  endlich  gebe  ich  noch  einige 
Sätze  über  den  Gebrauch  von  Reihen  zur  Darstellung  willkürlicher  Kurven. 


§  1- 
Rein  arithmetische  Definition  und  Erzeugung  einer  Funktion. 

Bei  der  Definition  dessen,  was  Funktion  zu  nennen  ist,  wird  man 
immer  von  einer  reellen  Größe  x  als  unabhängiger  Variabein  ausgehen, 
die  im  folgenden  insbesondere  so  gedacht  sein  soll,  daß  sie  nicht  nur  alle 
rationalen,  sondern  auch  alle  irrationalen  Werte  annehmen  kann^). 

Eine  andere  Größe  y  heißt  eine  (eindeutige)  Funktion  von  x  inner- 
halb eines  Intervalls*),  ivenn  zu  jedem  Werte  von  x  innerhalb  des  Inter- 
valls ein  bestimmter  Wert  von  y  gehört.  Dies  ist  Dirichlets  bekannte 
Definition;  aber  man  wird  die  weitere  Frage  aufwerfen,  wie  man  eine 
solche  Funktion  herzustellen  hat?  Indem  die  Betrachtung  der  anschauungs- 
mäßigen Gebiete,  welche  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  hier  von  Be- 
lang sind,  zunächst  völlig  beiseite  gelassen  werden  soll,  stellen  wir  fol- 
genden Satz  als  Ausgangspunkt  voran: 

Es  kann  nie  eine  unendliche,  sondern  immer  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Dingen  als  willkürlich  gegeben  vorausgesetzt  werden^). 

Dementsprechend  kann  eine  Funktion  nie  für  die  unendlich  vielen 
Werte  des  Argumentes,  für  die  sie  hergestellt  werden  soll,  willkürlich  ge- 
geben sein,  sondern  sie  muß  aus  einer  endlichen  Zahl  gegebener  Elemente 


^)  Der  rein  arithmetische  Begriff  der  Irrationalzahl  ist  in  neuerer  Zeit  von 
mehreren  Seiten  her  scharf  als  solcher  entwickelt  worden,  was  hier  angeführt  sei, 
weil  diese  Schriften  ihrer  Tendenz  nach  mit  dem,  was  in  §  1,  2  des  Textes  ausein- 
andergesetzt werden  soll,  übereinstimmen.  Es  sind:  Dedekind,  Stetigkeit  und 
irrationale  Zahlen,  Braunschweig  1872;  Heine,  Die  Elemente  der  Funktionenlehre, 
Grelles  Journal,  Bd.  74  (1871/72);  Cantor,  Über  die  Ausdehnung  eines  Satzes  aus 
der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen,  Math.  Annalen,  Bd.  5  (1872/73). 

■*)  An  und  für  sich  steht  nichts  im  Wege,  von  Funktionen  zu  sprechen,  die 
innerhalb  verschiedener  Intervalle  oder  auch  nur  für  einzelne  Werte  von  x  existieren. 
Aber  die  hierin  liegende  größere  Allgemeinheit  würde  für  die  Betrachtungen  des 
Textes  ohne  Bedeutung  sein,  so  daß  es  nicht  nötig  scheint,  sie  explizite  einzuführen. 

^)  Ich  habe  diesen  Satz  am  schärfsten  ausgesprochen  und  durchgeführt  gefunden 
in  Dührings  „Natürlicher  Dialektik"  (Berlin  1865). 
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vermöge  eines  bestimmtzn  Gesetzes  für  jeden  Wert  ihres  Argumentes  be- 
rechnet werden  können. 

Es  soll  das  nicht  mißverstanden  werden.  Wenn  die  Funktion  nach 
gewöhnlicher  Ausdrucksweise  in  verschiedenen  Intervallen  oder  auch  für 
einzelne  Werte  des  Argumentes  verschiedenen  Gesetzen  genügt,  so  be- 
zeichnen wir  deren  Inbegriff  eben  als  ein  Gesetz. 

In  diesem  Gesetze  und  der  in  ihm  liegenden  Möglichkeit  der  Be- 
rechnung ist  dann  das  Wessn  der  Funktion  zu  erblicken.  Die  Funktion 
ist  dementsprechend  nicht  als  fertig  existierend  vorzustellen,  wie  dies  in 
Anlehnung  an  die  räumliche  Anschauung  wohl  nur  zu  oft  geschieht;  sie 
existiert,  im  strengen  Sinne  des  Wortes,  nur  für  die  einzelnen  Werte  des 
Argumentes,  für  die  sie  berechnet  worden  ist  (was  selbst  wieder  voraus- 
setzt, daß  es  Werte  gibt,  für  welche  die  Berechnung  durch  einen  end- 
lichen Prozeß  geleistet  werden  kann). 

Insofern  zwei  verschiedene  Werte,  für  die  man  die  Berechnung  durch- 
geführt haben  mag,  notwendig  endlich  verschieden  sind,  hat  man  bei 
diesen  Festsetzungen  über  das  Verhalten  der  Funktion  für  unmittelbar 
aufeinanderfolgende  Argumente  und  also  über  das  Vorhandensein  oder 
Nichtvorhandensein  eines  Differentialquotienten  gar  keine  Intuition;  die 
Schwierigkeit,  welche  man  in  der  Annahme  stetiger  Funktionen  ohne 
Differentialquotienten  zu  finden  glaubt,  existiert  überhaupt  nicht. 


§2. 

Von  der  Darstellung  einer  Funktion  durch  Reihen.     Einführung 
des  Funktionsstreifens. 

Entsprechend  dem  voraufgeschickten  Satze  von  der  Unmöglichkeit, 
unendlich  viele  Dinge  als  willkürlich  gegeben  anzunehmen,  hat  eine  un- 
endliche Reihe  von  Operationen  nur  dann  einen  bestimmten  Sinn,  wenn 
wir  in  ihr  bloß  eine  endliche  Anzahl  von  Bestimmungen  willkürlich  denken, 
die  übrigen  durch  ein  Gesetz  aus  ihr  ableiten.  So  ist  es  z.  B.  mit  einer 
Potenzreihe;  wir  können  von  einer  solchen  Reihe  als  einer  gegebenen  nur 
sprechen,  indem  wir  uns  die  Koeffizienten  der  ins  Unendliche  fortlaufen- 
den Glieder  durch  eine  Regel  aus  einer  endlichen  Anzahl  voraufgegangener 
bestimmt  denken^). 

Wenn  wir,  ohne  weitere  Beschränkung,  sagen,  daß  eine  Reihe  eine 
gewisse  Funktion  darstellen  könne,  so  meinen  wir  einfach,  daß  das  Gesetz, 


*)  Ich  bin  hierauf  gelegentlich  von  Herrn  Kronecker  gesprächsweise  aufmerk- 
sam gemacht  worden;  in  seiner  Bemerkung  lag  für  mich  wohl  der  erste  Anlaß,  mir 
die  in  §  1,  2  des  Textes  niedergelegte  Anschauung  zu  bilden. 
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welches  zur  Berechnung  der  Funktion  dient,  in  die  Form  des  durch  die 
Keihe  angegebenen  regelmäßigen  Prozesses  gebracht  werden  kann. 

Etwas,  was  von  dieser  exakten  Darstellung  einer  Funktion  durch  eine 
Reihe  begrifflich  durchaus  verschieden  ist,  was  aber  unter  verschiedenen 
Gesichtspunkten  (und  insbesondere  in  allen  Fällen  der  Anwendung  auf 
praktische  Verhältnisse)  dasselbe  leistet,  ist  die  nur  approximative  Dar- 
stellung einer  Funktion.  Wir  sagen,  daß  eine  (endliche  oder  unendliche) 
Reihe  eine  gegebene  Funktion  approximativ  darstelle,  wenn  der  Unter- 
schied des  Funktionswertes  und  des  aus  der  Reihe  berechneten  immer 
kleiner  ist,  als  eine  gegebene  Größe  d.  Die  Darstellung  würde  nur  dann 
eine  exakte  sein, '"Wenn  diese  Größe  beliebig  klein  gelassen  werden  könnte. 

Über  die  Möglichkeit  der  approximativen  Darstellung  von  Funktionen 
durch  Reihen  lassen  sich  ohne  weiteres  allgemeine  Sätze  aufstellen,  wie 
das  in  der  Folge  noch  geschehen  soll  (§  7),  während  es  bekannt  ist,  daß 
über  die  Möglichkeit  einer  exakten  Darstellung  durch  die  gewöhnlich  ge- 
brauchten Reihen  so  lange  nichts  behauptet  werden  kann,  als  nicht  die 
im  allgemeinen  Funktionsbegriife  liegende  Willkürlichkeit  beträchtlich  ein- 
geschränkt ist  und  namentlich  sehr  viel  mehr  eingeschränkt  ist,  als  es 
durch  die  bloße  Annahme  der  Stetigkeit  geschieht. 

Die  nur  approximative  Darstellung  einer  Funktion  charakterisiert 
einen  wichtigen  Teil  mathematischer  Spekulation,  in  welchem  nicht  von 
den  exakten,  sondern  nur  von  den  angenäherten  Relationen  der  Größen 
gehandelt  wird').  In  ihm  wird  man  alle  Funktionen,  deren  Werte  um 
weniger  als  eine  gegebene  Größe  ö  voneinander  abweichen,  zu  einem 
Ganzen  zusammenfassen,  das  dann  durch  eine  Gleichung  der  Form 

y  =  f\x)  ±e  e<d 

charakterisiert  sein  wird.  Ein  solches  umfassendes  Gebiet  von  zwei  Di- 
mensionen ist  es,  welches  im  folgenden  als  ein  Funktionsstreifen  oder 
schlechthin  als  ein  Streifen  bezeichnet  werden  soll.  Diese  Benennung  ist 
mit  Absicht  so  gewählt,  daß  sie  an  die  geometrische  Anschauung  erinnert ; 
denn  diese  kann,  wie  die  weitere  Überlegung  zeigt,  für  die  Theorie  der 
Streifen,  wie  dieselbe  im  folgenden  gebraucht  werden  soll,  ohne  weiteres 
verwendet  werden  (vgl.  §  5). 

Was  ein  Streifen  ist,  mag  durch  die  vorstehenden  Sätze  nur  erst  ver- 
anschaulicht, noch  nicht  scharf  definiert  sein.  In  der  Tat  werden  wir 
weiterhin  (§5)  noch  eine  wesentliche  Zusatzbestimmung  treffen  und  über- 
dies die  Willkürlichkeit  der  zugrundeliegenden  Funktion  f(x)  in  einem 
gewissen  Sinne  einschränken. 


')  In  diesen  Teil  ist  z.  B.  fast  die  ganze  sogenannte  „angewandte  Mathematik' 
zu  verweisen. 
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§3. 
Über  die  Möglichkeit,  eine  Funktion  durch  eine  Kurve  darzustellen. 

Indem  ich  mich  nunmehr  zu  der  Frage  wende,  in  wie  weit  eine 
Funktion  anschauungsmäßig  gegeben  sein  kann,  beschränke  ich  mich  auf  das 
abstrakteste  unter  den  hier  in  Betracht  kommenden  Gebieten,  auf  den  Raum, 
und,  da  nur  von  zwei  Veränderlichen  die  Kede  sein  soll,  auf  die  Ebene'*). 
Die  Punkte  der  Ebene  seien  in  gewöhnlicher  Weise  durch  die  Werte  von 
y  und  X  repräsentiert ;  ist  es  möglich,  durch  eine  in  der  Ebene  verlaufende 
Kurve   ein   Funktionsverhältnis   zwischen    y  und  x   genau  zu  bezeichnen  ? 

Durch  eine  willkürlich  gezeichnete  ILmYQ  sicher  nicht;  denn  die  Zeich- 
nung sowohl  als  ihre  spätere  Beobachtung  sind,  wie  alle  derartigen  Tätig- 
keiten, nur  von  approximativer  Genauigkeit. 

Durch  eine  gesetzmäßig  erzeugte  Kurve  gewiß,  sofern  das  Gesetz  mit- 
geteilt wird,  welches  sie  beherrscht.  Aber  in  dem  Falle  ist  es  eben  dieses 
Gesetz  und  die  Voraussetzung  voller  Genauigkeit  der  geometrischen  Axiome, 
durch  welche  die  Funktion  bestimmt  wird;  die  Frage,  mit  der  wir  uns 
hier  beschäftigen  wollen,  liegt  in  einer  wesentlich  anderen  Richtung. 

Es  soll  sich  nämlich  darum  handeln,  ob  man  sich  eine  Kurve  über- 
haupt exakt  vorstellen  und  dieselbe  somit,  wenn  auch  nur  subjektiv,  als 
genaues  Bild  einer  Funktion  betrachten  könne?  wobei  es  dann  gleichgültig 
sein  wird,  ob  wir  uns  die  Kurve  willkürlich  oder  vermöge  eines  bestimmten 
Gesetzes  konstruiert  denken.  Ich  behaupte:  Nein.  Die  Vorstellung  einer 
Kurve  hat  nur  approximative  Genauigkeit;  das  analytische  Gegenbild  der 
Kurve  ist  nicht  die  Funktion,  sondern  der  Streifen.  Es  mag  zunächst 
der  Sinn  dieser  Behauptung  näher  formuliert  und  erst  in  den  folgenden 
Paragraphen  auf  die  Vorteile  hingewiesen  werden,  welche  aus  ihr  hervor- 
gehen. Nach  der  psychologischen  Seite  soll  sie  sich  insbesondere  auf  die- 
jenigen Erörterungen  stützen,  die  neuerdings  von  Herrn  Stumpf  in  seinem 
Buche:  „Über  den  psychologischen  Ursprung  der  Raumvorstellung"  (Leipzig, 
1873)  gegeben  worden  sind  (vgl.  daselbst  bes.  S.  280). 

Das  Element  der  räumlichen  Anschauung  ist  im  Sinne  der  hier  vor- 
zutragenden Ansicht  nicht  der  einzelne  Punkt,  sondern  der  (dreifach)  ausge- 
dehnte Körper^).  Wir  können  uns  den  Körper  in  hohem  Maße  verkleinert 
denken,  bekommen  aber  niemals  die  fertige  Anschauung  eines  einzelnen 
Punktes.     Es  ist  in  demselben  Sinne  unmöglich,  eine  Kurve  exakt  vorzu- 


^)  Auf  mechanische  Vorstellungen  wird  man  im  großen  und  ganzen  die  Be- 
trachtungen des  Textes  übertragen  können. 

")  Hierin  also  liegt  ein  fundamentaler  Unterschied  zwischen  unserer  Vorstellung 
vom  Punktraume  und  demjenigen  arithmetischen  Begriffe,  den  man  als  sein  Ana- 
logon  konstruiert  hat,  nämlich  dem  Begriffe  der  (n-fach  ausgedehnten)  Mannigfaltig- 
keit.,   das  erste  bei  der  Auffassung  der  Mannigfaltigkeit  ist  das  einzelne  Wertsystem. 
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stellen;  wir  erblicken  immer  einen  Körper,  von  dem  nur  zwei  Dimensionen 
beträchtlich  gegen  die  dritte  zurücktreten.  Wenn  wir  Geometrie  auf  einer 
Fläche,  also  insbesondere  Geometrie  der  Ebene  treiben,  so  ist  damit  die 
Tiefenvorstellung  nicht  ausgeschlossen;  es  wird  nur  nicht  auf  sie  geachtet. 
Bezüglich  der  Breite,  die  wir  einer  Kurve  in  unserer  Anschauung 
beilegen,  gelten  dann  die  folgenden  Bestimmungen,  die  geeignet  scheinen, 
den  Gegenstand,  um  den  es  sich  handelt,  noch  deutlicher  zu  bezeichnen: 
Man  kann  die  Breite  für  einzelne  Stellen  der  Kurve  durch  Konzentrieren 
der  Aufmerksamkeit  auf  dieselben  beträchtlich  verringern,  aber  wohl  nicht  ^^) 
unter  jede  gegebene  Grenze  und  sicher  nicht  unter  jede  beliebige  Grenze. 
Für  jede  Stelle,  'aber,  die  selbständig  aufgefaßt  wird,  ist  dabei  ein  be- 
sonderer Akt  der  Aufmerksamkeit  notwendig,  wie  man  am  besten  wahr- 
nimmt, wenn  man  sich  die  Kurve  in  sehr  viel  größerem  Maßstabe  [vor- 
zustellen sucht]  als  man  gewohnt  ist. 

§  4- 

Schwierigkeiten,  die  sich  ergeben,  wenn  man  Kurve  und  Funktion 

entsprechend  setzt. 

Entgegen  der  Behauptung,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen  entwickelt 
wurde,  soll  jetzt  zunächst  ein  genaues  Entsprechen  von  Kurve  und  Funk- 
tion angenommen  und  auf  die  Widersprüche  hingewiesen  werden,  welche 
dann  entstehen.  Es  versteht  sich  dabei  von  selbst,  daß  der  zusammen- 
hängenden Kurve  nur  eine  Funktion  ohne  alle  Unstetigkeiten  entsprechend 
gesetzt  werden  kann. 

Eine  Kurve  hat,  nach  der  Anschauung,  die  wir  tatsächlich  besitzen  ^^), 
in  jedem  Punkte  eine  Tangente.  Dementsprechend  müßte  jede  stetige 
Funktion  einen  ersten  Differentialquotienten  haben,  tvas  nicht  richtig  ist. 

Die  Neigung  dieser  Tangente  ändert  sich,  unserer  Anschauung  ent- 
sprechend, stetig,  wenn  wir  auf  der  Kurve  fortschreiten.  Sie  ist  also 
selbst  wieder  durch  eine  stetige  Funktion  dargestellt,  die  man  von  neuem 
durch  eine  Kurve  repräsentieren  mag.  Man  findet  so,  daß  jede  stetige 
Funktion  nicht  nur  einen  ersten,  sondern  auch  einen  zweiten  Differential- 
quotienten hat;  und  wenn  man  in  derselben  Weise  fortfährt,  ergibt  sich, 
daß  sie  auch  einen  dritten,  vierten,  .  .  .,  überhaupt  unbegrenzt  viele 
Differentialquotienten  besitzt.  Aber  eine  solche  Funktion  ist,  nach  dem 
Taylorschen  Satze,   durch   ihren  Verlauf   in  dem  kleinsten  Intervalle  ge- 

^^)  In  der  Tat  scheint  es  uitmöglich,  einen  Körper  von  gegebener  Größe  [an- 
schaulich] zu  denken,  wenn  diese  Größe  sehr  klein  angenommen  wird. 

^^)  Nur  von  dieser  (gewohnheitsmäßigen)  Anschauung  ist  im  Texte  überhaupt 
di«  Rede;  ob  wir  dieselbe  ev.  werden  modifizieren  können,  ist  eine  Frage,  die  durch- 
aus jenseits  der  Grenzen  unserer  Betrachtung  liegt. 
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geben  ^'-^j.  Eine  willkürliche  Kurve  müßte  also  durch  ihr  kleinstes  Stück 
völlig  bestimmt  sein,  was  eine  Contradictio  in  adjecto  ist. 

Wäre  sie  es  nicht,  so  gäbe  es  eine  neue  Schwierigkeit.  Ist  eine  Kurve,  ob 
auch  willkürlich,  in  allen  Punkten  exakt  aufzufassen,  so  würde  es  möglich 
sein,  eine  Funktion  für  jeden  Wert  ihres  Argumentes  innerhalb  eines  Inter- 
valls willkürlich  zu  geben,  und  dies  verstößt  gegen  die  in%\  formulierte  Un- 
möglichkeit, unendlich  viele  Dinge  als  ivillkürlich  gegeben  vorauszusetzen. 

Die  entwickelten  Schwierigkeiten  fallen  fort,  wenn  man  die  Kurve 
nicht  der  Funktion,  sondern  dem  Funktionsstreifen  adäquat  setzt,  wie  nun 
gezeigt  werden  soll.  Zugleich  scheint  dies  die  einzige  Lösung  zu  sein, 
welche  hier  möglich  ist.  Wenigstens  ist  eine  andere  Lösung,  soviel  ich 
weiß,  noch  nicht  vorgeschlagen  worden  ^^j. 


§5. 
Nähere  Betrachtung  der  Funktionsstreifen. 

Den  Funktionsstreifen  führten  wir  in  §  2  durch  eine  Gleichung 

y  ^  f(x)  +  e  e  <  ö 

in  die  Betrachtung  ein.  Wählen  wir  die  gegebene  Größe  d  so  groß,  daß 
sie  bei  räumlicher  Kepräsentation  der  y  und  x  eine  merkliche  Strecke 
bezeichnet,  so  stellt  die  vorstehende  Gleichung  eben  dasjenige  dar,  was 
man  auch  in  der  gewöhnlichen  Ausdrucksweise  als  einen  Streifen  be- 
zeichnet, und  wofür  ein  Weg,  ein  Strom  der  gewöhnlichen  Anschauung 
entnommene  Bilder  sein  mögen. 

Die  Ränder  eines  solchen  Streifens  wird  man,  je  nachdem  man  sich 
der  in  §  3  formulierten  Ansicht  anschließt,  oder  nicht,  als  unbestimmt 
und  nur  approximativ  gegeben  oder  als  völlig  bestimmt  vorstellen.  Dem- 
gegenüber   soll    jetzt   die    analytische   Definition    so   gestellt  werden,    daß 


^^)  [Dies  ist,  neueren  Untersuchungen  zufolge,  ein  Irrtum;  vgl.  du  Bois,  Math. 
Annalen,  Bd.  21  (1882),  S.  109ff.  Der  Einwurf  des  Textes  sollte  also  vorsichtiger 
formuliert  werden.     (Zusatz  beim  Wiederabdruck,  1883.)] 

^^)  In  einer  Rede  vor  der  British  Association  zu  Brigthon  (On  the  aims  and 
instruments  of  scientific  thoughts,  1872)  hat  Herr  Clifford  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, daß  eine  Erledigung  der  entsprechenden  Schwierigkeiten,  die  sich  bei  der 
Betrachtung  der  mechanischen  Probleme  aufdrängen,  sachlich  darin  gesucht  werden 
könne,  daß  man  für  unsere  kontinuierliche  Anschauung  ein  diskontinuierliches  Sub- 
strat voraussetzt  —  eine  Vorstellungsweise,  die  sich  auch  schon  in  Riemanns  Ha- 
bilitationsvortrag: Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zugrunde  liegen  (1854) 
Ges.  Werke,  1.  Aufl.,  S.  254,  2.  Aufl.,  S.  272],  als  eine  mit  den  Tatsachen  verträgliche 
angedeutet  findet.  Eine  solche  Vorstellung  von  dem,  was  unserer  Anschauung  in 
der  Sphäre  des  Seins  entspricht,  macht  die  Erläuterungen  des  Textes  nicht  nur  nicht 
überflüssig,  sondern  muß  dieselben  geradezu  voraussetzen. 
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diese  Ränder  unbestimmt  gedacht  werden  müssen.  Es  möge  nämlich  g 
eine  gegen  d  sehr  kleine  Größe  bezeichnen,  die  aber  im  übrigen  völlig 
unbestimmt  gelassen  wird,  und  der  Streifen  sei  fortan  definiert  durch  die 
Gleichung:  /•/    \    ,  ^  ^ 

y  =  f{^)  ±^  fi<()  —  Q- 

Wir  haben  sodann  noch  eine  Beschränkung  hinsichtlich  der  Willkür- 
lichkeit von  f(x)  hinzuzufügen,  damit  der  analytische  Ausdruck  völlig 
dem  geometrischen  Anschauungsbilde  entspricht,  wie  es  durch  die  Worte: 
Weg,  Strom  bezeichnet  wird.  Diese  Bilder  sagen  nämlich  aus,  daß  wir 
es  mit  einem  Gebiete  zu  tun  haben,  das  in  einer  Dimension  sehr  viel 
ausgedehnter  als  4n  der  anderen  ist.  Analytisch  wird  man  dies  so  for- 
mulieren können:  Sei  X  im  Vergleiche  zu  ö  eine  beträchtliche,  ju  eine  ge- 
ringe Zahl;  so  bestimme  man  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  x^ 
der  unabhängigen  Variabein  eine  lineare  Funktion 

y  =  ax-rß, 
welche  für  die  Argumente  x^  und  x^ -^  A  mit  den  Werten  /"(a;^)  und 
/"(xq  4- a)  zusammenfällt  (was  natürlich  voraussetzt,  daß  innerhalb  des 
Intervalls,  für  welches  die  Funktion  existiert,  Differenzen  von  der  Größe  / 
Platz  finden  \  Die  hinzutretende  Voraussetzung  sei  dann  die,  daß  diese 
lineare  Funktion  innerhalb  des  Intervalls  von  x^  bis  x„  +  ^  von  der  ge- 
gebenen Funktion  f{x)  nirgends  um  mehr  als  um  /t  abweicht. 

Man  kann  dann  zeigen,  daß  die  Abweichung  der  Funktion  /(rr)  inner- 
halb der  beiden  Intervalle  x^  bis  x^ -j-  X  und  Xq  +  i  bis  aj^  +  2  A  von 
einer  quadratischen  Funktion: 

y  =  ax'^  -^bx  -{-  c, 
die   mit  ihr  für   die  Werte  x^,  cc^-}-/,  Xq-^2ä  des  Argumentes  überein- 
stimmt, ebenfalls  in  bestimmte  Grenzen  eingeschlossen  ist  usw. 

§6.   . 

Fortsetzung.     Diflerentialquotienten  eines  Streifens. 
Zahl  der  Bestimmungsstücke,  von  denen  ein  Streifen  abhängt. 

Was  geometrisch  unter  der  Richtung  eines  Streifens,  unter  seiner 
Krümmung  zu  verstehen  ist,  ist  ersichtlich;  beide  sind  keine  exakt  be- 
stimmten Größen,  sondern  nur  in  dem  Maße  genauer  anzugeben,  als  der 
Streifen  schmaler  ist.  Dementsprechend  wird  man  analytisch  von  einem 
ersten  und  ziveiten  Differentialquotienten  des  Streifens  als  approximativ 
gegebenen  Größen  reden  können.  Als  ersten  Differentialquotienten  im 
Punkte  Xq  wird  man  geradezu  den  ersten  Differentialquotienten  der  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  berührenden  linearen  Funktion,  a,  oder 
auch  der  dort  gegebenen  berührenden  quadratischen  Funktion,    2aXf^  ^b, 
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bezeichnen  können.  Als  zweiten  Differentialquotienten  mag  man  den 
zweiten  Differentialquotienten  der  ersetzenden  quadratischen  Funktion,  also 
2a,  einführen.    Die  Grenzen,  zwischen  welche  diese  Angaben  eingeschlossen 

sind,  rücken  in  dem  Maße  enger  aneinander,  als  man  die  Quotienten  ^- 
und  y  der  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Hilfsgrößen  beträchtlicher 

resp.  geringer  annimmt.  Überhaupt  wird  man  von  einem  n-ten  Differential- 
quotienten des  Streifens  reden  können;  ein  solcher  Quotient  ist  niemals  exakt, 
[sondern  nur  mit  einer  größeren  oder  geringeren  Genauigkeit]  bestimmt. 

Der  Unterschied  aber  besteht  zwischen  den  Differentialquotienten 
einer  Funktion  und  eines  Streifens  (abgesehen  davon,  daß  letzterer  keine 
exakt  gegebene  Größe  ist):  daß  bei  der  Funktion  der  betr.  Quotient  streng 
an  dem  einzelnen  Werte  des  Argumentes  haftet,  daß  er  bei  dem  Streifen 
dagegen  sich  erst  durch  Beurteilung  des  Gesamtverlaufes  [in  dem  in  Be- 
tracht gezogenen  Intervall]  ergibt.  «|1 

Achten  wir  noch  auf  das  Maß  der  Willkürlichkeit,  deren  ein  Streifen 
fähig  ist,  wobei  ausdrücklich  an  die  Unbestimmtheit  seiner  Ränder  erinnert 
werden  soll.  Dementsprechend  ist  nämlich  ein  Streifen  so  vollkommen, 
als  überhaupt  möglich,  bestimmt,  wenn  wir  in  jeder  Strecke  i  seines 
Intervalls  eine  endliche  (hinreichend  große)  Zahl  ihm  angehöriger  Punkte 
kennen.  Der  Streifen  selbst  hängt  also  nur  von  einer  endlichen  Zahl 
willkürlicher  Festsetzungen  ab. 

Vergleichen  wir  das  Resultat  dieser  Überlegungen  mit  den  Wider- 
sprüchen, die  sich  in  §4  ergaben,  wo  wir  die  Kurve  als  exakt  dem  Be- 
griffe der  Funktion  entsprechend  auffassen  wollten.  So  ist  ersichtlich,  daß 
die  letzteren  alle  fortfallen,  sobald  wir  die  Kurve  dem  Streifen  entspre- 
chend setzen.  Die  Schwierigkeiten  betr.  die  Differentialqvotienten  existieren 
nicht  mehr,  weil  letztere  jetzt  eine  andere  Definition  erhalten  haben;  der 
Widerspruch,  daß  unendlich  viele  Dinge  als  gegeben  vorausgesetzt  werden 
müßten,  ist  weggehoben,  da  die  willkürliche  Kurve  nur  von  einer  end- 
lichen Zahl  von  Festsetzungen  abhängt.  Und  dieses  ist  die  hauptsäch- 
lichste Einsicht,  welche  durch  die  gegenwärtige  Mitteilung  entwickelt 
werden  sollte. 

§  7. 
Repräsentation  der  Streifen  (Kurven)  durch  Reihen. 

Noch  einige  Bemerkungen  über  die  Repräsentation  von  Streifen  durch 
Funktionen  und  insbesondere  durch  Reihen  mögen  hier  zugesetzt  werden. 
Wir  werden  dabei  sagen,  daß  eine  Funktion  einen  Streifen  darstelle,  wenn 
alle  ihre  Werte  dem  Gebiete  des  Streifens  angehören.  Es  ist  dabei  weder 
nötig,   daß   die  Funktion  Differentialquotienten  besitzt   (nicht  einmal,  daß 
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sie  stetig  ist),  noch  auch,  wenn  sie  solche  besitzt,  daß  dieselben  mit  den  Diffe- 
rentialquotienten des  Streifens  [annähernd]  übereinstimmen.  Aber  man  wird 
diejenige  Darstellung  für  die  vollkommenste  halten,  bei  der  dies.der  Fall  ist. 
Als  ein  erstes  Beispiel  nenne  ich  eine  nach  dem  vorhergehenden  nahe- 
liegende Darstellung  durch  Fouriersche  Reihen.  Man  verbinde  nämlich  (geome- 
trisch geredet)  Punkte,  welche  dem  Streifen  angehören  und  den  Argumenten 

—  n/.,  . . ;,  —  A,  0,  +  >^5  •  •  •:.  +  ^>^ 
entsprechen,  so  wie  sie  aufeinander  folgen,  durch  begrenzte  gerade  Linien ; 
das  entstehende  Polygon  repräsentiere  man  durch  eine  Fouriersche  Reihe. 
Dann  hat  man  qine  Repräsentation  des  Streifens  durch  eine  Funktion, 
die  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Punkte 

x  =  0,   ±  A,  .  .  .,   ±nA 
überall  Differentialquotienten  hat.  Die  ersten  Differentialquotienten  stimmen 
mit  denen  des  Streifens  (annähernd)  überein;  die  übrigen  nicht,  sie  haben 
den  konstanten  Wert  Null. 

Diese  Art  der  Repräsentation  hat  den  Vorzug,  an  jeder  Stelle  nur 
von  dem  Verlaufe  des  Streifens  in  nächster  Nähe  abhängig  zu  sein,  und 
also  die  WiHkürlichkeit,  die  wir  in  den  Streifen  hineinlegen,  auch  analy- 
tisch zum  Ausdrucke  zu  bringen. 

Als  ein  zweites  Beispiel,  das  den  entgegengesetzten  Charakter  besitzt,  sei 
die  Darstellung  des  Streifens  durch  eine  [endliche]  Potenzreihe  genannt. 
Wir  können,  vermittelst  der  bekannten  Lagrangeschen  Interpolationsformel 
eine  Potenzreihe  herstellen,  welche  jede  beliebige  (endliche)  Anzahl  von 
Punkten  des  Streifens  enthält.  Man  überzeugt  sich  —  und  dieser  Satz 
liegt  implizite  der  Definition  der  Differential quotienten  eines  Streifens  in 
§  6  zugrunde  —  daß  bei  richtiger  Wahl  der  bestimmenden  .Punkte  nicht 
nur  die  Potenzreihe  selbst  den  Streifen  annähernd  darstellt,  sondern 
namentlich  auch,  daß  ihre  Differentialquotienten  an  jedem  Punkte  mit 
den  bez.  Differentialquotienten  des  Streifens  approximativ  übereinstimmen. 
In  diesem  Sinne  kann  also  jeder  Streifen  durch  eine  Potenzreihe  dar- 
gedellt  werden. 

Schließt  man  sich  der  Anschauung  an,  daß  eine  Kurve  nichts  anderes 
ist,  als  ein  Streifen,  so  sind  diese  Sätze  Fundamentalsätze  über  die  Dar- 
stellung willkürlicher  Kurven. 

§8. 

Schlußbemerkung. 

Die  vorgetragenen  Betrachtungen  legen  die  Frage  nahe,  in  wie  weit 
es  bei  analytischen  Untersuchungen  gestattet  ist,  geometrische  Anschauung 
zu  verwenden.    Diese  Frage  ist  um  so  wichtiger,  als  man  einen  Gebrauch 
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dieser  Anschauung  in  den  mannigfachsten  Gebieten  nicht  nur  in  ausgiebig- 
ster Weise,  sondern  auch  mit  dem  größten  Erfolge  macht.  Ich  denke 
dabei  nicht  sowohl  an  eigentliche  Geometrie,  die  ja  außer  in  dem  leben- 
digen Erfassen  des  im  Räume  Angeschauten  noch  an  den  Axiomen  eine 
Stütze  findet,  als  vielmehr  an  solche  Disziplinen  wie  Analysis  situs  oder 
geometrische  Theorie  der  Differentialgleichungen.  Es  dürfte  sehr  schwer 
sein,  die  Grenzen  für  die  Richtigkeit  solcher  Betrachtungen  allgemein  an- 
zugeben. Aber  die  Fruchtbarkeit,  welche  diese  Verknüpfung  analytischer 
Probleme  mit  der  Raumanschauung  besitzt,  scheint  auf  die  erhöhte  Über- 
sicht hinauszukommen,  welche  die  Anschauung  mit  sich  führt,  und  für 
welche  die  nach  der  entwickelten  Ansicht  fehlende  Genauigkeit  im  kleinen 
nicht  nur  kein  Hindernis,  sondern  geradezu  eine  Förderung  ist. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  sollten  sich  von  vornherein  auch  auf  die  Zu- 
lässigkeit  der  Nicht-Euklidischen  Doktrinen,  d.  h.  ihre  Verträglichkeit  mit  unserer 
Raumanschauung  beziehen.  Man  wolle  hierzu  die  Abhandlung  „Zur  Nicht-Euklidi- 
schen Geometrie",  Math.  Annalen,  Bd.  37  (1890)  vergleichen,  die  bereits  in  Bd.  1 
dieser  Gesamtausgabe  unter  Nr.  XXI  abgedruckt  ist;  siehe  insbesondere  S.  381  bis 
382  daselbst.    Im  übrigen  komme  ich  auf  diese  Verhältnisse  in  Abh.  XLIX  zurück.   K.] 


XL  VI.  On  tlie  mathematical  character  of  space-intuitioii 

and  the  relation 
of  pure  mathematies  to  the  applied  sciences. 

[Aus  dem  „Evanston  Colloquium",  Lectures  on  Mathematies  delivered  at  the  North- 
western University  Evanston,  111.]^) 


In  the  preceding  lectures  I  have  laid  so  much  stress  on  geometrical 
methods  that  the  inquiry  naturally  presents  itself  as  to  the  real  nature 
and  limitations  of  geometrical  Intuition. 

In  my  address'')  before  the  Congress  of  Mathematies  at  Chicago  I 
referred  to  the  distinction  between  what  I  called  the  naive  and  the  refined 
intuition.  It  is  the  latter  that  we  find  in  Euclid;  he  carefully  develops 
his  System  on  the  basis  of  well-formulated  axioms,  is  fully  conscious  of 
the  necessity  of  exact  proofs,  clearly  distinguishes  between  the  commen- 
surable  and  incommensurable,  and  so  forth. 

The  naive  intuition,  on  the  other  hand,  was  especially  active  during 
the  period  of  the  genesis  of  the  diflerential  and  integral  calculus.  Thus 
we  see  that  Newton  assumes  without  hesitation  the  existence,  in  every 
case,  of  a  velocity  in  a  moving  point,  without  troubling  himself  with  the  in- 
quiry whether  there  might  not  be  continuous  functions  having  no  derivative. 

At  the  present  time  we  are  wont  to  build  up  the  infinitesimal  cal- 
culus on  a  purely  analytical  basis,  and  this  shows  that  we  are  living  in 
a  critical  period  similar  to  that  of  Euclid.  It  is  my  private  conviction, 
'  although  I  may  perhaps  not  be  able  to  fully  substantiate  it  with  complete 
proofs,  that  Euclid's  period  also  must  have  been  preceded  by  a  "naive" 
stage  of  development.    Several  facts  that  have  become  known  only  quite 

')  [Dieser  Vortrag  wurde  als  sechster  von  zwölf  Vorlesungen  am  2.  September  1898 
in  Evanston  gehalten  und  findet  sich  in  dem  schon  auf  S.  5  dieses  Bandes  genannten 
Buche  abgedruckt.  Ich  habe  damals  englisch  vorgetragen,  und  im  Anschluß  daran 
hat  Herr  Ziwet  naturgemäß  auch  englisch  berichtet;  hieran  habe  ich  bei  dem  nun- 
mehrigen Wiederabdruck  festhalten  wollen,  wo  doch  jede  Übersetzung  den  Sinn  des 
einzelnen  Satzes  einigermaßen  abgeändert  haben  würde.     K.] 

'-)  [Weiter  unten  in  Abschnitt  III  dieses  Bandes  abgedruckt.] 
Klein,  Gesammelte  math.  Ahhandliiiigen.  II.  15 
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recently  point  in  tliis  direction.  Thus  it  is  now  known  that  the  books 
that  have  come  down  to  us  from  the  time  of  Euclid  constitute  only  a 
very  small  part  of  what  was  then  in  existence;  moreover,  much  of  the 
teaching  was  done  by  oral  tradition.  Not  many  of  the  books  had  that 
artistic  finish  that  we  admire  in  Euclid' s  "Elements";  the  majority  were 
in  the  form  of  improvised  lectures,  written  out  for  the  use  of  the  students. 
The  investigations  of  Zeuthen^)  and  Allman^)  have  done  much  to  clear 
up  these  historical  conditions. 

If  we  now  ask  how  we  can  account  for  this  distinction  between  the 
naive  and  refined  intuition,  I  must  say  that,  in  my  opinion,  the  root  of 
the  matter  lies  in  the  fact  that  the  naive  intuition  is  not  exact,  while 
the  refined  intuition  is  not  properly  intuition  at  all,  but  arises  through  the 
logical  development  from  axioms  considered  as  perfectly  exact. 
To  explain  the  meaning  of  the  first  half  of  this  statement 
it  is  my  opinion  that,  in  our  naive  intuition,  when  thinking  of 
a  point  we  do  not  picture  to  our  mind  an  abstract  mathematical 
point,  but  Substitute  something  concrete  for  it.  In  imagining 
a  line,  we  do  not  picture  to  ourselves  "length  without  breadth", 
but  a  Strip  of  a  certain  width.  Now  such  a  strip  has  of  course 
y  always  a  tangent  (Fig.  1);  i.e.  we  can  always  imagine  a  straight 

strip  having  a  small  portion  (dement)  in  common  with  the  curved 
pj     l       strip;   similarly  with  respect  to  the  osculating  circle.    The  defi- 
nitions  in  this  case  are  regarded  as  holding  only  approximately, 
or  as  far  as  may  be  necessary. 

The  "exact"  mathematicians  will  of  course  say  that  such  definitions 
are  not  definitions  at  all.  But  I  maintain  that  in  ordinary  life  we  actually 
operate  with  such  mexact  definitions.  Thus  we  speak  without  hesitancy 
of  the  direction  and  curvature  of  a  river  or  a  road,  although  the  "line" 
in  this  case  has  certainly  considerable  width. 

As  regards  the  second  half  of  my  proposition,  there  actually  are  many 
cases  where  the  conclusions  derived  by  purely  logical  reasoning  from  exact 
definitions  can  no  more  be  verified  by  intuition.  To  show  this,  I  select 
examples  from  the  theory  of  automorphic  functions,  because  in  more  common 
geometrical  illustrations  our  judgment  is  warped  by  the  f amiliar ity  of 
the  ideas. 

Let  any  number  of  non-intersecting  circles  1,2,3,4,...,  be  given 
(Fig.  2),  and  let  every  circle  be  reflected  {i.e.  transformed  by  Inversion, 
or    reciprocal    radii   vectores)  upon   every  other  circle;    then    repeat  this 

^)  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum.  Übersetzt  von  R.  v.  Fischer- 
Ben  zon,  Kopenhagen,  Host,  1886. 

^)  Greek  geometry  from  Thaies  to  Euclid.     Dublin,  Hodges,  1889. 
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Fig.  2. 


Operation  again  and  again,   ad  infinitum.     The  question  is,  what  will  be 

the  configuration  formed  by  the  totality  of  all  the  circles,  and  in  particular 

what  will   be   the   position  of  the  limiting  points.     There  is  no  difficulty 

in  answering   these    questions    by 

purely  logical   reasoning;    but  the 

imagination   seems   to  fail  utterly 

when   we   try   to    form    a    mental 

image  of  the  result. 

Again,   let  a  series  of  circles 

be  given,  each  circle  touching  the 

following,   while   the   last  touches 

the  first  (Fig.  3).    Every  circle  is 

now    reflected    upon    every    other 

just  as  in  the  preceding  example, 

and  the  process  is  repeated  inde- 

finitely.    The  special  case  when  the 

original  points  of  contact  happen 

to  lie  on  a  circle  being  excluded, 

it  can  be  shown  analytically  that 

the   continuous   curve  which   is  the   locus   of  all  the  points  of  contact  is 

not  an  analytic  curve^).    The  points  of  contact  form  a  manifoldness  that 

is  everywhere  dense  on  the  curve  (in  the  sense  of  G.  Cantor),  although 

there  are  intermediate  points  between  them.    At  each  of  the  former  points 

there  is  a  determinate  tangent,  while 
there  is  none  at  the  intermediate  points. 
Second  derivatives  do  not  exist  at  all. 
It  is  easy  enough  to  imagine  a  strip  co- 
vering  all  these  points;  but  when  the 
width  of  the  strip  is  reduced  beyond  a 
certain  limit,  we  find  undulations,  and 
it  seems  impossible  to  clearly  picture  to 
Yia  3.  the  mind  the  final  outcome.    It  is  to  be 

noticed  that  we   have   here  an  example 

of  a  curve  with  indeterminate  derivatives  arising  out  of  purely  geometrical 

considerations ,   while  it  might   be  supposed  f rom  the  usual  treatment  of 

such   curves  that   they  can  only  be  defined  by  artificial  analytical  series. 
Unfortunately,  I  am  not  in  a  position  to  give  a  füll  account  of  the 

■*)  [Vgl-  die  Ausführungen  in  Frickes  und  meinen  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen,  Bd.  1,  1897,  S.  411-424,  wie  auch  in  meinen  auto- 
graphierten  Vorlesungen  „Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf 
Geometrie",  1901,  S.  298—318.     K.J 

15* 
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opinions  of  philosophers  on  this  subject.  As  regards  the  more  recent 
mathematical  literature,  I  have  presented  my  views  as  developed  above 
in  a  paper  published  in  1873,  and  since  reprinted  in  the  Math.  Ännalen*'). 
Ideas  agreeing  in  general  with  mine  have  been  expressed  by  Pasch,  of 
Gießen,  in  two  works,  one  on  the  foundations  of  geometry"),  the  other 
on  the  principles  of  the  infinitesimal  calculus^).  Another  author,  Kopeke, 
of  Hamburg,  has  advanced  the  idea  that  our  space-intuition  is  exact  as 
far  as  it  goes,  but  so  limited  as  to  make  it  impossible  for  us  to  picture 
to  ourselves  curves  without  tangents"). 

On  one  point  Pasch  does  not  agree  with  me,  and  that  is  as  to  the 
exact  value  of  the  axioms.  He  believes  —  and  this  is  the  traditional 
view  —  that  it  is  possible  finally  to  discard  intuition  entirely,  basing  the 
whole  science  on  the  axioms  alone.  I  am  of  the  opinion  that,  certainly, 
for  the  purposes  of  research  it  is  always  necessary  to  combine  the  intuition 
with  the  axioms.  I  do  not  believe,  for  instance,  that  it  would  have  been 
possible  to  derive  the  results  discussed  in  my  former  lectures,  the  splendid 
iresearches  of  Lie,  the  continuity  of  the  shape  of  algebraic  curves  and 
surfaces,  or  the  most  general  forms  of  triangles,  without  the  constant  use 
of  geometrical  intuition. 

Pasch's  idea  of  building  up  the  science  purely  on  the  basis  of  the 
axioms  has  since  been  carried  still  farther  by  Peano,  in  his  logical 
calculus. 

Finally,  it  must  be  said  that  the  degree  of  exactness  of  the  intuition 
of  Space  may  be  different  in  different  individuals,  perhaps  even  in  different 
races.  It  would  seem  as  if  a  strong  naive  space-intuition  were  an  attri- 
bute  pre-eminently  of  the  Teutonic  race,  while  the  critical,  purely  logical 
sense  is  more  fully  developed  in  the  Latin  and  Hebrew  races.  A  füll 
investigation  of  this  subject,  somewhat  on  the  lines  suggested  by  Francis 
Galton  in  his  researches  on  heredity,  might  be  interesting. 

What  has  been  said  above  with  regard  to  geometry  ranges  this  science 
among  the  applied  seien ces.  A  few  general  remarks  on  these  sciences  and 
their  relation  to  pure  mathematics  will  here  not  be  out  of  place.  From 
the  point  of  view  of  pure  mathematical  science  I  should  lay  particular 
stress  on  the  heuristic  value  of  the  applied  sciences  as  an  aid  to  discov- 
ering  new  truths  in  mathematics.    Thus  I  have  shown  (in  my  little  book 


®)  Über  den  allgemeinen  Funktionsbegriff  und  dessen  Darstellung  durch  eine 
willkürliche  Kurve.  Math.  Annalen,  Bd.  22  (1883),  S.  249—259.  Siehe  die  vor- 
stehend abgedruckte  Abh.  XLV  dieses  Bandes.] 

')  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie.     Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1882. 

**)  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Leipzig,  B.G.Teubner,  1882. 

*)  Über  Differentiierbarkeit  und  Anschaulichkeit  der  stetigen  Funktionen.  Math. 
Annalen,  Bd.  29  (1887),  S.  128—140. 
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011  R  i  e  m  a  11  n '  s  theories  ^^) )  that  the  Abelian  Integrals  can  best  be  under- 
stood  and  illustrated  by  considering  electric  currents  on  closed  surfaces. 
In  an  analogous  way,  theorems  concerning  differential  eqaations  can  be 
derived  from  the  consideration  of  sound-vibrations;   and  so  on. 

But  just  at  present  I  desire  to  speak  of  more  practical  matters, 
corresponding  as  it  were  to  what  I  have  said  before  about  the  inexactness 
of  geometrical  Intuition.  I  believe  that  the  more  or  less  close  relation 
of  any  applied  science  to  mathematics  might  be  characterized  by  the 
degree  of  exactness  attained,  or  attainable,  in  its  numerical  results.  Indeed, 
a  rough  Classification  of  these  sciences  could  be  based  simply  on  the  number 
of  significant  figures  averaged  in  each.  *  Astronomy  (and  some  branches 
of  physics)  would  here  take  the  first  rank;  the  number  of  significant 
figures  attained  may  here  be  placed  as  high  as  seven,  and  functions  higher 
than  the  dement ary  transcendental  functions  can  be  used  to  advantage. 
Chemistry  would  probably  be  found  at  the  other  end  of  the  scale,  since 
in  this  science  rarely  more  than  two  or  three  significant  figures  can  be 
relied  upon.  Geometrical  drawing,  with  perhaps  3  to  4  figures,  would 
rank  between  these  extremes;  and  so  we  might  go  on. 

The  ordinary  mathematical  treatment  of  any  applied  science  Sub- 
stitutes exact  axioms  for  the  approximate  results  of  experience,  and  deduces 
from  these  axioms  the  rigid  mathematical  conclusions.  In  applying  this 
method  it  must  not  be  forgotten  that  mathematical  developments  tran- 
scending  the  limit  of  exactness  of  the  science  are  of  no  practical  value. 
It  follows  that  a  large  portion  of  abstract  mathematics  remains  without 
finding  any  practical  application,  the  amount  of  mathematics  that  can  be 
usefully  employed  in  any  science  being  in  proportion  to  the  degree  of 
accuracy  attained  in  the  science.  Thus,  while  the  astronomer  can  put  to 
good  use  a  wide  ränge  of  mathematical  theory,  the  chemist  is  only  just 
beginning  to  apply  the  first  derivative,  i.e.  the  rate  of  change  at  which 
certain  processes  are  going  on;  for  second  derivatives  he  does  not  seem  to 
have  found  any  use  as  yet. 

As  examples  of  extensive  mathematical  theories  that  do  not  exist  for 
applied  science,  I  may  mention  the  distinction  between  the  commensurable 
and  incommensurable,  the  investigations  on  the  convergency  of  Fourier's 
series,  the  theory  of  non-analytical  functions,  etc.  It  seems  to  me,  there- 
fore,  that  Kirchhoff  makes'a  mistake  when  he  says  in  his  Spectral- 
Analyse  that  absorption  takes  place  only  when  there  is  exact  coincidence 
between  the  wave-lengths.  I  side  with  Stokes,  who  says  that  absorption 
takes  place  in  the  vicinity  of  such  coincidence.    Similarly,  when  the  astro- 

^*^)  [Über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale. 
Leipzig,   B.  G.Teubner,   1«82.     Vgl.  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe.] 
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nomer  says  that  the  periods  of  two  planets  must  be  exactly  commensurable 
to  admit  the  possibility  of  a  collision,  this  holds  only  abstractly,  for  their 
mathematical  centres ;  and  it  must  be  remembered  that  such  things  as  the 
period,  the  mass,  etc.,  of  a  planet  cannot  be  exactly  defined,  and  are 
changing  all  the  time.  Indeed,  we  have  no  way  of  ascertaining  whether 
two  astronomical  magnitudes  are  incommensurable  or  not;  we  can  only 
inquire  whether  their  ratio  can  be  expressed  approximately  by  two  small 
integers.  The  statement  sometimes  made  that  there  exist  only  analytic 
functions  in  nature  is  in  my  opinion  absurd.  All  we  can  say  is  that  we 
restrict  ourselves  to  analytic,  and  even  only  to  simple  analytic,  functions 
because  they  afford  a  sufficient  degree  of  approximation.  Indeed,  we  have 
the  theorem  (of  Weierstraß)  that  any  continuous  function  can  be  approxi- 
mated  to,  with  any  required  degree  of  accuracy,  by  an  analytic  function. 
Thus  if  0(a;)  be  our  continuous  function,  and  (5  a  small  quantity  represen- 
ting  the  given  limit  of  exactness  (the  width  of  the  strip  that  we  Substitute 
for  the  curve),  it  is  always  possible  to  determine  an  analytic  function  f{x) 
such  that 

0  {x)  =  f{x)  +  e,  where  1 «  |  <  |  <5  j , 

within  the  given  limits. 

All  this  suggests  the  question  whether  it  would  not  be  possible  to 
create  a,  let  us  say,  abridged  System  of  mathematics  adapted  to  the  needs 
of  the  applied  sciences,  without  passing  through  the  whole  realm  of  ab- 
stract  mathematics.  'Such  a  System  would  have«  to  include,  for  example, 
the  researches  of  Gauß  on  the  accuracy  of  astronomical  calculations,  or 
the  more  recent  and  highly  interesting  investigations  ofTchebycheff  on 
interpolation.  The  problem,  while  perhaps  not  impossible,  seems  difficult 
of  Solution,  mainly  on  account  of  the  somewhat  vague  and  indefinite 
character  of  the  questions  arising. 

I  hope  that  what  I  have  here  said  concerning  the  use  of  mathematics 
in  the  applied  sciences  will  not  be  interpreted  as  in  any  way  prejudicial 
to  the  cultivation  of  abstract  mathematics  as  a  pure  science.  Apart  from 
the  fact  that  pure  mathematics  cannot  be  supplanted  by  anything  eise  as 
a  means  for  developing  the  purely  logical  powers  of  the  mind,  there  must 
be  considered  here  as  elsewhere  the  necessity  of  the  presence  of  a  few 
individuals  in  each  country  developed  in  a  far  higher  degree  than  the  rest, 
for  the  purpose  of  keeping  up  and  gradually  raising  the  general  Standard. 
Even  a  slight  raising  of  the  general  level  can  be  accomplished  only  when 
some  few  minds  have  progressed  far  ahead  of  the  average. 

Moreover,  the  "abridged"  system  of  mathematics  referred  to  above  is 
not  yet  in  existence,  and  we  must  for  the  present  deal  with  the  material 
at  hand  and  try  to  make  the  best  of  it. 
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Now,  just  here  a  practical  difficulty  presents  itself  in  the  teaching 
of  mathematics,  let  us  say  of  the  elements  of  the  differential  and  integral 
calculus.  The  teacher  is  confronted  with  the  problem  of  harmonizing  two 
opposite  and  almost  contradictory  requirements.  On  the  one  hand,  he  has 
to  consider  the  limited  and  as  yet  undeveloped  intellectual  grasp  of  his 
students  and  the  fact  that  most  of  them  study  mathematics  mainly  with 
a  view  to  the  practical  applications ;  on  the  other,  his  conscientiousness 
as  a  teacher  and  man  of  science  would  seem  to  compel  him  to  detract 
in  nowise  from  perfect  mathematical  rigour  and  therefore  to  introduce  from 
the  beginning  all  the  refinements  and  niceties  of  modern  abstract  mathe- 
matics. In  recen€  years  the  university  instruction,  at  least  in  Europe,  has 
been  tending  more  and  more  in  the  latter  direction;  and  the  same  ten- 
dencies  will  necessarily  manifest  themselves  in  this  country  in  the  course 
of  time.  The  second  edition  of  the  Cours  d^analyse  of  Camille  Jordan 
may  be  regarded  as  an  example  of  this  extreme  refinement  in  laying  the 
foundations  of  the  infinitesimal  calculus.  To  place  a  work  of  this  character 
in  the  hands  of  a  beginner  must  necessarily  have  the  effect  that  at  the 
beginning  a  large  part  of  the  subject  will  remain  unintelligible,  and  that, 
at  a  later  stage,  the  student  will  not  have  gained  the  power  of  making 
use  of  the  principles  in  the  simple  cases  occurring  in  the  applied  seien ces. 

It  is  my  opinion  that  in  teaching  it  is  not  only  admissible,  but  ab- 
solutely  necessary,  to  be  less  abstract  at  the  start,  to  have  constant  regard 
to  the  applications,  and  to  refer  to  the  refinements  only  gradually  as  the 
Student  becomes  able  to  understand  them.  This  is,  of  course,  nothing  but 
a  universal  pedagogical  principle  to  be  observed  in  all  mathematical  in- 
struction. 

Among  recent  German  works  I  may  recommend  for  the  use  of  be- 
ginners, for  instance,  Kieperts  new  and  revised  edition  of  Stegemanns 
text-book^^j;  this  work  seems  to  comb  ine  simplicity  and  clearness  with 
sufficient  mathematical  rigour.  On  the  other  hand,  it  is  a  matter  of  course 
that  for  more  advanced  students,  especially  for  professional  mathematicians, 
the  study  of  works  like  that  of  Jordan  is  quite  indispensable. 

I  am  led  to  these  remarks  by  the  consciousness  of  a  growing  danger 
in  the  higher  educational  System  of  Germany,  —  the  danger  of  a  Separation 
between  abstract  mathematical  science  and  its  scientific  and  technical 
applications.  Such  Separation  could  only  be  deplored;  for  it  would  ne- 
cessarily be  followed  by  shallowness  on  the  side  of  the  applied  sciences, 
and  by  Isolation  on  the  part  of  pure  mathematics. 


^^)  Grundriß  der  Differential-  und  Integralrechnung,    6.  Auflage.   Herausgegeben 
von  Kiepert.    Hannover,  Helwing,  1892. 
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[Nachrichten  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Geschäftliche  Mitteilungen.    1895.    Heft  2: 


Hochgeehrte  Anwesende!  Wenn  sich  die  Einzelheiten  der  mathemati- 
schen Wissenschaft  naturgemäß  dem  Verständnis  und  damit  dem  Interesse 
der  Fernerstehenden  entziehen,  so  darf  der  Mathematiker  doch  vielleicht 
unternehmen,  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  bezeichnen,  unter  denen  er  die 
Entwicklung  seiner  Wissenschaft  sieht,  und  dieses  um  so  mehr,  wenn 
diese  Gesichtspunkte  für  sein  Verhalten  zu  den  Nachbargebieten  maßgebend 
sind.  So  möchte  ich  bei  der  heutigen  Gelegenheit  versuchen,  meine  Stel- 
lung zu  derjenigen  wichtigen  mathematischen  Richtung  zu  bezeichnen,  als 
deren  Hauptrepräsentant  Weier Straß  dasteht,  dessen  80  jährigen  Geburts- 
tag wir  eben  gefeiert  haben,  —  zur  Arithmetisierung  der  Mathematik. 
Ich  muß  wohl  einige  Erklärungen  über  die  Entstehung  und  die  Tendenz 
dieser  Richtung  vorausschicken. 

Gemeinhin  verbindet  man  mit  dem  Begriffe  der  Mathematik  schlecht- 
weg die  Idee  eines  streng  logisch  gegliederten  auf  sich  selbst  ruhenden 
Systems,  wie  uns  ein  solches  etwa  in  der  Geometrie  des  Euklid  entgegen- 
tritt. Indes  ist  der  Geist,  aus  dem  die  moderne  Mathematik  geboren 
wurde,  ein  ganz  anderer.  Von  der  Naturbeobachtung  ausgehend,  auf 
Naturerklärung  gerichtet,  hat  er  ein  philosophisches  Prinzip,  das  Prinzip 
der  Stetigkeit,  an  die  Spitze  gestellt.  So  ist  es  bei  den  großen  Bahn- 
brechern bei  Newton  und  Leibniz,  so  ist  es  das  ganze  18.  Jahrhundert 
hindurch,  welches  für  die  Entwicklung  der  Mathematik  recht  eigentlich 
ein  Jahrhundert  der  Entdeckungen  gewesen  ist.  Allmählich  erst  erwacht 
wieder  eine  strengere  Kritik,  welche  nach  der  logischen  Berechtigung  der 
kühnen  Entwicklungen  fragt,  —  gleichsam  eine  Wiederaufrichtung  der 
geordneten  Verwaltung  nach  einem  langen  Eroberungszuge.  Das  ist  die 
Periode    von    Gauss    und    Abel,    von    Cauchy    und    Dirichlet.      Aber 

^)  [Vortrag,  gehalten  in  der  öffentlichen  Sitzung  der  Kgl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen  am  2.  Nov^ember  1895.  —  Dieser  Vortrag  ist  vielfach 
übersetzt  worden.! 
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hierbei  ist  es  nicht  geblieben.  Bei  Gauss  wird  die  Raumanschauung, 
insbesondere  die  Anschauung  von  der  Stetigkeit  des  Raumes  noch  unbe- 
denklich als  Beweisgrund  benutzt.  Da  zeigte  die  nähere  Untersuchung, 
daß  hierbei  nicht  nur  vieles  Unbewiesene  unterlief,  sondern  daß  die  Raum- 
anschauung dazu  geführt  hatte,  in  übereilter  Weise  Sätze  als  allgemein- 
gültig anzusehen,  die  es  nicht  sind.  Daher  die  Forderung  ausschließlich 
arithmetischer  Beweisführung .  Als  Besitzstand  der  Wissenschaft  soll  nur 
angesehen  werden,  was  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen  Rechnungs- 
operationen als  identisch  richtig  klar  erwiesen  werden  kann.  Ein  Blick 
auf  die  neueren  Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung  genügt, 
um  den  großen  Uinschwung  der  Methode  wahrzunehmen.  Wo  sonst  Figuren 
als  Beweismittel  dienten,  da  sind  es  jetzt  immer  wiederholte  Betrachtungen 
über  Größen,  die  kleiner  werden  oder  angenommen  werden  können,  als 
jede  noch  so  kleine  vorgegebene  Größe.  Da  werden  Erörterungen  voran- 
gestellt, was  die  Stetigkeit  einer  Variabelen  bedeuten  soll  oder  nicht  be- 
deuten soll  und  ob  von  Differentiation  oder  Integration  einer  Funktion 
überhaupt  die  Rede  sein  kann.  Das  ist  der  Weierstraßsche  Habitus  der 
Mathematik,  die  Weierstraßsche  Strenge,   wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt. 

Natürlich  ist  auch  sie  nichts  Absolutes,  sondern  kann  weitergebildet 
werden,  indem  man  sich  hinsichtlich  der  Verknüpfung  der  Größen  noch 
weitergehende  Beschränkungen  auferlegt.  Ich  nenne  in  dieser  Hinsicht 
Krön  eckers  Tendenz,  die  Irrationalzahlen  zu  verbannen  und  die  mathe- 
matische Wissenschaft  in  Beziehungen  allein  zwischen  ganzen  Zahlen  auf- 
zulösen. Ich  nenne  ferner  die  Bestrebungen,  für  die  verschiedenen  Arten 
der  logischen  Verknüpfung  kurze  Zeichen  einzuführen,  um  dadurch  die 
Ideenassoziationen,  sowie  die  Unbestimmtheiten  auszuschließen,  welche  sich 
bei  Anwendung  der  gewöhnlichen  Sprachformen  unbemerkt  und  darum 
unkontrolliert  einschleichen.  In  dieser  Hinsicht  ist  neuerdings  insbeson- 
dere ein  italienischer  Gelehrter,  dem  wir  schon  nach  anderer  Seite  ver- 
schiedene interessante  Bemerkungen  verdanken,  Peano  in  Turin,  hervor- 
getreten. 

Alle  diese  Entwicklungen  möchte  ich  im  folgenden  unter  das  eine 
Wort:  Arithmetisierung  der  Mathematik  mit  begreifen.  Und  nun  soll 
meine  Aufgabe  sein,  von  der  Bedeutung  zu  reden,  welche  die  so  bezeich- 
nete Gesamtrichtung  über  das  Gebiet  der  Analysis  hinaus  für  die  übrigen 
Teile  unserer  Wissenschaft  besitzen  dürfte.  Darin  liegt,  wie  Sie  verstehen, 
einerseits  die  völlige  Anerkennung  der  außerordentlichen  Wichtigkeit  der 
hierher  gehörigen  Entwicklungen,  andererseits  aber  eine  Zurückweisung 
der  Auffassung,  als  sei  in  der  arithmetisierten  Wissenschaft  wie  in  einem 
Extrakt  der  eigentliche  Inhalt  der  Mathematik  bereits  erschöpfend  ent- 
halten.   Ich  habe  meine  Auffassung  dementsprechend  nach  zwei  Seiten  zu 
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entwickeln,  nach  einer  positiven,  zustimmenden  und  einer  negativen,  ab- 
wehrenden. Indem  ich  als  das  Wesen  der  Sache  nicht  die  arithmetische 
Form  der  Gedankenentwicklung  ansehe,  sondern  die  durch  diese  Form  er- 
reichte logische  Verschärfung,  ergibt  sich  die  Forderung  —  und  dieses  ist 
die  positive  Seite  meines  Programms  — ,  in  Anlehnung  an  die  arithmeti- 
sche Begründung  der  Analysis  die  übrigen  Disziplinen  der  Mathematik 
einer  Neubearbeitung  zu  unterziehen.  Andererseits  aber  habe  ich  auszu- 
führen und  stark  zu  betonen  —  das  ist  die  negative  Seite  — ,  daß  die 
Mathematik  keineswegs  durch  die  logische  Deduktion  erschöpft  wird,  daß 
vielmehr  neben  der  letzteren  die  Anschauung  auch  heute  ihre  volle  spe- 
zifische Bedeutung  behält.  —  Die  Vollständigkeit  würde  eigentlich  ver- 
langen, daß  ich  auch  noch  von  der  algorithmischen  Seite  der  Mathematik, 
also  von  der  Bedeutung  der  formalen  Methoden  spreche,  doch  möchte  ich 
diesen  Gegenstand,  der  mir  persönlich  ferner  liegt,  bei  der  heutigen  Ge- 
legenheit beiseite  lassen. 

Sie  wollen  übrigens  meine  Erörterungen  nicht  so  verstehen,  als  hätte 
ich  im  einzelnen  viel  Neues  zu  sagen.  Vielmehr  handelt  es  sich  im  wesent- 
lichen darum.  Vorhandenes  zusammenzutragen  und  zu  gruppieren  und,  wo 
es  nötig  sein  sollte,  in  seiner  Berechtigung  hervortreten  zu  lassen. 

Bei  der  kurzen  mir  zugewiesenen  Zeit  werde  ich  mich  auf  Hervorhebung  j 
einiger  Hauptpunkte  beschränken  müssen.  Lassen  Sie  mich  zunächst 
skizzieren,  wie  sich  die  positive  Seite  meiner  Auffassung  auf  dem  Gebiete 
der  Geometrie  gliedert.  Die  Arithmetisierung  der  Mathematik  hat,  wie 
ich  andeutete,  ihren  ursprünglichen  Ausgangspunkt  darin  genommen,  daß 
sie  die  Raumanschauung  zurückdrängte.  Indem  wir  uns  zur  Geometrie 
wenden,  wird  das  erste  sein,  daß  wir  die  auf  arithmetischem  Wege  ge- 
wonnenen Resultate  mit  der  Raumanschauung  wieder  in  Verbindung  setzen. 
Ich  verstehe  das  hier  so,  daß  wir  die  gewöhnlichen  Grundlagen  der  ana- 
lytischen Geometrie  akzeptieren  und  von  derselben  aus  die  geometrische 
Interpretation  der  neueren  analytischen  Entwicklungen  suchen.  Es  ist 
dies  nicht  etwa  schwierig,  aber  trotzdem  besonders  anregend,  wie  ich  dies 
im  verflossenen  Jahre  in  einem  diesem  Gegenstande  gewidmeten  Seminare 
nach  vielen  Richtungen  hin  habe  verfolgen  können.  Es  resultiert  eine 
Übung  der  Raumanschauung,  welche  auf  eine  Verfeinerung  derselben  hin- 
auskommt; andererseits  belohnt  sich  der  Ansatz  dadurch,  daß  die  in  Be- 
tracht kommenden  analytischen  Entwicklungen  unmittelbar  einleuchten 
und  dadurch  den  Charakter  des  Paradoxen  verlieren,  der  ihnen  sonst  viel- 
fach anhaftet.  Was  ist  der  allgemeinste  Begriff  einer  Kurve,  einer  Fläche  ? 
Was  meint  man  damit,  wenn  man  eine  Kurve  usw.  als  „analytisch"  oder 
„nicht  analytisch"  bezeichnet?  Diese  und  ähnliche  Fragen  müssen  bis 
zur  vollen  Evidenz  durchgebildet  werden.   —  Das  zweite  ist,  daß  wir  die 
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Grundlage  der  Geometrie  in  neue  Untersuchung  ziehen.  Dies  könnte  an 
sich  sehr  wohl,  wie  in  früherer  Zeit,  in  rein  geometrischer  Weise  geschehen, 
aber  durch  die  obwaltenden  Umstände  ist  auch  hier  die  Bezugnahme  auf 
das  Begriffssystem  der  Analysis,  also  die  Verwendung  der  analytisch- 
geometrischen Methode  in  erster  Linie  gegeben.  Die  äußere  Untersuchung 
der  Formeln,  durch  die  wir  die  Raumgebilde  darstellen  sollen,  also  [etwa]  die 
sogenannte  Nicht- Euklidische  Geometrie  und  was  damit  zusammenhängt, 
ist  nur  erst  die  eine  Seite  der  Sache;  die  tiefer  liegende  Frage  ist,  warum 
wir  den  Inbegriff  der  Raumpunkte  überhaupt  als  Zahlenmannigfaltigkeit 
ansehen  dürfen,  in  der  Art,  daß  wir  zwischen  den  in  drei  Richtungen 
geordneten  Rationalzahlen  in  bekannter  Weise  die  Irrationalzahlen  inter- 
polieren. Wir  kommen  zu  der  Auffassung,  daß  die  Raumanschauung  zu- 
nächst etwas  Ungenaues  ist,  welches  wir  zum  Zwecke  der  mathematischen 
Behandlung  in  den  sogenannten  Axiomen  (die  uns  wirkliche  Forderungs- 
sätze vorstellen)  idealisieren.  Von  philosophischer  Seite  hat  die  hier  vor- 
liegenden Probleme  insbesondere  der  früh  verstorbene  Kerry  bearbeitet; 
ich  glaube  seinen  Entwicklungen  in  der  Hauptsache  zustimmen  zu  können, 
namentlich  auch  was  seine  Kritik  von  P.  Du  Bois  angeht.  —  Umgekehrt 
wird  uns  jetzt  die  neue  Festlegung  der  Raumauffassung  zur  Quelle  neuer 
analytischer  Begriffsbildungen.  Wir  glauben  im  Räume  die  unendliche 
Zahl  der  Punkte  und  der  aus  ihnen  zusammengesetzten  Gebilde  unmittel- 
bar vor  uns  zu  sehen.  Von  hier  aus  sind  die  grundlegenden  Untersuchungen 
über  Mengen  und  transfinite  Zahlen  erwachsen,  mit  denen  Georg  Cantor 
der  arithmetischen  Wissenschaft  ganz  neue  Ideenkreise  erschlossen  hat.  ■ — 
Endlich  aber  verlangen  wir,  daß  der  neue  Standpunkt  auch  in  der  ferneren 
Darstellung  der  Geometrie,  insbesondere  der  Infinitesimalgeometrie,  zur 
Geltung  komme.  Am  leichtesten  wird  das  wieder  geschehen,  wenn  wir 
auch  hier  an  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  festhalten.  Natür- 
lich empfehle  ich  darum  nicht  ein  blindes  Rechnen  mit  x,  y,  z,  sondern 
nur  einen  subsidiären  Gebrauch  dieser  Größen  überall  da,  wo  es  sich  um 
die  präzise  Festlegung  eines  Grenzüberganges  handelt. 

Hiermit  haben  Sie  in  seinen  Umrissen  das  neue  geometrische  Programm. 
Dasselbe  ist,  wie  Sie  erkennen,  sehr  verschieden  von  den  Tendenzen,  die 
in  der  ersten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  vorwalteten  und  damak  zur  Ent- 
wicklung der  projektiven  Geometrie  führten  (welche  längst  ein  bleibender 
Bestandteil  unserer  Wissenschaft  geworden  ist).  Die  projektive  Geometrie 
hat  uns  zahlreiche  neue  Gebiete  der  Wissenschaft  mit  großer  Leichtigkeit 
erschlossen,  man  rühmte  von  ihr  mit  Recht,  daß  sie  auf  ihrem  Gebiete 
einen  „Königsweg"  darstelle.  Unser  neuer  Weg  ist  statt  dessen  mühsam 
und  dornenvoll  und  es  bedarf  fortgesetzter  Sorgfalt,  um  sich  durch  die 
Hindernisse  desselben  durchzuwinden .    Wir  nähern  uns  dabei  wieder  mehr 
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der  Art  der  antiken  Geometrie  und  lernen  geradezu  das  Wesen  der  letzteren 
vermöge  unserer  modernen  Auffassungen  in  neuer  Weise  verstehen,  wie 
noch  letzthin  Zeuthen  in  glänzender  Weise  dargelegt  hat.  —  Dieselbe 
Denkweise  werden  wir  weiterhin  in  die  Gebiete  der  Mechanik  und  mathe- 
matischen Physik  hineintragen.  Ich  will  hier,  um  nicht  zu  ausführlich 
zu  werden,  dies  nur  an  zwei  Beispielen  erläutern.  Alle  angewandte  Ma- 
thematik muß  das  tun,  was  ich  soeben  bereits  bei  der  Raumanschauung 
als  notwendig  bezeichnete,  sie  muß  zum  Zwecke  der  mathematischen  Be- 
trachtung ihre  Gegenstände  idealisieren.  Nun  finden  wir  durchweg,  daß 
auf  einem  und  demselben  Gebiete,  je  nach  dem  Ziele,  welches  man  im 
Auge  hat,  verschiedene  Arten  der  Idealisierung  nebeneinander  gebraucht 
werden.  Dahin  gehört,  um  nur  dies  eine  zu  nennen,  daß  man  die  Materie 
bald  als  kontinuierlich  den  Raum  erfüllend  behandelt,  bald  wieder  als 
diskontinuierlich  aus  einzelnen  Molekülen  bestehend,  die  man  sich  selbst 
entweder  als  ruhend  denkt  oder  aber  in  lebhafter  Bewegung  begriffen. 
Wieso  und  in  welchem  Grade  sind  diese  verschiedenen  Vorstellungsweisen 
für  die  aus  ihnen  zu  ziehenden  Folgerungen  mathematisch  gleichwertig? 
Die  älteren  Darstellungen  von  Poisson  u.  a.,  wie  auch  die  Entwicklungen 
der  kinetischen  Gastheorie  sind  für  den  modernen  Mathematiker  in  dieser 
Hinsicht  nicht  eingehend  genug;  wir  müssen  eine  von  Anfang  beginnende 
Neubearbeitung  des  Problems  verlangen.  Ich  vermute,  daß  eine  in  Aus- 
sicht stehende  Publikation  von  Boltzmann  hierüber  interessante  Auf- 
schlüsse bringen  wird.  —  Eine  andere  Fragestellung  ist  diese.  Das  phy- 
sikalische Experiment  versieht  uns  vielfach  mit  Erfahrungstatsachen,  die 
wir  unwillkürlich  mathematisch  verallgemeinern  und  als  Theoreme  auf  die 
idealisierten  Gebilde  übertragen.  Dahin  gehört  die  Existenz  der  sogenannten 
Greenschen  Funktion  bei  beliebiger  geschlossener  Oberfläche  und  beliebig 
anzunehmendem  Pol,  —  entsprechend  der  Tatsache  aus  dem  Gebiet  der 
Elektrizität,  daß  sich  auf  jedem  leitenden  Körper  unter  dem  Einflüsse 
irgendwelches  elektrisierten  Punktes  eine  Gleichgewichtsbelegung  bildet. 
Dahin  gehört  die  Anwendung,  welche  ich  gelegentlich  von  den  elektrischen 
Strömen  gemacht  habe,  die  in  einer  beliebigen  leitenden  Fläche  bei  Auf- 
setzung der  Poldrähte  einer  galvanischen  Säule  entstehen,  indem  ich  näm- 
lich zeigtQ,  daß  deren  Betrachtung  unmittelbar  zu  den  Fundamentalsätzen 
aus  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  hinleitet.  Es  gehört 
dahin  das  Theorem,  daß  jeder  begrenzte  elastische  Körper  einer  unend- 
lichen Reihe  harmonischer  Eigenschwingungen  fähig  sei,  und  anderes  mehr. 
Sind  dies  wirklich,  abstrakt  genommen,  richtige  mathematische  Sätze,  bez. 
wie  muß  man  sie  einschränken  und  präzisieren,  damit  sie  richtig  werden? 
Die  Mathematiker  haben  mit  Erfolg  versucht,  hier  einzugreifen,  zuerst 
C.  Neumann  und  Schwarz  in  der  Theorie  des  Potentials,  dann  neuerdings 
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die  französischen  Gelehrten,  an  die  deutschen  Arbeiten  anknüpfend,  —  mit 
dem  Resultate,  daß  sich  die  der  Physik  entnommenen  Theoreme  in  aus- 
gedehntem Maße  als  stichhaltig  erwiesen  haben.  —  Sie  sehen  hier  deutlich, 
wenn  ich  es  noch  ausdrücklich  hervorheben  soll,  um  was  es  sich  bei  den 
in  Rede  stehenden  Untersuchungen  handelt:  nicht  sowohl  um  neue  physi- 
kalische Einsicht,  sondern  um  abstrakte  mathematische  Beweisführung,  die 
wir  um  ihrer  selbst  willen  anstreben,  um  der  Klarheit  und  Bestimmtheit 
willen,  die  dadurch  in  unsere  Auffassung  der  Erscheinungen  hineingetragen 
wird.  Oder,  wenn  ich  einen  Ausdruck  Jacobis  in  allerdings  etwas  modi- 
fiziertem Sinne  gebrauchen  darf,  es  handelt,  sich  allein  um  die  Ehre  des 
menschlichen  Geistes. 

Hochgeehrte  Anwesende!  Indem  ich  mich  solcherweise  ausdrücke,  ist 
es  fast  schwer,  nunmehr  im  Gegensatze  zu  den  bisherigen  Betrachtungen 
der  Anschauung  den  ihr  gebührenden  Anteil  an  unserer  Wissenschaft  zu 
sichern.  Und  doch  ruht  gerade  in  dieser  Antithese  der  eigentliche  Sinn 
meiner  heutigen  Darlegungen.  Dabei  denke  ich  nicht  so  sehr  an  die  aus- 
gebildete Form  der  Anschauung,  von  der  soeben  die  Rede  war,  also  an 
die  Anschauung,  die  sich  unter  Einwirkung  der  logischen  Deduktion  ent- 
wickelt hat  und  die  ich  als  eine  Form  des  Gedächtnisses  bezeichnen  möchte, 
als  vielmehr  an  die  naive  Anschauung,  welche  zum  guten  Teile  ein  an- 
geborenes Talent  ist  und  sich  übrigens  aus  der  eingehenden  Beschäftigung 
mit  diesem  oder  jenem  Teile  der  Wissenschaft  unbewußt  herausbildet.  Das 
Wort  „Anschauung'^  ist  vielleicht  nicht  zweckmäßig  gewählt.  Ich  möchte 
hier  die  motorische  Empfindung  mit  einschließen,  mit  welcher  der  Ingenieur 
die  Kräfteverteilung  in  irgendwelcher  von  ihm  durchgeführten  Konstruktion 
beurteilt,  und  selbst  das  unbestimmte  Gefühl  betr.  die  Konvergenz  ihm 
vorliegender  unendlicher  Prozesse,  welches  der  geübte  Zahlenrechner  besitzt. 
Ich  sage,  daß  die  so  verstandene  mathematische  Anschauung  auf  ihrem 
Gebiete  überall  dem  logischen  Denken  voraneilt  und  also  in  jedem  Mo- 
mente einen  weiteren  Bereich  besitzt  als  dieses. 

Hier  könnte  ich  nun  erstlich  einen  historischen  Exkurs  darüber  ein- 
schalten, wie  bei  der  Entwicklung  der  meisten  Zweige  unserer  Wissenschaft 
in  der  Tat  die  Anschauung  den  Anfang  gemacht  hat  und  die  strenge  lo- 
gische Behandlung  erst  folgte.  Und  zwar  gilt  dies  nicht  nur  im  großen 
von  der  Entstehung  der  Infinitesimalrechnung,  wie  ich  bereits  ia  der  Ein- 
leitung andeutete,  es  gilt  ebensowohl  von  vielen  Gebieten,  die  erst  im 
Laufe  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  ihren  Ursprung  genommen  haben. 
Ich  erinnere  in  dieser  Hinsicht,  um  nur  eines  zu  nennen,  an  Riemanns 
Funktionentheorie  komplexer  Variabler,  und  füge  gern  zu,  daß  diejenige 
Disziplin,  welche  lange  Zeit  am  meisten  von  der  Anschauung  abgewandt 
schien,    die    Zahlentheorie,    eben    nun    durch    Heranziehung    anschaulicher 
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Methoden  in  den  Händen  von  Minkowski  und  anderen  einem  neuen 
Aufschwünge  entgegen  zu  gehen  scheint.  Weiterhin  wäre  von  großem 
Interesse,  die  Entwicklung  nicht  der  einzelnen  mathematischen  Disziplin, 
sondern  der  individuellen  mathematischen  Persönlichkeit  unter  dem  vor- 
liegenden Gesichtspunkte  zu  verfolgen.  Ich  begnüge  mich  in  dieser  Hin- 
sicht hier  mit  der  Angabe,  daß  die  zwei  wirksamsten  mathematischen 
Forscher  der  Jetztzeit,  Lie  in  Leipzig  und  Poincare  in  Paris,  beide  ur- 
sprünglich in  der  Anschauung  wurzeln.  Aber  alles  dies  würde,  wenn  ich 
weiter  darauf  eingehen  wollte,  zu  sehr  in  spezifische  Einzelheiten  hinein- 
führen und  schließlich  nur  außerordentliche  Fälle  betreffen.  Ich  will  lieber 
schildern,  was  die  einigermaßen  geübte  Anschauung  tagtäglich  über  die 
rechnerische  oder  konstruktive  Behandlung  hinaus  für  die  quantitative  Be- 
handlung der  physikalischen  oder  technischen  Probleme  leistet.  Wenn  ich 
beispielsweise  auf  die  beiden  Angaben  der  Elektrizitätslehre  zurückkommen 
darf,  auf  die  ich  eben  Bezug  nahm,  so  wird  jeder  Physiker  im  vorgegebenen 
Falle  ohne  weiteres  den  Verkauf  der  Niveauflächen  der  Greenschen  Funktion, 
bez.  der  Stromkurven  bei  dem  zweiten  der  genannten  Experimente  ziem- 
lich richtig  zeichnen  können,  Oder  nehmen  Sie  den  Fall  irgendwelcher 
Differentialgleichung,  ich  will  sagen  (um  beim  einfachsten  Falle  zu  bleiben) 
einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein,  Höchst- 
wahrscheinlich versagt  die  analytische  Behandlung,  Demungeachtet  kann 
man  auf  graphischem  Wege  den  allgemeinen  Verlauf  der  Integralkurven 
sofort  angeben,  wie  dies  noch  neulich  von  Lord  Kelvin  —  einem  der 
großen  Meister  der  mathematischen  Anschauung  —  für  eine  berühmte 
Differentialgleichung  des  Dreikörperproblems  gezeigt  worden  ist.  Es  handelt 
sich  in  allen  solchen  Fällen,  wenn  wir  die  Sache  in  der  Sprache  der  Ana- 
lysis  bezeichnen  sollen,  um  eine  Art  von  Interpolation,  bei  der  weniger 
auf  Genauigkeit  im  Einzelnen  als  auf  Berücksichtigung  der  allgemeinen 
Bedingungen  Gewicht  gelegt  wird.  Ich  will  noch  ausdrücklich  betonen, 
daß  wir  bei  der  Aufstellung  aller  unserer  Naturgesetze,  oder  überhaupt, 
wenn  wir  versuchen,  irgendwelchen  äußeren  Vorgang  mathematisch  zu 
formulieren,  von  einer  ähnlichen  Kunst  des  Interpolierens  Gebrauch  machen. 
Denn  es  gilt  immer  unter  der  Menge  der  zufälligen  Störungen  die  ein- 
fachen Zusammenhänge  der  wesentlichen  Größen  hervorzuziehen.  Das  ist 
schließlich  dasselbe,  was  ich  oben  als  das  Verfahren  der  Idealisierung  be- 
zeichnet habe.  Die  logische  Überlegung  tritt  allemal  erst  in  ihr  Recht, 
wenn  die  Anschauung  die  Aufgabe  der  Idealisierung  vollzogen  hat. 

Ich  bitte,  diese  Angaben  nicht  als  eine  Erklärung,  sondern  als  eine 
Schilderung  tatsächlicher  Verhältnisse  aufzunehmen.  Der  Mathematiker 
kann  nicht  mehr,  als  durch  Selbstbeobachtung  die  Eigenart  des  im  ein- 
zelnen Falle  statthabenden  psychischen  Vorganges  konstatieren.    Vielleicht 
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werden  wir  über  die  näheren  Beziehungen  der  von  der  Anschauung  aus- 
gehenden Prozesse  zum  logischen  Denkvermögen  eines  Tages  von  der  Phy- 
siologie und  der  experimentellen  Psychologie  genaueren  Aufschluß  erhalten. 
Daß  es  sich  dabei  in  der  Tat  um  verschiedene,  d.  h.  nicht  notwendig  ver- 
knüpfte Seelentätigkeiten  handelt,  wird  durch  die  großen  Differenzen  be- 
stätigt, welche  die  Beobachtung  verschiedener  Individuen  ergibt.  Die 
modernen  Psychologen  unterscheiden  eine  visuelle,  eine  motorische  und 
eine  auditive  Veranlagung.  Es  scheint,  daß  die  mathematische  Anschauung, 
wie  ich  sie  hier  verstehe,  den  beiden  ersten  Arten  der  Begabung,  die 
logische  Auffassung  mehr  der  letzteren  eignet.  Die  Psychologie  steht  erst 
in  den  Anfängen  derartiger  Untersuchungen,  die  ich  mit  vielen  Fachgenossen 
freudig  begrüße.  Denn  wir  hofEen,  daß  in  unserer  Wissenschaft  und  ihrem 
Betriebe  viele  Meinungsverschiedenheiten,  die  jetzt  notwendig  unausgetragen 
bleiben,  verschwinden  werden,  wenn  wir  erst  über  die  psychologischen 
Vorbedingungen  des  mathematischen  Denkens  und  deren  individuelle  Ver- 
schiedenheit genauer  unterrichtet  sein  werden. 

Ich  darf  hier  kurz  auf  die  pädagogische  Seite  der  Mathematik  ein- 
gehen. Wir  beobachten  betreffs  derselben  in  Deutschland  zurzeit  eine 
sehr  merkwürdige  Sachlage.  Es  sind  zwei  entgegengesetzte  Strömungen, 
die  nebeneinander  herlaufen,  ohne  bisher  nennenswert  aufeinander  ein- 
zuwirken. Bei  den  Lehrern  unserer  Gymnasien  wird  die  Notwendigkeit 
eines  an  die  Anschauung  anschließenden  mathematischen  Unterrichts  im 
Augenblicke  vielfach  so  stark  betont,  daß  man  gezwungen  ist  zu  wider- 
sprechen und  umgekehrt  die  Notwendigkeit  eingehender  logischer  Entwick- 
lungen zu  betonen;  das  ist  der  Sinn  einer  kleinen  Schrift,  die  ich  im  ver- 
gangenen Sommer  über  elementargeometrische  Probleme  veröffentlicht  habe  '^). 
Bei  den  Hochschullehrern  unseres  Fachs  aber  liegt  die  Sache  genau  um- 
gekehrt: die  Anschauung  wird  häufig  nicht  nur  unterschätzt,  sondern  nach 
Möglichkeit  überhaupt  beiseite  geschoben.  Es  ist  dies  ohne  Zweifel  eine 
Folge  der  großen  inneren  Wichtigkeit,  welche  den  arithmetisierenden  Ten- 
denzen der  modernen  Mathematik  innewohnt.  Aber  die  Wirkung  geht  weit 
über  das  richtige  Ziel  hinaus.  Es  ist  Zeit,  einmal  öffentlich  auszusprechen, 
daß  es  sich  dabei  nicht  nur  um  eine  verkehrte  Pädagogik,  sondern  um 
eine  schiefe  Gesamtauffassung  der  Wissenschaft  handelt.  Ich  lasse  der 
Eigenart  des  einzelnen  akademischen  Dozenten  gern  den  freiesten  Spiel- 
raum und  habe  es  darum  immer  abgelehnt,  allgemeine  Regeln  für  den 
höheren  mathematischen  Unterricht  in  Vorschlag  zu  bringen.  Das  soll 
mich  nicht  hindern  auszusprechen,  daß  jedenfalls  zwei  Kategorien  mathe- 
matischer Vorlesungen  notwendig  von  der  Anschauung  ihren  Ausgangspunkt 

'^)  [Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie  (ausgearbeitet 
von  F.  Tägert)  im  Verlag  von  B.  G.  Teubner,  1895.] 
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nehmen  sollten.  Das  sind  erstlich  die  Elementarvorlesungen,  welche  den 
Anfänger  überhaupt  in  die  höhere  Mathematik  einleiten,  —  wird  doch  der 
Lernende  naturgemäß  im  kleinen  immer  denselben  Entwicklungsgang 
durchlaufen,  den  die  Wissenschaft  im  großen  gegangen  ist.  Das  sind  ferner 
diejenigen  Vorlesungen,  deren  Zuhörer  von  vornherein  darauf  angewiesen 
sind,  sehr  wesentlich  mit  der  Anschauung  zu  arbeiten,  also  die  Vorlesungen 
für  Natm-forscher  und  Ingenieure.  Wir  haben  durch  einseitige  Überspan- 
nung der  logischen  Form  in  diesen  Kreisen  viel  von  der  allgemeinen  Gel- 
tung verloren,  welche  der  Mathematik  naturgemäß  fiikommt,  und  es  ist 
Zeit  und  eine  ernste  Pflicht,  daß  wir  diese  Geltung  durch  ein  zweckmäßi- 
geres Verhalten  zurückgewinnen. 

Doch  ich  kehre  zur  theoretischen  Betrachtung  zurück.  Die  Gesamt- 
auffassung, welche  ich  bezüglich  der  heutigen  Aufgaben  der  mathematischen 
Wissenschaft  vertrete,  braucht  kaum  noch  besonders  formuliert  zu  werden. 
Indem  ich  überall  die  vollste  logische  Durcharbeitung  des  Stoffes  verlange, 
betone  ich  zugleich,  daß  daneben  die  anschauungsmäßige  Erfassung  und 
Verarbeitung  desselben  auf  alle  Weise  gefördert  werden  soll.  Mathematische 
Entwicklungen,  welche  der  Anschauung  entstammen,  dürfen  nicht  eher  als 
fester  Besitz  der  Wissenschaft  gelten,  als  sie  nicht  in  strenge  logische  Form 
gebracht  sind.  Umgekehrt  kann  uns  die  abstrakte  Darlegung  logischer 
Beziehungen  nicht  genügen,  solange  nicht  deren  Tragweite  für  jede  Art 
der  Anschauung  lebendig  ausgestaltet  ist,  und  wir  die  mannigfachen  Ver- 
bindungen erkennen,  in  welche  das  logische  Schema,  je  nach  dem  Gebiete, 
welches  wir  wählen,  zu  anderen  Teilen  unserer  Erkenntnis  tritt.  —  Ich 
vergleiche  die  mathematische  Wissenschaft  mit  einem  Baume,  der  seine 
Wurzeln  nach  unten  immer  tiefer  in  das  Erdreich  treibt,  während  er  nach 
oben  seine  schattengebenden  Äste  frei  entfaltet.  Sollen  wir  die  Wurzel 
oder  die  Zweige  als  den  wesentlicheren  Teil  ansehen?  Die  Botaniker  be- 
lehren uns,  daß  die  Frage  falsch  gestellt  ist,  daß  vielmehr  das  Leben  des 
Organismus    auf    der   Wechselwirkung  seiner  verschiedenen  Teile  beruht. 


XLVIII.  Auszug  aus  dem  Gutachten  der  Göttinger 
,-    philosopliisclien  Fakultät 
betreffend  die  Beneke-Preisaufgabe  für  1901/) 

[Math.  Annalen,  Bd.  55  (1902).] 


Die  philosophische  Fakultät  hatte  im  März  1898  folgende  Aufgabe 
gestellt^): 

„Als  allgemein  geltende  Grundlage  für  die  mathematische  Behandlung 
der  Naturerscheinungen  ist  lange  Zeit  hindurch  das  Prinzip  der  Stetigkeit 
oder  noch  spezieller  die  Darstellung  durch  unbeschränkt  differentiierbare 
Funktionen  angesehen  worden.  Diese  Grundlage  wurde  von  den  Erfindern 
der  Differential-  und  Integralrechnung  als  etwas  Selbstverständliches  ein- 
geführt; die  Fortschritte  der  mathematischen  Forschung  haben  aber  je 
länger  je  mehr  gezeigt,  daß  dabei  eine  sehr  große  Zahl  stillschweigender 
Voraussetzungen  zugrunde  lag,  zu  denen  man  bei  der  immer  vorhandenen 
Ungenauigkeit  unserer  sinnlichen  Wahrnehmungen  keineswegs  gezwungen 
ist.  Auch  tritt  mit  dem  genannten  Ansätze  die  Annahme  der  molekularen 
Konstitution  der  Materie  von  vornherein  in  Widerspruch.  Die  Fakultät 
wünscht  eine  von  aktuellem  wissenschaftlichen  Interesse  getragene  Schrift, 
welche  die  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  in  allgemein  verständlicher 
Weise  darlegt  und  die  Zulässigkeit ,  bez.  Zweckmäßigkeit  der  üblichen 
Darstellung  einer  eingehenden  Prüfung  untsrwirft.  Die  Schrift  kann  mehr 
nach  mathematischer  oder  philosophischer  und  psychologischer  Seite  aus- 
holen;   historische  Studien    sind  erwünscht,    werden  aber  nicht  verlangt". 

Auf  diese  Aufgabe  hin  sind  bei  dem  Dekan  der  Fakultät  drei  Arbeiten 
rechtzeitig  eingelaufen,  [deren  keiner  aber  ein  Preis  zuerkannt  werden 
konnte].   Jedenfalls  möge  hier  eine  ausführlichere  Erläuterung  der  Preisfrage 

^)  [Das  betr.  Gutachten  ist  in  extenso  in  den  GöLtinger  Nachrichtan  vom  April  1901 
(Geschäftliche  Mitteilungen,    Heft  1)  publiziert;    ich  bringe  hier  wie  schon  in  Bd.  55 
der  Math.  Annalen  denjenigen  Teil  zum  Wiederabdruck,  der  allgemeines  mathematisches 
Interesse  besitzen  dürfte.    K.^ 

-)  Vgl.  Göttinger  Nachrichten,  1898. 
Klein,  Gesaramelte  math.  Abhandlungen.  II.  16 
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gegeben  werden,  einmal,  weil  die  ursprüngliche  Formulierung  in  ihrer 
Kürze  verschiedentlich  nicht  richtig  aufgefaßt  worden  ist,  dann  aber  auch 
um  einen  Maßstab  für  die  Beurteilung  der  eingelaufenen  Arbeiten  zu  haben. 

Die  Fragestellung  ist  vielfach  dahin  gedeutet  worden,  oder  es  ist  doch 
als  ihr  Kern  angesehen  worden :  man  solle  entscheiden,  ob  man  die  Materie 
besser  als  molekular  aufgebaut  oder  als  kontinuierlich  zu  denken  habe, 
ob  insbesondere  die  modernen  Fortschritte  der  Naturwissenschaft  mehr  in 
der  Richtung  der  einen  oder  der  anderen  Auffassungsweise  liegen. 

Eine  derartige  Erörterung,  von  einem  unabhängigen  Standpunkte  aus 
und  mit  wirklichem  Überblick  über  die  neuesten  Fortschritte  der  in 
Betracht  kommenden  naturwissenschaftlichen  Gebiete  unternommen,  wäre 
nicht  ohne  Verdienst.  Dies  jedenfalls  sollte  dabei  hervorgekehrt  werden, 
daß  sich  die  zweierlei  Auffassungsweisen  gerade  auch  in  der  neuesten  Zeit 
alterniernd  immer  wieder  ablösen.  Nachdem  Maxwell  in  der  Elektrizitäts- 
lehre die  Theorie  des  Kontinuums  zu  Ehren  gebracht  hat,  steuern  wir  bei 
derselben  jetzt  infolge  des  Studiums  der  Kathodenstrahlen  und  der  elektro- 
dynamischen Lichttheorie  wieder  auf  atomistische  Vorstellungsweisen  hin. 
Die  physikalische  Chemie,  welche  in  der  Phasenlehre  von  Gibbs  die 
Zustände  in  der  Materie  durch  eine  endliche  Zahl  von  Parametern  charak- 
terisiert, also  Kontinuitäts Vorstellungen  zugrunde  zu  legen  scheint,  ent- 
wickelt nach  anderer  Seite  die  wesentlich  atomistische  Jonentheorie.  Zu 
derselben  Zeit,  wo  man  in  der  Physik  versucht,  durch  eine  bloß  „phäno- 
menologische" Schilderung  der  Erscheinungen  das  Beste  zu  leisten,  wird 
in  der  Chemie  die  Lehre  von  der  Lagerung  der  Atome  im  Räume  aus- 
gebaut, usw.  —  Andererseits  wäre  hervorzuheben,  daß  die  atomistische 
Vorstellungsweise  nicht  notwendig  zur  Idee  von  Fernkräften  führt;  man 
kann  sie  mit  der  Idee  einer  im  Räume  kontinuierlichen  Krafttransmission 
verbinden,  indem  man  die  elektrischen  oder  materiellen  Atome  (wie  immer 
man  sich  dieselben  denken  mag)  als  singulare  Stellen  in  einem  den  Raum 
kontinuierlich  erfüllenden  Medium  einführt. 

Die  so  umschriebene  Erörterung,  so  interessant  sie  sein  könnte,  träfe 
aber  doch  nicht  das  eigentliche  von  der  Fakultät  vorgeschlagene  Thema, 
sondern  gäbe  für  dasselbe  nur  beiläufiges  Material.  Man  wird  dem  Thema 
wesentlich  näher  kommen,  wenn  man  fragt :  in  wie  weit  sind  bei  den  ge- 
nannten Beispielen  die  beiden  Vorstellungsweisen  (der  Kontinuumstheorie 
und  der  Molekulartheorie)  für  die  Erklärung  oder,  besser  gesagt,  die  Dar- 
stellung der  beobachteten  Tatsachen  mathematisch  gleichwertig  ?  Man  wird 
den  Sinn  des  Themas  vollständig  haben,  wenn  man  zunächst  alles  Hypo- 
thetische oder  Spekulative,  auf  das  intime  Wesen  der  Materie  Bezügliche, 
abstreift  und  ganz  allgemein  Folgendes  beachtet :  Jedermann  führt,  sobald 
er  die  Gesamtwirkung  ausgedehnter  Gebilde  beurteilen  will,  die  in  kleinen 
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Dimensionen  inhomogen  sind,  homogene  Mittelwerte  ein ;  für  diese  statuiert 
er  Abhängigkeiten,  die  er  durch  möglichst  einfach  gewählte  Funktionen 
ausdrückt.  So  ersetzt  der  numerische  Rechner  in  zahlreichen  Fällen 
Summationen  durch  Integrationen  usw.  Der  ursprüngliche  Anlaß  zu  dem 
solcherweise  bezeichneten  Ansätze  liegt  vermutlich  in  der  Natur  unserer 
sinnlichen  Wahrnehmungen.  Man  denke  z.  B.  daran,  daß  ein  Schneehaufen, 
aus  einiger  Entfernung  betrachtet,  oder  ein  Wald,  der  den  Horizont  ab- 
schließt, eine  kontinuierliche  Kontur  zu  besitzen  scheinen.  Hiermit  ver- 
bindet sich  des  weiteren  das  Streben  nach  möglichst  einfacher  Darstellung. 
Wie  weit  ist  der  in  Rede  stehende  Ansatz  mathematisch  berechtigt? 
Insbesondere,  welchen  Sinn  hat  es,  auf  die  Abhängigkeiten,  die  wir  zwischen 
den  homogenen  Mittelwerten  aufstellen,  die  Grundsätze  der  Differential- 
rechnung und  der  Reihenlehre  anzuwenden  ?  Und  wenn  wir  durch  eine  solche 
Anwendung  richtige  Resultate  finden,  können  wir  dann  auf  die  Homogenität 
oder  Nicht-Homogenität  des  Substrats  einen  Rückschluß  machen?  —  Erst 
wenn  der  Komplex  der  solcherweise  bezeichneten  Fragen  erledigt  oder  doch 
verstanden  ist,  möge  man  zum  Problem  der  Naturerklärung  zurückgehen. 
Man  wird  sich  dann  fragen,  welche  innere  Bedeutung  den  Stetigkeits Vor- 
aussetzungen, die  man  hierauf  bezüglich  von  alters  her  zu  machen  pflegt, 
beigelegt  werden  muß,  ob  dieselben  mehr  sind  als  ein  bloßes  Hilfsmittel 
zur  leichteren  Durchführung  der  mathematischen  Betrachtung,  und  in 
welchem  Sinne  die  Resultate,  welche  man  von  den  genannten  Voraus- 
setzungen aus  ableitet,  auf  objektive  Gültigkeit  Anspruch  machen. 

Es  ist  unmöglich,  das  Gesagte  hier  noch  eingehender  zu  erläutern. 
Nur  auf  ein  besonders  einfaches  Beispiel  (welches  Boussinesq  gelegent- 
lich behandelt)  mag  noch  hingewiesen  werden.  Jedermann  lernt,  daß  das 
Potential  der  Schwere  im  Inneren  eines  Körpers  der  Differentialgleichung 
A  F=  —  ijzQ  genügt.  Welche  Bedeutung  hat  diese  Differentialgleichung 
oder  auch  welche  Bedeutung  will  man  den  Größen  V  und  q  ,  die  in  der 
Differentialgleichung  vorkommen,  für  einen  Körper  beilegen,  der  in  kleinen 
Dimensionen  inhomogen  ist  (wie  der  soeben  genannte  Schneehaufen)?  Und 
wie  stellen  sich  diese  Fragen,  wenn  man  einen  Aufbau  des  Körpers  aus 
streng  punktförmigen  Atomen  voraussetzen  will?  Man  wird  in  dem  einen 
oder  andern  Fall  V  und  q  selbstverständlich  als  Mittelwerte  einführen 
wollen;  wie  sind  diese  Mittelwerte  zu  berechnen? 

Über  Fragen  und  Schwierigkeiten  der  hiermit  bezeichneten  Art  sind 
die  hervorragendsten  Theoretiker  früherer  Jahrzehnte  unbedenklich  hinweg- 
gegangen. Man  lese  nach,  wie  Cauchy  oder  Poisson  von  Molekularvor- 
stellungen aus  zu  den  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik 
kommen.  Und  das  hiermit  gegebene  Beispiel  findet  von  selten  der  Mehr- 
zahl   der    heutigen    Physiker    ebenso    unbedenkliche    Nachfolge.     Offenbar 

16* 


244  Anschauliche  Geometrie. 

spielen  dabei  in  die  Überlegungen  eine  Menge  empirischer  Elemente  hinein. 
Die  Erfahrung  gibt  uns  die  Gewißheit,  daß  im  allgemeinen  kleine  Ab- 
änderung der  Prämissen  die  Resultate  nur  wenig  abändert.  Freilich  trifft 
dies  nicht  immer  zu  (wenn  „Instabilität"  vorliegt,  bei  Explosionen  usw.); 
die  Naturforscher  verlassen  sich  aber  bezüglich  der  Frage,  ob  gegebenen- 
falls ein  solcher  Ausnahmefall  vorliegt,  oder  nicht,  auf  ihr  Gefühl  oder  auf 
die  experimentelle  Kontrolle;   wie  der  Erfolg  zeigt,  mit  Recht. 

Der  heutige  Mathematiker  aber,  der  über  die  Prinzipien  seiner  Wissen- 
schaft nachdenkt,  kann  unmöglich  die  gleiche  Selbstbeschränkung  üben. 
Er  wird  nicht  die  Zweckmäßigkeit  des  geschilderten  Verfahrens  bestreiten, 
—  sogar  von  da  aus  mit  Vorliebe  Anregung  entnehmen  — ,  darüber  hinaus 
aber  eine  genaue  mathematische  Begründung  und  Umgrenzung  des  Ver- 
fahrens verlangen.  Für  seinen  Erkenntnistrieb  maßgebend  ist  die  moderne 
Entwicklung  der  Mathematik  nach  der  kritischen  Seite  hin.  Diese  Ent- 
wicklung ist  bisher  in  allgemeineren  Kreisen,  sowohl  von  physikalischer 
als  auch  von  philosophischer  Seite,  gern  als  etwas  Beiläufiges  angesehen 
worden,  was  für  die  Zwecke  der  Naturerklärung  nicht  eigentlich  in  Betracht 
kommt.  Die  Aufgabe  sollte  aber  doch  nie  sein,  eine  unbequeme  Kritik 
zurückzuschieben,  sondern  immer  nur,  sie  innerlich  zu  überwinden.  Anderer- 
seits haben  sich  die  Mathematiker  in  ihrer  Mehrzahl  damit  begnügt,  die 
neuen  Prinzipien  im  Bereich  ihrer  Spezialwissenschaf t  zur  Geltung  zu  bringen ; 
sie  haben  nur  erst  selten  Gelegenheit  gehabt  oder  gesucht,  die  Beziehungen 
zu  den  Nachbargebieten  dementsprechend  auszugestalten.  Deshalb  mögen 
einige  Erläuterungen  zur  Sachlage  hier  am  Platze  sein. 

1.  Es  handelt  sich  um  diejenige  Entwicklang  der  Mathematik,  welche 
als  Arithmetisierung  derselben  bezeichnet  wird.  Als  einzige  Grundlage 
derselben  gilt  die  Evidenz  des  Zahlbildes,  bez.  der  Gesetze,  nach  denen 
man  mit  Zahlen  operiert;  auf  diese  Grundlage  sind  alle  anderen  Beziehungen 
zurückzuführen.  Die  Idee  der  kontinuierlichen  Veränderlichen  wird  durch 
die  allgemeineren  Formulierungen  der  Mengenlehre  ersetzt;  die  Idee  der 
Funktion  erfährt  eine  dementsprechende  Durchbildung.  Differential-  und 
Integralrechnung  werden  ausschließlich  auf  den  strengen  Grenzbegriff  basiert; 
es  erscheint  als  Regel,  nicht  als  Ausnahme,  daß  eine  stetige  Funktion 
nicht  differentiierbar  ist,  usw. 

2.  Das  Wesentliche  ist  nun,  daß  an  der  solcherweise  arithmetisierten 
Mathematik  gemessen  alle  sinnliche  Auffassung  als  etwas  Ungenaues,  nur 
auf  eine  Anzahl  Dezimalen  Bestimmtes  erscheint.  Trotzdem  wird  man 
die  arithmetisierte  Mathematik  als  Ausgangspunkt  für  die  quantitative 
Beherrschung  der  Außenwelt  festhalten  wollen^).    In  welcher  Form  hat  dies 

^)  Man  kommt  sonst  in  neue  Schwierigkeiten.  Vgl.  die  Antrittsrede  von  Prof. 
Burkhardt:  „Mathematisches  und  naturwissenschafthches  Denken".    Zürich  1897. 
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ZU  geschehen  ?  Und  welche  Erleichterungen  darf  man  sich  gestatten,  wenn 
man  von  den  Resultaten  wieder  nur  eine  begrenzte  Genauigkeit  verlangt? 
Dies  ist  die  zentrale  Frage,  unter  welches  sich  alles  früher  Gesagte  unter- 
begreift. 

3.  In  dem  Gesagten  ist  bereits  enthalten,  was  zur  Lösung  der  vor- 
liegenden Schwierigkeiten  geschehen  sollte.  Es  handelt  sich  darum,  ^aß 
sich  der  Mathematiker  und  der  Empiriker  auf  einem  Zwischengebiete  die 
Hand  reichen.  Für  den  Mathematiker  erwächst  die  Aufgabe,  auf  Grund 
der  arithmetisierten  Wissenschaft  eine  umfassende  Lehre  von  den  Näherungs- 
methoden zu  entwickeln,  als  eine  besondere  Disziplin  dasjenige  zu  pflegen, 
was  Hr.  Heun  neuerdings  treffend  als  Approximationsmathematikhezeichnet 
haf*).  Für  den  Empiriker  aber  wird  es  sich  darum  handeln,  auf  allen 
Gebieten  und  jedenfalls  sehr  viel  mehr  als  bisher,  den  Genauigkeitsgrad 
festzulegen,  innerhalb  dessen  die  (äußeren  oder  inneren)  Beobachtungen, 
von  denen  er  ausgeht,  richtig  sind,  oder  innerhalb  deren  er  zuverlässige 
Resultate  zu  haben  wünscht. 

Das  hiermit  bezeichnete  Programm  verlangt  an  sich  nichts  Neues, 
nur  daß  die  strenge  Durchführung  bisher  vielfach  fehlt.  Zahlenrechner 
haben  sich  von  je  an  dasselbe  angeschlossen  und  in  Astronomie  und 
Geodäsie  ist  dasselbe  seit  den  Arbeiten  von  Gauß  universell  rezipiert. 
Von  neueren  rein  mathematischen  Arbeiten  dürften  ganz  besonders  die- 
jenigen von  Tschebyscheff  zu  nennen  sein.  Nicht  minder  wird  man 
hier  den  Satz  von  Weierstraß  anführen  wollen,  daß  man  jede  in  einem 
Intervall  gegebene  stetige  Funktion  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  mit 
[beliebig  vorgegebener]  Genauigkeit  gleichmäßig  approximieren  kann.  Als 
neue  Forderung  tritt  nur  auf,  die  bezeichnete  Fragestellung  als  den  eigent- 
lichen Mittelpunkt  aller  angewandten  Mathematik  mehr  in  den  Vorder- 
grund zu  rücken,  und  übrigens  einzusehen,  daß  die  approximative  Auf- 
fassung der  Größenbeziehungen  sehr  viel  mehr,  als  man  früher  wußte, 
unser  ganzes  Denken  durchzieht.  Unsere  Aussagen  über  die  Natur  der 
Dinge  aber  werden  bescheidener  werden.  Man  hat  früher  oft  gesagt,  daß 
andere  als  analytische  Funktionen  in  der  Natur  nicht  vorkommen.  Man 
wird  diese  Aussage  jetzt  dahin  wenden,  daß  man  vielleicht  nur  infolge 
der  Ungenauigkeit  unserer  Natur  auf fassung  seither  mit  analytischen 
Funktionen  ausgereicht  hat,  und  zwar  durchweg  mit  sehr  einfachen  ana- 
lytischen Funktionen.  Man  wird  darum  aber  noch  nicht  zu  dem  andern 
Extrem  übergehen,  welches  Boltzmann  neuerdings  vertritt,  wenn  er  die 
Hypothese  von  der  Unstetigkeit  der  Naturerscheinungen  sozusagen  als 
Denknotwendigkeit  hinstellt. 


*)  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung  IX,  2  (1900). 
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Die  Bedeutung  der  von  der  Fakultät  gestellten  Preisfrage  dürfte 
hiermit  genügend  hervorgekehrt  sein.  Es  galt,  den  Komplex  der  in  Betracht 
kommenden  Fragestellungen  und  Auffassungen  in  übersichtlicher  Form 
darzulegen  und  womöglich  kritisch  zu  sichten.  Ein  Mathematiker  konnte 
zugleich  unternehmen,  die  Lehre  von  den  Näherungsmethoden  auf  einem 
speziellen  Gebiete  durchzuführen,  ein  Philosoph  oder  Psycholog,  die  Un- 
gena-uigkeit  unserer  sinnlichen  Wahrnehmung  nach  der  einen  oder  anderen 
Richtung  genauer  zu  studieren;  man  denke  an  den  von  Boltzmann  mit 
Vorliebe  herangezogenen  Kinematographen.  Was  an  mathematischen  Kennt- 
nissen unbedingt  verlangt  werden  mußte,  war  nur,  daß  der  Autor  das 
Wesen  der  arithmetisierten  Wissenschaft,  wie  es  in  den  Schriften  der 
heute  maßgebenden  Mathematiker  zutage  tritt,  in  sich  aufgenommen  hatte. 
Hierzu  genügt  nicht,  die  allgemeinen  Auseinandersetzungen  hervorragender 
Autoren  gelesen  zu  haben,  welche  den  Einzelheiten  der  modernen  Präzi- 
sionsmathematik niemals  näher  getreten  sind,  mag  es  sich  nun  um 
Helmholt z  oder  Kirchhoff,  Boltzmann  oder  Mach  handeln.  Mathe- 
matik läßt  sich  nur  durch  konzentriertes  Studium  erlernen ;  es  gibt  bei 
ihr  keinen  „Königsweg". 


XLIX.    Greiizf ragen  der  Mathematik  und  Philosophie^ 

[Aus  d*r  wissenschaftlichen  Beilage  zum  19.  Jahresbericht 
der  Philosophischen  Gesellschaft  an  der  Universität  zu  Wien  (1906).] 


Sehr  geehrte  Anwesende!  Ihr  Ehrenpräsident  Höfler  hat  an  mich 
die  Aufforderung  gerichtet,  gelegentlich  meines  Besuches  in  Wien  eine 
Diskussion  der  philosophischen  Gesellschaft  „Über  Grenzfragen  der  Mathe- 
mathik  und  Philosophie"  durch  einige  Worte  einzuleiten.  Wiewohl  ich 
diese  iA.u  ff  orderung  erst  vor  drei  Tagen  empfing,  komme  ich  ihr  doch  um 
so  lieber  nach,  als  ich  zu  den  Mathematikern  gehöre,  die  nähere  Be- 
ziehungen zu  philosophischen  Kreisen  wünschen;  denn  ich  bin  von  der 
Überzeugung  durchdrungen,  daß  eine  Menge  von  Fragen  die  Philosophen 
und  uns  Mathematiker  gemeinsam  beschäftigen  sollte.  Neues  habe  ich  den 
heute  anwesenden  Mathematikern  freilich  nicht  zu  sagen.  Denn  die  Auf- 
forderung lautete  dahin,  ich  möge  namentlich  einiges  von  den  Ideen,  die 
ich  über  die  Ungenauigkeit  unserer  Raumvorstellungen  schon  anderweitig 
auseinandergesetzt  habe,  hier  neuerdings  entwickeln.  Zum  erstenmal  bin 
ich  für  jene  Ideen  vor  zweiunddreißig  Jahren  eingetreten  und  die  Thesis, 
zu  der  ich  damals  kam,  schicke  ich  heute  voraus. 

Jedermann  weiß,  daß  die  unmittelbare  räumliche  Wahrnehmung 
ungenau  ist,  daß  es  eine  Schwelle  der  Genauigkeit  z.  B.  für  die  Wahr- 
nehmung durch  das  Auge  gibt,  und  zwar  auch  für  das  noch  so  sehr  be- 
waffnete. Ich  habe  daran  anknüpfend  entgegen  der  damals  herrschenden 
Meinung  die  Behauptung  aufgestellt,  daß  gleiches  nicht  minder  wie  für 
die  Wahrnehmung  auch  für  die  abstrakte  Raumvorstellung  gelte,  daß  jeder 
mit  sich  herumtragen  mag,  und  zwar  so,  daß  wir  in  einem  engeren  Raum- 
stück, das  uns  umgibt,  noch  die  verhältnismäßig  bessere  Genauigkeit  haben, 
daß  diese  aber  immer  geringer  wird,  je  weiter  in  Gedanken  wir  darüber 
hinausschweifen.    Die  stetigen  Funktionen  ohne  Differentialquotient  (speziell 

^)  [ Dieser  Vortrag  wurde  am  14.  Oktober  1905  bei  den  Verhandlungen  der  Philo- 
sophischen Gesellschaft  an  der  Universität  Wien  über  Grenzfragen  der  Mathematik 
und  Philosophie  gehalten. j 
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die  Weierstraßsche  Funktion)  waren  damals  etwas  Neues;  jedermann  war 
davon  überzeugt,  daß  es  unmöglich  sei,  sich  von  den  zugehörigen  Kurven 
y  =  f[x)  ein  anschauliches  Bild  zu  machen,  d.  h.  den  Verlauf  einer  solchen 
Kurve  in  der  Raumanschauung  als  etwas  Fertiges  aufzufassen.  Demgegen- 
über behauptete  ich,  daß  man  überhaupt  nicht  die  Fähigkeit  habe,  sich  auch 
einfachere  Beispiele  der  Funktionentheorie  und  Infinitesimalrechnung  genau 
und  zugleich  anschaulich  zu  denken,  daß  die  Raumanschauung  sogar  schon 
versagt,  wenn  es  sich  um  die  genauen  Einzelheiten  derjenigen  Kurven 
handelt,  welche  durch  ganze  Funktionen  dargestellt  werden.  (Zur  Orien- 
tierung für  diejenigen,  die  sich  nicht  mit  der  modernen  Präzisionsmathe- 
matik beschäftigt  haben,  teile  ich  mit,  daß  die  stetigen,  nicht  differentiier- 
baren  Kurven  nur  ein  Anfang  gewesen  sind,  daß  mit  mehr  Vorliebe  noch 
von  den  jüngeren  Mathematikern  die  Punktaggregate  studiert  werden,  mit 
denen  sich  die  sogenannte  Mengenlehre  beschäftigt.  Diese  liegen  mit  ihren 
merkwürdigen  Eigenschaften  erst  recht  über  alle  Anschauung  hinaus.) 

Es  scheint  da  eine  zweifache  Stellungnahme  möglich:  entweder  die 
radikale,  zu  der  ich  mich  bekenne,  daß  unsere  Raumvorstellung  eine 
untere  Schwelle  der  Genauigkeit  habe,  und  daß  das,  was  wir  vor  Augen 
haben,  wenn  wir  von  einer  Kurve  sprechen,  ein  Streifen  von  allenfalls 
sehr  geringer,  jedenfalls  nicht  verschwindender  Querdimension  sei.  Oder 
aber  es  habe  —  so  ist  mir  gesagt  worden  —  der  menschliche  Geist  die 
Fähigkeit,  die  sogenannten  analytischen  Kurven  sich  wirklich  genau  vor- 
zustellen; nur  die  nichtanalytischen  seien  im  eigentlichen  Sinne  transzendent. 
—  Da  wäre  es  eine  sehr  merkwürdige  Tatsache,  daß  gerade  den  Kurven, 
die  man  früher  von  mathematischer  Seite  allein  kannte,  unsere  Raum- 
anschauung sollte  koordiniert  gewesen  sein,  und  daß  nur,  was  man  seitdem 
konstruiert,  über  unsere  Anschauungen  hinausgehe.  Wenn  das  der  Fall 
wäre,  so  wäre  damit  für  das  Wesen  unserer  Raumanschauung  eine  äußerst 
merkwürdige  Unterscheidung  gewonnen.  Ob  aber  nicht  die  ganze  Sachlage 
vielmehr  dahin  zu  verstehen  ist:  solange  man  sich  nur  mit  analytischen 
Kurven  beschäftigte,  merkte  man  nicht,  daß  man  gar  nicht  in  der  Lage 
sei,  die  Dinge  so,  wie  die  Infinitesimalrechnung  sie  darstellt,  auch  wirklich 
anschaulich  vorzustellen;  weil  nämlich  die  mathematischen  Eigenschaften 
der  analytischen  Kurven  mit  den  anschaulichen  Eigenschaften  der  Streifen 
einigermaßen  parallel  gehen? 

Jedenfalls  scheint  mir  ein  Problem  zentralster  Stellung  für  die  An- 
wendungen der  Mathematik  auf  die  Naturwissenschaften  vorzuliegen,  und 
ich  glaube,  daß  die  Versammlung,  die  einen  so  hervorragenden  Vertreter 
der  mathematischen  Physik  unter  den  Anwesenden  begrüßt^),  gerade  hier- 
über wird  Meinungen  austauschen  wollen. 

2)  [L.  Boltzmann.J 
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Etwas  näher  will  ich  ausführen,  daß  die  Ansicht  von  der  üngenauig- 
keit  der  Raumvorstellungen  uns  sowohl  bei  den  Axiomen  wie  bei  den 
ersten  Definitionen  der  Geometrie  zu  neuen  Auffassungsmöglichkeiten  führt. 

In  erster  Hinsicht  ein  paar  Worte  über  die  Nicht-Euklidische  Geo- 
metrie.' Denken  wir  uns  eine  gerade  Linie  gezeichnet  und  durch  einen 
Punkt  Strahlen  gezogen,  welche  diese  gerade  Linie  treffen.  Indem  wir 
uns  die  Parallele  als  Grenzlage  einer  Sekante  denken,  die  dadurch  entsteht, 
daß  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  nach  rechts  immer  weiter  hinaus 
wandern,  andererseits  nach  links  hin,  so  bekommen  wir  eine  Parallele 
nach  rechts  und  eine  nach  links.  Unsere  gewöhnliche  Raumanschauung  liefert 
uns  dann  den  Sati^,  daß  diese  beiden  Parallelen  zusammenfallen  und  daß 
es  also  nur  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gibt.  Unter  der  Auffassung .  aber,  daß  all  unsere  räumlichen 
Vorstellungen  nur  approximativ  seien,  wird  es  unserer  lebendigen  An- 
schauung auch  noch  genügen,  wenn  wir  die  beiden  Parallelen  verschieden 
voneinander  annehmen,  nämlich  so  wenig,  daß  wir  es  nicht  merken.  Ich 
habe  dies  gelegentlich  in  folgender  Weise  fühlbar  zu  machen  gesucht: 
Denken  Sie  den  Punkt,  durch  den  wir  die  Parallelen  ziehen  sollen,  von 
der  gegebenen  Geraden  um  Siriusferne  abstehend  —  dürfen  Sie  da  mit 
ehrlichem  Gewissen  behaupten,  ihre  Raumanschauung  sei  so  überzeugend, 
daß  Sie  behaupten  können,  die  beiden  Parallelen  würden  auch  nicht  einen 
Winkel  von  einer  Millionstel-Sekunde  bilden?  Bemerken  Sie,  daß,  wenn 
von  einer  Millionstel-Sekunde  die  Rede  ist,  etwas  sehr  Unbedeutendes  ge- 
meint sei,  was  weit  unter  der  Genauigkeitsschwelle  jeder  physischen  Be- 
obachtung auch  bei  astronomischen  Instrumenten  ersten  Ranges  liegt.  Wir 
können  es  uns  zwar  denken,  aber  niemand  kann  es  sich  meines  Erachtens 
vorstellen,  daß  zwei  Linien  in  einem  um  Siriusferne  von  dieser  Tafel  ab- 
stehenden Schnittpunkt  einen  so  kleinen  Winkel  bilden.  —  Beachten  Sie, 
daß  wir  den  Sirius  selbst  dabei  unwillkürlich  als  Punkt  denken.  Ist  irgend 
jemand,  der  auf  die  Frage,  ob  für  ihn  auch  in  so  großer  Entfernung  die 
Parallele  nach  rechts  und  die  Parallele  nach  links  genau  zusammenfallen, 
mit  lautem  Ja  antworten  kann?  Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  ist 
die  Möglichkeit  gegeben,  daß  die  Nicht-Euklidische  Geometrie,  die  be- 
kanntlich von  logischen  Widersprüchen  frei  ist,  auch  mit  unserer  Raum- 
anschauung nicht  im  Widerspruche  sei.  Wir  müssen  nur  den  Parallelen- 
winkel so  gering  annehmen,  daß  er  auch  bei  stark  wachsendem  Abstände 
[zunächst  noch]  unter  jeder  vorstellbarer  Größe  liegt. 

Das  war  die  eine  Folgerung,  die  ich  zu  [der  heute  zur  Diskussion 
stehenden]  Frage  bringen  wollte.  —  Man  wird  darum  doch  die  Euklidische 
Formulierung  vom  Vorhandensein  nur  einer  Parallelen  der  Nicht-Euklidi- 
schen praktisch  immer  vorziehen  nach  dem  Prinzip,  welches  Mach  das  öko- 
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nomische  genannt  hat.  Es  ist  die  einfachere  Annahme,  daß  es  nur  eine 
Parallele,  nicht  zwei  seien.  Aber  man  wird  diese  Annahme  bewußt  machen, 
nicht  weil  sie  eine  notwendige,  sondern  weil  sie  die  einfachste  ihrer  Art 
ist.  Soviel  also  über  die  Bedeutung,  welche  unsere  Thesis  für  die  Formu- 
lierung der  Axiome  in  der  Geometrie  hat. 

Nun  aber  diXQ  Definitionen,  mit  denen  Euklid  die  Geometrie  beginnt ; 
hier  heißt  es  z.  B. :  Fläche  ist,  was  nur  Länge  und  Breite  hat.  Man  fügt 
dann  meist  hinzu:  Fläche  ist  die  Grenze  eines  Körpers.  Zur  Erläuterung 
macht  man  den  Schüler  aufmerksam,  wie  z.  B.  die  Mauer  durch  die  Wand- 
fläche abgegrenzt  ist.  Wenn  Sie  aber  andere  Gegenstände,  die  uns  täglich 
umgeben,  aus  kleinerem  Abstand  betrachten  als  die  Wände,  z.  B.  des 
Morgens  nach  dem  Aufstehen  den  Badeschwamm,  mit  dem  man  sich 
wäscht,  oder  beim  Frühstück  die  Semmel,  die  man  durchbrochen  hat 
—  wo  ist  da  die  Oberfläche,  die  nur  Länge  und  Breite  hat?  Und 
wie  kann  man  bei  einer  solchen  Oberfläche  von  Tangentialebene  und 
Krümmung  reden,  was  man  doch  bei  den  Anwendungen  der  Differential- 
und  Integralrechnung  auf  Geometrie  z.  B.  in  der  mathematischen  Physik 
unbedenklich  zu  tun  pflegt  ?  Sowie  man  weiter  nachdenkt  und  naturwissen- 
schaftlich noch  tiefer  geht,  bemerkt  man,  daß  überhaupt  Oberflächen,  wie 
man  sie  in  der  Theorie  voraussetzt,  in  der  Natur  nicht  vorkommen  (die 
Dinge,  die  wir  in  der  Natur  vorfinden,  haben  sozusagen  alle  eine  zellige 
Struktur).  Die  theoretische  Idee  einer  Oberfläche  scheint  durch  eine  Eigen- 
schaft unseres  Auges  veranlaßt  zu  sein,  an  die  wir  von  früher  Jugend 
gewöhnt  sind.  Gegenstände,  deren  Diskontinuitäten  hinreichend  fein  sind, 
erscheinen  dem  Auge  als  Kontinuum.  Wenn  wir  die  Blätter  eines  Waldes 
aus  der  Nähe  betrachten,  so  werden  wir  kaum  von  einer  Oberfläche  des 
Waldes  reden  wollen.  Gehen  wir  aber  einige  Kilometer  weg  und  sehen 
uns  um,  so  glauben  wir  scharfe  Umrisse,  scharfe  Konturen  zu  sehen.  Erst 
aus  solchen  ungenauen  Wahrnehmungen  entstehen  die  Ideen,  die  wir  in 
verschärfter  Form  unseren  mathematischen  Spekulationen  gewohnheitsmäßig 
zugrunde  legen. 

Sie  sehen,  wie  tiefgreifend  die  Kritik  ist,  und  ich  zweifle  nicht,  daß 
mancher  jüngere  Mathematiker  sich  mit  der  Hoffnung  trägt,  daß  es  an  der 
Zeit  ist,  die  alten  mathematischen  Definitionen  überhaupt  zurückzuschieben, 
daß  das  Studium  der  diskontinuierlichen  Funktionen  und  der  Punktmengen 
„zu  scheußlichen  Klumpen  geballt"  es  gestattet  werden,  tiefer  in  das 
Wesen  der  Dinge  einzudringen  als  es  beim  Gebrauch  der  analytischen 
Funktionen  möglich  war. 

Es  ist  ein  gemeinsamer  Charakter  aller  Wissenschaften  in  der  neuesten 
Zeit,  daß  alles  in  Zweifel  gezogen  wird,  was  bis  dahin  als  ganz  feststehend 
gegolten.     Alles  ist  in  Gärung,   so  auch  in  der  Mathematik.     Ich  möchte 
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meinen  Wunsch  dahin  aussprechen,  daß  diese  Entwicklung,  in  die  wir 
durch  allgemeine  Notwendigkeit  eingetreten  sind  —  kein  einziger  hat  sie 
verschuldet  oder  kann  sie  sich  zurechnen,  sondern  es  ist  im  Sinne  der  Zeit, 
daß  überall  die  Fragen  nach  den  Grundlagen  im  Vordergrunde  stehen  — 
ich  möchte  meinen  Wunsch  aussprechen,  daß  diese  Periode  nicht  enden 
möge  mit  einem  allgemeinen  Skeptizismus,  sondern  mit  einem  neuen  Aufbau. 


[In  der  Diskussion  machte  Boltzmann  u.  a.  darauf  aufmerksam,  daß  die  Vor- 
stellungen der  Gastheorie,  aber  auch  die  Aufzeichnungen  hinreichend  empfindlicher 
Registrierapparate  Kurvenbilder  geben,  die  eine  große  Ähnlichkeit  mit  Weierstraß ' 
undiff erentiierbaren  K!urven  besitzen.   Er  führte  dabei  folgendes  aus : 

„Daß  vom  Schreibstifte  abgesehen,  die  Temperatur  an  einem  Punkte  wirklich 
durch    eine  Weierstraßßche  Kurve  dargestellt  würde,    ist  sogar   meine  Überzeugung. 

Damit  stimmt  auch  überein,  daß  wir  uns  Körper  von  stetigen  Flächen  begrenzt 
nur  denken;  betrachten  wir  aber  die  Körper  genau,  so  sehen  wir,  daß  jede  wirkliche 
Oberfläche  algebraisch  undarstellbar  ist. 

Daß  die  Punktmengen,  nicht  nur  der  mathematischen  Mannigfaltigkeitslehre, 
sondern  auch  die,  welche  eine  physikalische  Bedeutung  haben,  über  unsere  räumliche 
Vorstellung  hinausgehen,  das  ist  meine  vollständige  Überzeugung. 

Was  die  Anschauungen  oder  Vorstellungen  selbst  betrifft,  so  glaube  ich,  daß  sie 
sich  allmählich  so  weiterbilden  werden,  daß  vielleicht  künftige  Generationen  über 
bessere  Anschauungen  verfügen.  Ungebildete  können  sich  die  Gegenfüßler  nicht  vor- 
stellen. Ich  habe  Leute  gesprochen,  die  sagten,  daß  sie  sich  eine  Entfernung  von 
zwanzig  Millionen  Meilen  nicht  vorstellen  können. 

Und  im  Grunde  genommen,  kann  ich  selbst  mir  das  nicht  vorstellen.  Sobald 
man  darüber  hinausgeht,  was  durch  den  Blick  erreicht  wird,  hört  die  Vorstellung  auf. 
Eine  Kugel  in  der  Größe  des  Sirius  kann  man  sich  algebraisch  darstellen,  aber  nicht 
sinnlich  vorstellen.  Und  unsere  Vorstellung  ist  beschränkt  auf  eine  Reproduktion 
dessen,  was  wir  wahrgenommen  haben.  Sobald  uns  unsere  Wahrnehmung  im  Stiche 
läßt,  läßt  uns  auch  die  Vorstellung  oder  Anschauung  im  Stiche.  Nur  allmählich  und 
erst    durch  langes  Nachdenken  können  wir  die  Vorstellung   erweitern.     Glauben  Sie 

sich  10^         ^  vorstellen  zu  können?" 

Wirtinger  bemerkte  im  Gespräch  hernach,  daß  es  ungeheuer  schwer  sei,  sich 
die  einfachste  Figur  als  hinter  dem  eigenen  Hinterkopf  gelegen  vorzustellen,  und  ich 
füge  gern  von  mir  aus  hinzu,  daß  ich  mir  Figuren  im  Innern  meines  Kopfes  über- 
haupt nicht  vorstellen  kann.  Die  räumliche  Vorstellung  wird  eben  sofort  sehr  un- 
bestimmt, wo  kein  optisches  Erinnerungsbild  vorhanden  ist  und  versagt  ganz,  wo  die 
Ergänzung  durch  die  Tastempfindung  ebenfalls  ausgeschlossen  ist.     K.] 


Substitutionsgruppen  und 
Gleichungstheorie. 


m 


Zur  Entstehung  der  Arbeiten 

über  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  und  die 

Auflösung  algebraischer  Gleichungen. 


Das  einfache  und  sozusagen  selbstverständliche  Prinzip,  welches  den  im  folgenden 
abgedruckten  Untersuchungen  zugrunde  liegt,  ist  bereits  in  der  Einleitung  zu  der 
Arbeit  über  W- Kurven,  die  ich  mit  Lie  zusammen  1871  in  Bd.  4  der  Math.  Annalen 
(=  Abh.  XXVI  in  Bd.  1  der  vorliegenden  Ausgabe,  speziell  S.  425  u.  426)  veröffent- 
lichte, ausgesprochen :  daß  nämlich  algebraische  Gebilde,  welche  durch  endliche  Gruppen 
linearer  Substitutionen  in  sich  übergehen,  infolgedessen  leicht  übersehbare,  ausgezeichnete 
Eigenschaften  haben.  Im  Verkehr  mit  Clebsch  bemerkte  ich  bald  hernach  (siehe 
die  sogleich  folgende  Abh.  L,  ebenfalls  aus  Bd.  4  der  Math.  Annalen,  1871),  daß  hier- 
mit der  eigentliche  Ausgangspunkt  gegeben  ist,  von  dem  aus  die  Lehre  von  der  all- 
gemeinen Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  mit  der  Invariantentheorie  linearer 
Substitutionen  in  organische  Verbindung  tritt.  Im  Erlanger  Programm  (Herbst  1872, 
Abh.  XXVII  in  Bd.  1  der  vorliegenden  Ausgabe)  ist  dann  auf  die  einfachen  Verhält- 
nisse hingewiesen,  welche  das  genannte  Prinzip  bei  Riemanns  Deutung  von  {x-{-iy) 
auf  der  Kugel  für  die  binären  Formen  dritten  und  vierten  Grades  ergibt ;  es  wird 
andererseits  (S.  489  des  Bd.  1  des  Wiederabdruckes)  des  Zusammenhangs  mit  der 
Gleichungstheorie  gedacht  und  beiläufig  auch  das  besondere  Interesse  erwähnt,  welche 
eine  Betrachtung  der  regulären  Körper  unter  den  gegebenen  Gesichtspunkten  haben 
würde.  Indem  ich  mir  um  sie  eine  (x  -{-iy)- Kugel  herumgelegt  dachte,  erhielt  ich 
für  die  Körperecken  Gleichungen,  deren  genauere  Untersuchung  ich  um  so  lieber  begann, 
als  ich  den  Wunsch  hatte,  von  den  mir  geläufigen  invariantentheoretischen  Auffassungen 
aus  zu  einer  selbständigen  Behandlung  gleichungstheoretischer  Aufgaben  vorzudringen. 
Die  Resultate,  die  ich  erhielt,  waren  sehr  merkwürdig  und  zeigten,  daß  ich  eine 
erzführende  Ader  angeschlagen  hatte.  Zunächst  gelang  der  Beweis,  daß  durch  meinen 
Ansatz  ohne  weiteres  die  Gesamtheit  aller  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen 
einer  Veränderlichen    gegeben    sei.     Sodann    konnte    ich   für   die  Gleichung   zwölften 

I Grades,  welche  durch  die  Ecken  eines  der  (x  +  iy)- Kugel  eingeschriebenen  regulären 
Ikosaeders  gegeben  ist,  sowohl  das  volle  Formensystem  durch  einige  einfache  Schlüsse 
herstellen,  als  auch  das  Vorhandensein  von  Resolventen  sechsten  und  fünften  Grades 
nachweisen.  Alles  dieses  ist  in  einer  vorläufigen  Mitteilung  in  den  Erlanger  Sitzungs- 
berichten vom  13.  Juli  1874  auseinandergesetzt  und  übrigens  in  ausgereifter  Form  in 
den  §§  1  bis  6  der  nachstehend  abgedruckten  Abh.  LI  (Math.  Annalen,  Bd.  9,  1875) 
reproduziert.  Ich  begann  übrigens  1874  auch  gleich  (wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei), 
mich  mit  den  unendlichen  diskontinuierlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer 
Veränderlichen  zu  beschäftigen.  Da  ich  aber  nur  erst  Funktionen  mit  endlich  vielen 
singulären  Punkten  kannte,  kam  ich  nur  zu  den  gewöhnlichen  periodischen  Funktionen 
und  denjenigen,  die  Rausenberger  später  [Math.  Annalen,  Bd.  18  (1881);  siehe 
|;  auch  sein  Lehrbuch,  Leipzig  1884]  multiplikatorisch  periodisch  genannt  hat.  Ich  ver- 
danke es  nur  einem  Zufall,    daß  eine  unzureichende  Abhandlung,    in  der  ich  die  be- 
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züglichen  Resultate  dargestellt  hatte,  nicht  gedi-uckt  wurde.  (Auf  die  weitere  Ent- 
wicklung meiner  Untersuchungen  über  diskontinuierliche  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen einer  Veränderlichen  wird  in  Bd.  3  meiner  Gesammelten  Abhandlungen  zurück- 
zukommen sein.) 

So  ungefähr  lagen  die  Dinge,  als  in  meinem  letzten  Erlanger  Semester  (1874/75) 
Gordan  nach  Erlangen  kam.  Indem  er  mit  größtem  Interesse  auf  meine  algebrai- 
schen Ansätze  einging,  ist  er  für  die  nächsten  Jahre  mein  eifrigster  Mitarbeiter  ge- 
worden. Die  Lage  wurde  um  so  interessanter,  als  sich  zeigte,  daß  Schwarz  schon 
1871/72  die  der  Ikosaederfigur  entsprechende  Zerlegung  der  (x -\-iy) -Kugel  in  120 
abwechselnd  kongruente  und  symmetrische  Dreiecke  bei  seinen  Untersuchungen  über 
die  algebraischen  Integrale  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  angetroffen, 
auch  die  Existenz  der  transzendenten  eindeutigen  Dreiecksfunktionen  mit  unendlich 
vielen  sinpulären  Punkten,  welche  eine  Kreislinie  überall  dicht  überdecken,  dargelegt 
hatte^).  Von  hier  aus  haben  1877  meine  Arbeiten  über  elliptische  Modulfunktionen 
ihren  Ausgangspunkt  genommen,  die  sich  mit  den  algebraischen  Arbeiten,  welche 
allein  hier  in  Bd.  2  zum  Abdruck  kommen  sollen,  mannigfach  durchdringen.  Immer- 
hin gaben  die  algebraischen  Fragen  zunächst  genug  zu  tun,  nachdem  ich  gefanden 
hatte,  daß  die  Resolventen  sechsten  und  fünften  Grades  der  Ikosaedergleichung  bei 
zweckmäßigem  Ansatz  genau  mit  den  besonderen  Gleichungsformen  übereinstimmen, 
welche  Kronecker  und  Brioschi  bei  ihren  Untersuchungen  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  aufgestellt  hatten;  man  vergleiche  die  Schlußpara- 
graphen der  schon  oben  genannten  Abh.  LI,  (die  übrigens  bereits  von  München  aus 
datiert  ist 2)). 

Jedenfalls  wurde  der  enge  wissenschaftliche  Verkehr   mit  Gor d an,    in  dessen 


^)  Vgl.  eine  bezügliche  Mitteilung  von  mir  in  den  Erlanger  Berichten  vom 
14.  Dezember  1874,  sowie  ausführlichere  Angaben  in  den  unten  folgenden  Abh.  LI 
bis  LIV.  Im  übrigen  bedürfen  alle  diese  Zitate  einer  wesentlichen  Ergänzung,  seit 
wir  den  Nachlaß  von  Gauß,  wie  den  von  Riemann  genau  kennen.  Was  Gauß 
angeht,  so  wolle  man  die  Stücke  vergleichen,  die  Fricke  in  Bd.  VIII  der  Werke  (er- 
schienen 1900)  auf  S.  99 — 106  zusammengestellt  hat.  Gauß  kennt  die  Modulfigur 
und  hat  sogar  das  Beispiel  einer  allgemeineren  eindeutigen  Draieckszerlegung  der 
(a; -fi?/) -Ebene  mit  einer  kreisförmigen  Grenze.  Riemann  aber  hat  diese  Dinge 
wie  auch  die  einschlägigen  Verhältnisse  auf  der  (x  -\-iy)  -Kugel  im  Wintersemester 
1858/59  in  einer  besonderen  Vorlesung  eingehend  behandelt.  Wir  Fernerstehenden 
haben  davon  erst  dadurch  erfahren,  daß  der  Physiker  v.  Bezold,  der  damals  bei 
Riemann  gehört  hatte,  seine  stenographische  Nachschrift  besagter  Vorlesung  der 
Göttinger  Universitätsbibliothek  überwies  (s.  eine  Notiz  von  mir  in  den  Göttinger 
Nachrichten  von  1897,  math.-phys.  Klasse,  S.  190 ff.).  Eine  zweite  Nachschrift  der- 
selben Vorlesung  hat  sich  später  bei  Prof.  Nägelsbach,  Erlangen,  vorgefunden, 
worüber  M.  Noether  in  den  Göttinger  Nachrichten  von  1909,  S.  23  der  Geschäft- 
lichen Mitteilungen,  berichtet.  Auch  diese  Nachschrift  wurde  der  Göttmger  Univer- 
sitätsbibliothek überwiesen.  Im  übrigen  ist  der  Inhalt  der  Riemannschen  Vor- 
lesung bereits  1902  in  den  überaus  interessanten  Nachträgen,  welche  M.  Noether 
und  W.  Wirt  inger  zu  Riemanns  g3sammeltpn  Werken  haben  erscheinen  lassen 
(Leipzig,  B.  G.  Teubner),  seiner  wesentlichen  Gliederung  nach  auf  Grund  des  Bezold- 
schen  Heftes,  reproduziert  und  danach  allgemein  zugänglich  geworden.  Daß  eine 
Drehung  der  (x  +  iy) -Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  eine  lineare  Transformation  der 
komplexen  Variabein  nach  sich  zieht,  findet  sich  übrigens  schon  in  der  posthumen 
Abhandlung  Riemanns  über  Minimalflächen  vermerkt,  welche  Hattendorff  1867 
in  Bd.  13  der  Göttinger  Abhandlungen  veröffentlicht  hat  und  die  in  Riemanns  Ge- 
sammelten Werken  unter  XVII  abgedruckt  ist,  vgl.  Nr.  8  daselbst. 

^)  So  auch  eine  auf  diese  Resolventen  bezügliche  erste  Mitteilung  von  mir  in 
den  Erlanger  Sitzungsberichten  vom  12.  Juli  1875. 
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Mittelpunkt  diese  algebraischen  Fragen  standen,  durch  meine  Übersiedelung  an  die 
Münchener  Technische  Hochschule,  Ostern  1875,  nicht  unterbrochen.  Einen  besonderen 
Impuls  bekam  derselbe  noch  dadurch,  daß  Fuchs  im  Sommer  1875  Untersuchungen  über 
algebraisch  integrierbare  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  veröffentlichte, 
in  denen  er  invariantentheoretische  Überlegungen  benutzte,  die  mit  meinen  Unter- 
suchungen über  reguläre  Körper  augenscheinlich  nahe  zusammenhingen  und  von  da 
aus  vereinfacht  und  vervollständigt  werden  konnten.  Man  wolle  die  unten  folgenden 
Aufsätze  LH  und  LIII,  sowie  die  am  Schluß  vom  LIII  genannte  Arbeit  von  Gordan  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877)  vergleichen.  Aber  bald  kehrten  wir  zur  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  Grades  zurück.  Wir  erfaßten  den  Umkehrgedanken:  diese  Theorie 
nicht  bloß  äußerlich  mit  der  Lehre  vom  Ikosaeder  in  Verbindung  zu  bringen,  sondern 
letztere  geradezu  zur  Grundlage  der  Theorie  zu  machen.  Ich  beschäftigte  mich  zunächst 
damit,  die  Auflösung  der  allgemeinen  Jacobischen  Gleichung  sechsten  Grades  ver- 
mittels der  Ikosaeder'lheorie  zu  bewerkstelligen.  Aber  am  Schluß  der  Note,  die  ich 
hierüber  am  13.  November  1876  der  Erlanger  Sozietät  vorlegte,  konnte  ich  bereits 
aussprechen,  daß  man  diejenigen  Gleichungen  fünften  Grades,  die  ich  später  „Haupt- 
gleichungen" nannte,  d.  h.  die  Gleichungen,  bei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und 
die  Summe  der  Wurzelquadrate  gleichzeitig  verschwinden,  in  einfachste  Beziehung  zum 
Ikosaeder  setzen  kann.  Bald  darauf  fand  ich  einen  ersten  Beweis  des  von  Kronecker 
nur  erst  ausgesprochenen  Satzes,  daß  bei  den  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades 
eine  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  nicht  ohne  Heranziehung  einer  akzessori- 
schen (d.  h,  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  nicht  rational  darstellbaren) 
Irrationalität  möglich  sei,  sowie  eine  Methode,  um  die  fünf  Wurzeln  einer  Haupt- 
gleichung fünften  Grades  explizite  durch  die  zugehörige  Ikosaederirrationalität  dar- 
zustellen. Ich  veröffentlichte  hierüber  zwei  weitere  Noten  in  den  Erlanger  Sitzungs- 
berichten (vom  15.  Januar  und  9.  Juli  1877).  Im  August  1877  habe  ich  dann  die 
drei  zusammengehörigen  Noten  zu  einer  längeren  Abhandlung  (Math.  Annalen,  Bd.  12) 
vereinigt,  die  weiter  unten  unter  Nr.  LIV  abgedruckt  ist.  Inzwischen  war  Gordan 
nicht  müßig  geblieben.  Es  war  ihm  gelungen,  die  in  Betracht  kommenden  Entwick- 
lungen noch  systematischer  in  eine  Fragestellung  der  binären  Invariantentheorie  ein- 
zuordnen. Man  vergleiche  eine  Mitteilung  von  ihm  an  die  Erlanger  Sozietät,  ebenfalls 
vom  9.  Juli  1877,  und  die  zusammenfassende  Darstellung  in  Bd.  13  der  Math.  Annalen 
(datiert  vom  Januar  1878).  Ich  habe  die  Gordan  sehen  Entwicklungen  immer  als 
eine  wesentliche  Weiterbildung  meiner  vom  Ikosaeder  ausgehenden  Ideen  angesehen 
und  ihren  Grundgedanken  dementsprechend  in  einem  besonderen  Kommentar,  den 
ich  weiter  unten  an  meine  Abh.  LIV  anschließe  (S.  380 — 384),  so  gut  es  bei  der 
gebotenen  Kürze  gelingen  wollte,  genauer  entwickelt. 

Im  übrigen  darf  ich  nicht  unterlassen,  an  dieser  Stelle  der  Anregung  zu  ge- 
denken, welche  mir  in  jenen  entscheidenden  Jahren  die  Korrespondenz  mit  Brioschi 
gewährt  hat.  Es  war  ein  schöner  Erfolg  dieser  persönlichen  Beziehungen,  daß  Brioschi 
in  Bd.  13  der  Math.  Annalen  eine  zusammenfassende  Darstellung  seiner  eigenen  früheren 
Untersuchungen  über  Gleichungen  fünften  Grades  veröffentlichte  (ausgegeben  im 
Dezember  1877).  An  Brioschi  ist  dann  auch  meine  erste  Mitteilung  über  elliptische 
Modulfunktionen  gerichtet  [vgl.  Istituto  Lombardo  (2),  X;  Brief  vom  April  1877]; 
ich  habe  dort  bemerkt,  daß  die  besondere  Form  der  Jaco bischen  Gleichung  sechsten 
Grades,  von  welcher  Kronecker  1858  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades 
abhängig  gemacht  hatte,  im  wesentlichen  von  der  rationalen  absoluten  Invariante  des 
elHptischen  Integrals  abhängt,  die  ich  später  mit  J  bezeichnete.  Von  hier  bin  ich  dann 
bald  auch  in  erneute  Verbindung  mit  meinem  alten  Berhner  Studiengenossen  Kiepert 
gekommen,  der  schon  vorher  von  der  Weierstr  aß  sehen  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  aus  an  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  herangegangen  war, 
und  nun  Resultate,  die  den  meinigen  sehr  nahe  standen,  auf  ganz  anderem  Wege 
erreichte;  man  vergleiche  seine  erste  Mitteilung  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom 
17.  Juh  1878  und  die  ausgeführte  Arbeit  in  Bd.  87  von  Grelles  Journal  (1878/79). 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  17 
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Auf  die  Weiterentwicklung  meiner  eigenen  Arbeiten  über  elliptische  Modul- 
funktionen, die  sich  an  meine  Untersuchungen  über  das  Ikosaeder  unmittelbar  an- 
schließen und  diese  zum  Teil  weiterführen,  kann  nach  dem  Plane,  der  dem  gegen- 
wärtigen Wiederabdruck  zugrunde  liegt,  leider  erst  in  Bd.  3  eingegangen  werden. 
Ich  habe  vielmehr  als  Nr.  LV  eine  aus  späterer  Zeit  stammende  Notiz  (vom  Herbst 
1905;  Math.  Annalen,  Bd.  61)  eingeschaltet,  welche  die  Nichtauflösbarkeit  der  Ikosa- 
edergleichung  durch  Wurzelzeichen  in  besonders  anschaulicher  Form  nachweist. 
Im  übrigen  aber  lasse  ich  als  Nr.  LVI  bis  LXI  meine  Arbeiten  über  höhere  Glei- 
chungen folgen,  die  in  einem  allgemeinen  Programm  gipfeln:  die  Auflösung  der 
Gleichungen  auf  die  mit  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  möglichst  geringer 
Variabeinzahl  verknüpften  „Formenprobleme"  zurückzuführen.  In  erster  Linie  handelt 
es  sich  dabei  um  Gleichungen  mit  einer  Galoisschen  Gruppe  von  168  Vertauschungen. 
Untersuchungen  über  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Funk- 
tionen hatten  mich  dahin  geführt,  eine  isomorphe  Gruppe  von  168  linearen  Substi- 
tutionen im  ternären  Gebiet  aufzufinden.  Dies  tritt  in  Nr.  LVI  (Erlanger  Sitzungs- 
berichte vom  4.  März  1878)  nur  erst  in  unbestimmten  Umrissen  hervor.  Der  genaue 
Nachweis  für  die  Existenz  und  die  Eigenart  dieser  Substitutionsgruppe,  wie  sie  sich 
durch  eingehende  Betrachtung  des  elliptischen  Transformationsproblems  ohne  eigent- 
liche Rechnung  ergab  (siehe  Erlanger  Sitzungsberichte  vom  20.  März  1878  und  die 
Hauptarbeit  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen,  1878/79),  konnte  im  vorliegenden  Band 
meiner  Abhandlungen  noch  nicht  aufgenommen  werden.  V^ielmehr  wird  in  Nr.  LVII 
(vom  Frühjahr  1879,  Math.  Annalen,  Bd.  15)  das  Resultat  einfach  als  bekannt  hin- 
genommen und  daran  die  algebraische  Problemstellung  angeschlossen.  Die  Analogie 
führt  auch  gleich   dazu,  für  beliebige  Primzahlen  n  Gruppen  linearer  Substitutionen 

mit  — ~^  und  ^^—  Variabein  aufzustellen,   welche  die  bei  n  =  5   und  n=7  vorher 

bekannten  Resultate  als  besondere  Fälle  umfassen.  In  Bd.  17  der  Math.  Annalen 
(1880/81)  sind  diese  Gruppen  hinterher  aus  der  Transformation  n-ter  Ordnung  der 
elliptischen  Thetafunktionen  abgeleitet,  wobei  n  nur  als  ungerade  Zahl  vorausgesetzt 
wird,  was  ich  hier,  dem  Bd.  3  dieser  Ausgabe  vorgreifend,  wieder  vorweg  erwähnen 
will.     (Näheres  unten  im  Texte.) 

Mit  der  Abh.  LVII  ist  meine  systematische  Arbeit  auf  dem  Gebiet  der  endlichen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  und  das  Auflösungsproblem  der  Gleichungen  aij- 
geschlossen.  Ich  schildere  aber  gern,  unter  welchen  besonderen  Bedingungen  sie  in 
der  Folge  doch  noch  eine  Fortsetzung  von  Fa-ll  zu  Fall  gefunden  hat.  Ich  war 
Herbst  1880  als  Professor  der  Geometrie  an  die  Universität  Leipzig  übergesiedelt. 
Nun  hatten  sich  schon  in  München  Anzeichen  einer  Überarbeitung  geltend  gemacht, 
was  nicht  wundernehmen  konnte,  da  ich  neben  meinen  wissenschaftlichen  Unter- 
suchungen der  Unterweisung  der  Ingenieure  in  weitgehender  Weise  gerecht  zu  werden 
hatte.  In  Leipzig  haben  sich  dann  die  Anregungen  und  Verpflichtungen  entsprechender 
Art  noch  vervielfacht,  zumal  meine  wissenschaftliche  Tätigkeit,  die  sich  immer  mehr 
der  Riemannschen  Funktionentheorie  zuwandte,  durch  das  Hervortreten  der  ersten 
Untersuchungen  von  H.  Poincare  eine  außerordentliche  Belebung  erfuhr.  Letzteres 
wird  in  Bd.  3  dieser  Abhandlungen  noch  erst  genauer  hervortreten.  Die  Folge  war, 
daß  im  Herbst  1882,  während  ich  an  den  „Neuen  Beiträgen  zur  Riemannschen  Funk- 
tionentheorie'' (Math.  Annalen,  Bd.  21)  arbeitete,  meine  Gesundheit  vollends  zusammen- 
brach. Ich  mußte  für  lange  Zeit  Urlaub  nehmen  und  sah  mich  veranlaßt,  meine 
Tätigkeit  fortan  auf  ein  anderes  Niveau  einzustellen.  Von  der  eigentlichen  weiter- 
dringenden Forscherarbeit  mußte  ich  fürs  erste  absehen  und  lieber  beginnen,  das 
Erworbene  in  Vorlesungen  und  Seminaren  zu  ordnen.  Solcherweise  sind  zunächst 
die  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades"  zustande  gekommen,  die  Ostern  1884  bei  B.  G.  Teubner  als  selbständiges 
Werk  erschienen  sind'').    Gleichzeitigerfaßte  ich  den  Plan  entsprechender  Darstellung 

•'')  Dasselbe  soll  im  folgenden  kurz  als  „Ikosaederbuch"  zitiert  werden. 
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betreffend  elliptische  Modulfunktionen  und  allgemeine  automorphe  Funktionen,  wie 
er  späterhin  durch  das  tatkräftige  Eingreifen  von  R.  Fricke  zu  glücklicher  Durch- 
führung gelangte  ( Modulf unkticnen  1890  und  1892,  automorphe  Funktionen  1897 
und  1912).  Im  übrigen  ocgann  ich  1885,  mich  mit  einer  Problemstellung  eingehender 
zu  beschäftigen,  aie  ich  schon  lange  vor  mir  gesehen  hatte  und  die  mich  nun  mehrere 
Jahre  in  Anspruch  nehmen  sollte,  nämlich  der  Übertragung  der  neuen  Formu- 
lierungen, die  mir  bei  den  elliptischen  Funktionen  geglückt  waren,  auf  hyperellip- 
tische und  Abelsche. 

An  gegenwärtiger  Stelle  werden  zunächst  einige  Bemerkungen  über  das  Ikosa- 
ederbuch  von  1884,  bez.  über  dessen  Verhältnis  zu  der  unter  Nr.  LIV  abgedruckten 
Ikosaederarbeit  von  1877  am  Platze  sein.  In  dem  Buche  sind  viele  Einzelheiten 
genauer  ausgeführt  und  es  ist  auch  mancherlei  vereinfacht,  wobei  mir  die  obenge- 
nannten Arbeiten  vo»  Gordan  und  Kiepert  von  besonderem  Nutzen  gewesen  sind. 
Man  vergleiche  bezügliche  Bemerkungen  bei  dem  unten  folgenden  Abdruck  von 
Nr.  LIV.  Andererseits  ist  doch  manches,  insbesondere  Invariantentheoretisches,  was 
in  den  Abh.  LI  und  LIV  zur  Geltung  kommt,  weggeblieben.  Mich  veranlaßte  dazu 
nicht  nur  der  Wunsch  nach  Kürze  der  Darstellung,  sondern  insbesondere  auch  die 
Überlegung,  daß  ich  von  dem  Leser  nicht  zu  verschiedenartige  Vorkenntnisse  vor- 
aussetzen dürfe.  Im  übrigen  ist  die  Darstellung  des  Buches,  wenigstens  was  die 
Gleichungen  fünften  Grades  angeht,  historisch  orientiert.  Hierdurch  scheint  in  weiteren 
Kreisen  der  Eindruck  entstanden  zu  sein,  als  handele  es  sich  bei  den  bezüglichen, 
vom  Ikosaeder  ausgehenden  Überlegungen  nur  um  eine  Veranschaulichung  der  über- 
kommenen Theorie.  Diese  Auffassung  entspricht  keineswegs  derjenigen,  die  ich  heute 
noch,  zurückschauend,  festhalte.  Vielmehr  glaube  ich,  daß  erst  durch  die  Voran- 
stellung der  Ikosaedertheorie  (und  der  damit  verbundenen,  erst  in  Bd.  3  folgenden 
Arbeiten  über  elliptische  Modulfunktionen)  die  eigentliche  Grundlage  der  vorausgehenden 
Untersuchungen  von  Hermite,  Kronecker  und  Brioschi  gewonnen  ist.  Beweis 
dafür  ist,  daß  es  1876  bis  1880  gelang,  nicht  nur  sämtliche  noch  ungeklärte  Punkte 
ihrer  Theorie  aufzuhellen,  sondern  auch  in  raschem  Fortschritt  höhere,  bis  dahin  un- 
zugängliche Fragestellungen  anzugreifen.  Ich  habe  jene  Jahre,  in-  welche  die  ent- 
scheidenden Fortschritte  fallen,  immer  als  die  glücklichste  Periode  meiner  mathema- 
tischen Produktion  angesehen.  Äußerlich  waren  sie  dadurch  charakterisiert,  daß  ich 
sehr  oft  mit  Gordan  zusammenkam.  Als  Ort  hierfür  haben  wir  zumeist,  weil  in  der 
Mitte  von  Erlangen  und  München  gelegen,  Eichstädt  gewählt,  wo  wir  häufig  den 
Sonntag  zusammen  zubrachten;  Gordan  sprach  noch  in  späteren  Jahren  gern  von 
der  „Mathesis  quercupolitana'',  wie  er  sich  ausdrückte.  —  Leider  hat  dieses  Zusammen- 
arbeiten in  meiner  Leipziger  Zeit  nicht  mit  gleicher  Ausführlichkeit  aufrechterhalten 
werden  können.  So  bin  ich  an  der  Weiterbearbeitung  der  Gleichungen  siebenten 
Grades  mit  einer  Galoisschen  Gruppe  von  168  Substitutionen,  die  Gordan  von 
1880  bis  1885  in  den  Bänden  17. bis  25  der  Math.  Annalen  veröffentlichte,  direkt  nur 
wenig  beteiligt  gewesen.  Die  Grundgedanken  jener  Arbeiten  sind  dort  durch  die 
Fülle  der  rechnerischen  Einzelheiten  in  hohem  Grade  verdeckt  und  haben  darum  bis- 
her nur  erst  wenig  Beachtung  gefunden.  Hieran  hat  auch  der  recht  eingehende  Be- 
richt, den  M.  Noether  in  seinem  Nachruf  auf  Gordan  in  Bd.  75  der  Math.  Annalen 
(1913/14)  den  einschlägigen  Entwicklungen  widmet,  nicht  viel  geändert.  Um  so  lieber 
habe  ich  jetzt  an  den  Wiederabdruck  meiner  Arbeit  aus  Bd.  15  der  Math.  Annalen 
(Nr.  LVII)  einen  Kommentar  angeschlossen,  in  welchem  ich  diese  Grundgedanken 
von  meinem  Standpunkte  aus  darstelle  und  teilweise  vereinfache.  Möge  damit  der 
Weiterentwicklung  das  Tor  geöffnet  sein! 

Ostern  1886  bin  ich  endgültig  nach  Göttingen  zurückgekehrt.  Ich  erfaßte  wieder 
ein  neues  Arbeitsprogramm.  Da  Schwarz  neben  mir  den  Hauptteil  des  Unterrichts 
bestritt,  konnte  ich  die  alten  Ideen  meiner  Bonner  Studienzeit  erneut  aufnehmen  und 
mich  der  Physik  wieder  annähern,  indem  ich  allgemeine  Vorlesungen  über  Mechanik, 
Potentialtheorie  usw.  hielt.    Daneben  suchte  ich  in  Spezialvorlesungen  alles  das,  was 

17* 
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ich  früher  an  rein  mathematischen  Untersuchungen  begonnen  hatte,  zum  Abschluß 
zu  bringen.  Die  Einzelausführung  aber  überwies  ich,  soweit  dies  möglich  schien, 
immer  mehr  geeigneten  Zuhörern.  In  den  unten  folgenden  Abh.  LVIII  und  LIX 
sieht  man,  wieviel  dabei  für  die  Lehre  von  den  endlichen  Gruppen  linearer  Substitu- 
tionen, bez.  die  Auflösung  höherer  Gleichungen  herausgekommen  ist.  Indem  ich 
wegen  der  Einzelheiten  auf  die  Abhandlungen  selbst,  bez.  die  ihnen  beigefügten 
Notizen  verweise,  bemerke  ich  hier  nur  folgendes:  Nr.  LVIII  knüpft  ersichtlich  an 
die  alten  liniengeometrischen  Untersuchungen  an,  die  bereits  in  Bd.  1  des  gegen- 
wärtigen Wiederabdrucks  ihre  Stelle  gefunden  haben;  ich  nehme  damit  die  allgemeine 
Theorie  der  Gleichungen  des  sechsten  und  des  siebenten  Grades  in  Angriff.  Nr.  LIX  da- 
gegen, die  sich  auf  die  Gleichung  27.  Grades  bezieht,  von  der  die  geraden  Linien  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  abhängen,  ist  aus  meinen  schon  genannten  Vorträgen  über 
hyperelliptische  Funktionen  erwachsen.  Es  handelt  sich  beide  Male  um  neue  quater- 
näre  Gruppen  linearer  Substitutionen,  die  gewiß  ein  näheres  Studium  verdienten  und 
auch  bald  von  anderer  Seite  fanden.  Im  ganzen  aber  hatte  ich  den  Eindruck,  daß 
für  mich  die  Frage  der  endlichen  Substitutionsgruppen  damit  abgeschlossen  sei.  So 
habe  ich  es  auch  1893  bei  den  Vorträgen  dargestellt,  die  ich  gelegentlich  der  Chicagoer 
Weltausstellimg  hielt  (vgl.  den  Vortrag  IX  des  schon  verschiedentlich  genannten 
Evanston  CoUoquiums).  Ich  habe  damals  insbesondere  die  Vermutung  ausgesprochen, 
daß  für  Gleichungen  achten  und  höheren  Grades,  sofern  man  die  Galoissche  Gruppe 
allgemein,  die  Gleichungen  also  ohne  Affekt  nehmen  will,  mein  Ansatz  von  1879 
(Abh.  LVII)  nichts  Neues  liefern  dürfe.  Diese  Vermutung  ist  bald  hernach  von 
Wim  an  in  der  Tat  bestätigt  worden^). 

Es  ist  dann  aber  doch  noch  eine  merkwürdige  Weiterbildung  (der  unten  in 
Nr.  LX  und  LXI  Rechnung  getragen  wird)  eingetreten.  Die  Liste  der  quaternären 
Substitutionsgruppe  ist  nicht  mehr  wesentlich  vermehrt  worden,  es  ist  aber  eine  sehr 
bemerkenswerte  ternäre  Gruppe  von  360  KoUineationen  hinzugekommen.  Ihre  Auf- 
findung ist  das  Verdienst  von  Valentiner,  der  sie  bereits  1889  durch  systematischen 
Ansatz  konstruiert  hatte,  dessen  Arbeit  aber,  weil  der  Verfasser  isoliert  für  sich  ge- 
arbeitet und  mit  den  Problemen  der  einschlägigen  Literatur  keine  rechte  Fühlung 
hatte,  zunächst  unbeachtet  blieb.  Für  alle  Beteihgten  war  es  dann  eine  große  Über- 
raschung, als  Wim  an  1896  (in  Bd.  47  der  Math.  Annalen)  darlegte,  daß  besagte  G^qq  mi* 
der  Gruppe  der  geraden  Vertauschungen  von  sechs  Dingen  isomorph  sei  und  übrigens 
eine  algebraische  Behandlung  zulasse,  welche  in  vielem  Betracht  mit  den  Ansätzen, 
die  sich  bei  der  ternären  G^Qg  als  erfolgreich  gezeigt  hatten,  analog  war.  Damit  war 
naturgemäß  die  Aufgabe  gegeben,  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  sechsten 
Grades  nicht  mehr  auf  die  quatemäre  Gruppe  von  Nr.  LVIII,  sondern  eben  auf  diese 
ternäre  öggo  zurückzuführen.  Daß  sich  dies  wirklich  bewerkstelligen  lasse,  habe  ich 
gelegentlich  einer  italienischen  Reise  (1899)  in  den  Rendiconti  dei  Lincei  (in  einem 
Brief  an  Castelnuovo,  der  unter  Nr.  LX  abgedruckt  ist)  in  vorläufiger  Fassung 
publiziert.  Als  dann  Gordan  1905  seine  Aufmerksamkeit  auch  dieser  Frage  zuzuwenden 
begann,  habe  ich  im  Dirichlet-Bande  des  Crelleschen  Journals  (Bd.  129)  eine  ge- 
nauere Darlegung  meiner  Überlegungen  gegeben,  die  auch  in  Bd.  61  der  Math.  Annalen 
abgedruckt   wurde    (s.  unten  Abh.  LXI).      Gordan   hat   dann  in   Bd.  68   der  Math. 


*)  In  den  Göttinger  Nachrichten  1897,  math.-phys.  Klasse,  S.  55 — 62  (vorgelegt 
am  20.  Februar;  man  vgl.  auch  Bd.  52  der  Math.  Annalen,  1899,  wo  u.  a.  eine  Be- 
sonderheit hervortritt,  welche  die  Gleichungen  neunten  Grades  für  die  in  Betracht 
kommenden  Fragestellungen  darbieten).  —  Die  bezügliche  Stelle  im  Evanston  CoUo- 
quium  (S.  74)  lautet:  „I  want  to  call  your  particular  attention  to  the  case  of  the 
general  equation  of  the  eighth  degree.  I  have  not  been  able  in  this  case  to  find  a 
material  simplification,  so  that  it  would  seem  as  if  the  equation  of  the  eighth  degree 
were  its  own  normal  problem.  It  would  no  doubt  be  interesting  to  obtain  certainty 
on  this  point." 
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Annalen  (1909)  meinen  Ansatz  noch  beträchtlich  vereinfachen  können,  hat  aber  doch 
nicht  die  einfachste  Formulierung  getroffen,  die  erst  Herr  Coble  in  ßd.  70  der  Math. 
Annalen  (1911)  gegeben  hat.  Hinsichtlich  der  Einzelheiten  muß  ich  auf  die  Be- 
merkungen verweisen,  die  ich  dem  Text  den  Nrn.  LX  und  LXI  zugefügt  habe. 

Die  allgemeine  Entwicklung  hat  übrigens  die  Richtung  genommen,  überhaupt 
nach  der  Existenz  höherer  Gruppen  linearer  Substitutionen  (oder  auch  birationaler 
Transformationen)  zu  fragen.  Hierüber  möge  man  als  neueste  Zusammenstellung 
Loewys  Artikel  in  Bd.  1  der  zweiten  Auflage  der  deutschen  Ausgabe  von  Pascals 
Repertorium  der  Mathematik  (besorgt  von  Epstein,  1910)  vergleichen.  (Der  ent- 
sprechende sehr  zuverlässige  Bericht  von  Wim  an  in  Bd.  I,  1  der  Math.  Enzyklopädie 
reicht  nur  bis  zum  Jahre  1899.) 

Über  den  allgemeinen  Charakter  der  im  folgenden  behandelten  algebraischen 
Fragen  aber  möge  noch  folgende  Bemerkung  [gestattet  sein.  Die  Bedeutung  der 
Gruppentheorie  für'''die  Lehre  von  der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  ist 
seit  Galois'  grundlegenden  Arbeiten  (1829,  publiziert  1846)  eine  so  unvergleichliche, 
daß  man  diese  ganze  Disziplin  vielfach  nur  gruppentheoretisch  bearbeitet,  also  die 
Entwicklungen,  die  durch  den  abstrakten  Gruppenbegriff  nicht  ohne  weiteres  gegeben 
sind,  entweder  wegläßt  oder  doch  nur  als  Beiwerk  behandelt.  Die  Frage  aber,  welche 
in  den  nachstehend  abgedruckten  Arbeiten  an  einzelnen  Beispielen  zur  Behandlung 
kommt,  ist  anders  orientiert.  Es  handelt  sich  darum,  oh  man  Gleichungen  gegebener 
Gruppe  unter  Festhaltung  an  dem  zunächst  zugrunde  gelegten  Rationalitätsbereiche  auf 
bestimmte  Normalformen  reduzieren  kann,  oder  ob  man  den  Rationalitätsbereich  zu  dem, 
Zwecke  erweitern  muß.  Auf  alle  Fälle  werden  die  algebraisch  einfachsten  Prozesse  ge- 
sucht, die  das  Verlangte  leisten.  Gordan  pflegte  dieses  Gesamtgebiet  (welches  die 
Gruppentheorie  selbstverständlich  als  bekannt  voraussetzt)  scherzhafterweise  als 
„Hypergalois^^  zu  bezeichnen.  Vermutlich  hat  er  Galois  damit  unrecht  getan,  denn 
dieser  hat  zweifellos  genau  gewußt,  daß  mit  dem  gruppentheoretischen  Schema  allein 
noch  keineswegs  die  algebraischen  Fragestellungen  erschöpft  sind.  K. 


L.  Über  eine  geometrische  Repräsentation  der  Resolventen 
algebraischer  Gleichnngen. 

Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871).] 

Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  wird  in  schönster 
Weise  durch  eine  Anzahl  besonderer  geometrischer  Beispiele  illustriert;  ich 
erinnere  nur  ^)  an  das  Problem  der  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung, 
an  die  28  Doppeltangenten  der  Kurven  vierter  Ordnung,  an  die  27  Linien 
auf  den  Flächen  dritten  Grades  usw.,  dann  aber  namentlich  auch  an  die 
Kreisteilung-). 

Der  hohe  Nutzen  dieser  Beispiele  liegt  darin,  daß  sie  die  an  und  für 
sich  so  eigenartig  abstrakten  Vorstellungen  der  Substitutionstheorie  in  an- 
schaulicher Weise  dem  Auge  vorführen.  Sie  beziehen  sich  zumeist  auf 
Gleichungen  von  sehr  partikulärem  Charakter,  zwischen  deren  Wurzeln  be- 
sondere Gruppierungen  statthaben,  und  lassen  also  übersehen,  wieso  der- 
artige besondere  Gleichungen  auftreten  können.  Ich  will  nun  im  folgenden 
auf  eine  Methode  aufmerksam  machen,  vermöge  deren  man  ein  geome- 
trisches Bild  für  die  allgemeinen  Gleichungen  eines  beliebigen  Grades  er- 
hält, insbesondere  für  diejenigen  Gruppierungen  der  Wurzeln  einer  solchen 
Gleichung,  wie  man  sie  zur  Aufstellung  der  Resolventen  gebraucht.  Diese 
Methode  benutzt  als  Bild  für  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  n  Elemente 
des  Raumes  von  (t^  —  2). Dimensionen  und  ersetzt  die  Vertauschungen  der 
Wurzeln  unter  sich  durch  diejenigen  linearen  Transformationen  des  ge- 
nannten Raumes,  durch  welche  die  n  gegebenen  Elemente  in  sich  über- 
geführt werden.  Vermöge  dieser  Repräsentation  wird  die  Theorie  der 
Gleichungen  ri-ten  Grades  in  einen  merkwürdigen  Zusammenhang  gebracht 
mit  der  Theorie  der  Kovarianten  von  n  Elementen  eines  Raumes  von 
n—2  Dimensionen,  so  zwar,  daß  jede  der  beiden  Theorien  geradezu  als 
ein  Bild  der  anderen  angesehen  werden  kann.  —  Das  Wesentliche  an  dieser 


1)  Vgl.  Camille  Jordan.     Traite  des  Substitutions.     Paris  1870,  S.  301  ff. 

'-)  Als  Kreisteüungsgleichung  wird   hier,   im   Gegensatz    zu    der  sonst   üblichen 

Ausdrucksweise,   irgendeine  „reine"  Gleichung  x"^  ^  A  bezeichnet,  wobei  A  als  Para- 

2.-T1; 
meter  und  die  Einheitswurzel  ^  =  e  w    als  adjungiert  gilt.     K.  ■ 
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\'orstellungsweise  ist,  daß  die  Vertauschungen  der  n  Wurzeln  unter  sich 
im  geometrischen  Bilde  ersetzt  werden  durch  lineare  Transformationen  eines 
kontinuierlichen  Raumes.  Auch  Gleichungen  von  partikulärer  Art  kann 
man  in  ähnlicher  Weise  geometrisch  versinnlichen,  wobei  dann  nicht  mehr 
alle,  sondern  nur  die  charakteristischen  Vertauschungen  ihrer  Wurzeln  im 
Bilde  als  lineare  Raumtransformationen  erscheinen.  Ich  beschränke  mich 
im  folgenden  darauf,  zu  zeigen,  daß  eben  dieser  Charakter  des  geometrischen 
Bildes  sich  bei  den  Wendepunkten  der  Kurven  dritter  Ordnung  und  bei 
den  Kreisteilungsgleichungen  vorfindet.  —  Weiterhin  will  ich  dann  noch 
für  die  allgemeinen  Gleichungen'sechsten  Grades  eine  auf  denselben  Prinzipien 
begründete  Repräsentation  geben,  welche  der  Liniengeometrie  entnommen 
ist.  und  durch  welche  man  ein  in  sich  geschlossenes  System  von  360  linearen 
und  360  reziproken  Umformungen  des  Raumes  von  drei  Dimensionen  kennen 
lernt.  Dabei  tritt  insbesondere  auch  die  bekannte  Resolvente  sechsten  Grades 
solcher  Gleichungen  in  Evidenz,  welche  der  besonderen^)  Gruppe  von 
12<)  Substitutionen  entspricht,  die  sich  bei  sechs  Elementen  aufstellen  läßt 
und  nicht  mit  den  120  Substitutionen  von  fünf  Elementen  identisch  ist. 
Die  nächste  Veranlassung  zu  den  hiermit  angedeuteten  Dingen  sind 
mir  die  geometrischen  Betrachtungen  gewesen,  die  Herr  Clebsch  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  S.  284  ff.  behufs  Diskussion  der  Gleichungen 
fünften  Grades  angewandt  hat,  und  welche  mir  derselbe  in  wiederholten 
persönlichen  Unterhaltungen  mitzuteilen  die  Güte  hatte.  Auf  der  anderen 
Seite  stehen  dieselben  im  engsten  Zusammenhange  mit  den  Betrachtungen 
über  lineare  Transformationen  geometrischer  Gebilde  in  sich  selbst,  wie 
dieselben  von  Herrn  Lie  und  mir  in  dem  Aufsatze:  „Über  diejenigen 
ebenen  Kurven,  welche  durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach  unend- 
lich vielen  vertauschbaren  linearen  Transformationen  in  sich  übergehen" 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871)  [vgl.  Abh.  XXVI  in  Bd.  1  dieser  Aus- 
üabel  auseinandergesetzt  worden  sind. 

I. 
Geometrische  Repräsentation  für  die  Gleichungen  ii-ten  Grades. 

Es  seien  n  Elemente  [oder  n  ebene  Mannigfaltigkeiten  von  (7^.-3) 
Dirnensionen)  des  Raumes  von  {n  —  2)  Dimensionen  gegeben.  Dieselben 
gehen  durch  ein  geschlossenes  System^)  von  n!  linearen  Transformationen 
des  betreffenden  Raumes  in  sich  über. 

'')  Vgl.  Serret.  Traite  d'Algebie  Superieure.  Deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1868, 
Bd.  II,  S.  250. 

^)  Unter  einem  geschlossenen  Systeme  von  Transformationen  soll  hier,  wie  dies 
l'ereits  in  der  zitierten  Arbeit  von  Herrn  Lie  und  mir  geschehen  ist,  ein  System  ver- 
standen werden,  dessen  Transformationen  miteinander  kombiniert  immer  wieder  Trans- 
N)rmationen    des    Systems   ergeben  [also,    nach   moderner  Terminologie,  eine  Gruppe l 
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Man  kann  nämlich  allgemein  durch  eine  lineare  Transformation  eines 
solchen  Raumes  n  Elemente  desselben  in  n  beliebige  überführen;  es  ist 
andererseits  die  Transformation  vollkommen  bestimmt,  wenn  n  voneinander 
unabhängige  entsprechende  Elementenpaare  gegeben  sind.  Insbesondere 
kann  man  nun  n  Elemente  mit  ihren  n  entsprechenden  in  beliebiger  Reihen- 
folge zusammenfallen  lassen.  Es  gibt  hiernach  so  viele  lineare  Trans- 
formationen des  Raumes,  durch  die  beliebig  gewählte  n  Elemente  in  sich 
übergeführt  werden,  als  es  Permutationen  von  n  Dingen  gibt,  also  n!. 
Diese  Transformationen  bilden  ein  geschlossenes  System,  da  beliebig  viele 
von  ihnen  miteinander  kombiniert  wieder  eine  lineare  Transformation  er- 
geben, durch  welche  die  Gesamtheit  der  n  Elemente  ungeändert  bleibt, 
die  also  selbst  dem  gegebenen  Systeme  angehört. 

Ein  Beispiel  bilden :  3  Punkte  einer  Geraden,  welche  durch  6,  4  Punkte 
einer  Ebene,  welche  durch  24,  5  Punkte  des  Raumes,  welche  durch  120 
lineare  Transformationen  ihrer  bezüglichen  Träger  in  sich  übergehen. 

Auf  ein  beliebiges  Element  des  Raumes  von  [n  —  2)  Dimensionen 
denke  ich  mir  nun  die  n!  Transformationen  angewandt,  welche  die  n  ge- 
gebenen Elemente  untereinander  vertauschen.  Dasselbe  nimmt  dann  im 
allgemeinen  n!  verschiedene  Lagen  an.  Das  System  der  somit  erzeugten  n! 
Elemente  ist  das  Bild  der  Galois sehen  Besolvente  der  durch  die  n  ge- 
gebenen Elemente  vorgestellten  Gleichungen  n-ten  Grades. 

Für  besondere  Annahmen  des  beliebigen  Elementes  können  die  n! 
Elemente,  welche  aus  ihm  hervorgehen,  zu  mehreren  jedesmal  zusammen- 
fallen. Die  Galoissche  Resolvente  wird  dann  eine  Potenz  eines  Ausdrucks, 
der  als  eine  besondere  Resolvente  bezeichnet  wird. 

Als  Bild  jeder  besonderen  Besolvente  erscheinen  also  diejenigen  Ele- 
mentengruppen, welche  mehrfach  zählend  in  den  allgemeinen  Gruppen 
von  n!  Elementen  enthalten  sind. 

Diese  geometrischen  Definitionen  sind  einer  analytischen  Einkleidung 
fähig,  welche  die  vollkommene  Identität  derselben  mit  den  gewöhnlichen 
Definitionen  der  Substitutionstheorie  klar  darlegt.  Die  n  gegebenen  Elemente 
mögen  durch  ihre  Gleichungen  vorgestellt  sein: 

p  =  0,     g  =  0,     r  =  0,... 
Zwischen  den  linearen  Ausdrücken  p,  q,  r  . . .  besteht  eine  lineare  identische 
Gleichung.    Wir  wollen  nun  die  Ausdrücke  p,  q,  r,  ...  von  vornherein  mit 
solchen  Konstanten  multipliziert  denken,  daß  die  Identität  die  Form  hat: 

0=p  +  q  +  r-{-... 
Unter    dieser  Annahme    sind   die   nf   Transformationen    des   Raumes   dar- 
gestellt, indem  man  die  neuen  p,q,r,  ...  den  früheren  in  beliebiger  Reihen- 
folge  gleichsetzt.     Die  fraglichen  linearen  Transformationen  sind   also   in 


L.    Geometrische  Repräsentation  von  Resolventen.  265 

ganz  gleicher  Weise  bezeichnet,  wie  die  Vertauschungen  von  n  Dingen 
p,q,r,  ... 

Sei  ferner  ein  beliebiges  Element  gegeben  [wobei  es  als  unwesentlich 
angesehen  werden  muß,  daß  wir  uns  vorab  auf  Elemente  beschränken,  die 
durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  dargestellt  werden; 
auf  S.  269  ff.  finden  sich  schon  andere  Ansätze] : 

0  =  ap  -\-  bq  -\-  er  -\- . . . 

Die  nf  Elemente,  die  aus  diesem  durch  die  betr.  Transformationen  hervor- 
gehen, sind  dargestellt  durch  alle  diejenigen  Gleichungen,  welche  aus  der 
vorstehenden  duroh  die  Vertauschungen  der  p,  q,  r,  . . .  oder,  was  auf  das- 
selbe herauskommt,  der  a,  h,  c  . . .  abgeleitet  werden  können.  Die  Multi- 
plikation aller  dieser  Gleichungen  miteinander  ergibt  die  Gleichung  der 
ganzen  Elementengruppe,  die  das  Bild  der  Galoisschen  Kesolvente  ist. 
Besonderen  Werten  von  a,h,  c,  . .  .  entsprechend  kann  dann  diese  Resolvente 
die  Potenz  eines  niederen  Ausdruckes  werden. 

Wir  wollen  das  Gesagte  durch  das  Beispiel  n  =  i,  also  das  Viereck, 
oder,  was  bequemer  ist,  das  Vierseit  in  der  Ebene •^)  illustrieren. 

Die  vier  Seiten  desselben  seien  vorgestellt  durch: 

^  =  0,     ^  =  0,     r  =  0,     s  =  0, 

wobei  die  Identität  besteht: 

p  ^  q-j-  r  ~\-  s  =  0. 

Aus  jeder  beliebig  angenommenen  Geraden: 

ap  +  bq-j-cr -}-ds  =  0 

entsteht  im  allgemeinen  ein  System  von  24  zusammengehörigen.  Dieselben 
kann  man  leicht  in  folgender  Weise  konstruieren.  Die  beliebig  ange- 
nommene Gerade  schneidet  die  vier  Seiten  des  Vierseits  in  vier  Punkten, 
welche  mit  den  jedesmal  auf  einer  solchen  Seite  liegenden  drei  Eckpunkten 
des  Vierseits  ein  gewisses  Doppelverhältnis  bestimmen.  Man  konstruiere 
nun  auf  jeder  Seite  diejenigen  24  Punkte  (von  denen  der  jedesmalige 
Schnittpunkt  einer  ist),  welche  mit  den  drei  auf  der  Seite  liegenden  Eck- 
punkten, die  letzteren  in  beliebiger  Reihenfolge  genommen,  eins  der  vier 
Doppelverhältnisse  bilden.  Diese  viermal  24  Punkte  liegen  zu  vier  vier- 
undzwanzigmal  auf  einer  Geraden;  diese  24  Geraden  (von  denen  die  ge- 
gebene eine  ist),  sind  die  gesuchten. 

Geht  die  beliebig  gewählte  Gerade  insbesondere  durch  einen  Eckpunkt 
des  Vierseits,  so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  zwölf  Gerade,  die 
paarweise   durch  die   Eckpunkte  des  Vierseits   gehen.     In   der  Tat,   wenn 

^)  [Vgl.  Clebsch  a.  a.  0.,  §  4.] 
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die  gegebene  Gerade  durch  einen  Eckpunkt  geht,  müssen  zwei  der  Koeffi- 
zienten a,  &,  c,  d  einander  gleich  werden.  Die  Galoissche  Resolvente 
wird  dementsprechend  das  Quadrat  einer  Gleichung  zwölften  Grades. 

Insbesondere  kann  die  gegebene  Gerade  durch  zwei  gegenüberstehende 
Eckpunkte  des  gegebenen  Vierseits  gehen.  Dann  erhält  man  nur  noch 
Systeme  von  drei  Geraden,  nämlich  die  drei  Diagonalen  des  Vierseits.  Die- 
selben sind  das  Bild  einer  Resolvente  dritten  Grades,  und  man  wird  auch 
auf  eine  solche  geführt,  wenn  man  die  a,  &,  c,  d  paarweise  gleichnimmt, 
also  etwa,  was  wegen  der  zwischen  den  p,  q,  r,  s  bestehenden  Identität 
gestattet  ist,  a  =  h  =  1,  c  =  d  =  —  1  wählt. 

IL 
Die  Ko Varianten  von  n  Elementen  des  Raumes  von  n  —  2  Dimensionen. 

Die  Gruppen  von  n/  Elementen,  welche  nach  dem  Vorstehenden  ge- 
o;ebenen  n  Elementen  des  Raumes  von  (n  —  2)  Dimensionen  zugeordnet 
werden,  sind  offenbar  Kovarianten  des  Systems  gegebener  Elemente,  in 
welchen  die  absoluten,  durch  lineare  Transformationen  unveränderlichen 
Zahlenwerte  (Doppelverhältnisse),  durch  welche  das  hinzutretende  Element 
mit  Bezug  auf  die  n  gegebenen  festgelegt  wird,   als  Parameter  fungieren. 

Die  Gleichungen  dieser  Kovarianten  haben  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft. Sie  sind  rational  aus  den  symmetrischen  Funktionen  der  p,  q, 
r,  . .  .  zusammensetzbar.  Es  geht  das  unmittelbar  aus  der  Entstehung 
dieser  Gleichungen  hervor,  die  wir  erhielten,  indem  wir  in  einer  beliebigen 
linearen  Gleichung  die  p,  q,  r,  . . .  auf  alle  Weisen  vertauschten  und  dann 
die  resultierenden  Gleichungen  zusammen  multiplizierten. 

Es  versteht  sich  dabei  von  selbst,  daß  die  Gleichungen  der  besonderen 
Elementengruppen,  welche,  besonderen  Resolventen  entsprechend,  mehrfach 
zählend  in  den  allgemeinen  Gruppen  enthalten  sind,  in  der  die  Multi- 
plizität  ausdrückenden  Potenz  genommen  werden  müssen,  damit  auch  auf 
sie  diese  Darstellung  Anwendung  finde. 

Andererseits  ist  ersichtlich,  daß  von  den  symmetrischen  Funktionen 
der  p,  q,  r,  ...  eine,   nämlich   ihre  Summe,   entsprechend   der  Identität: 

0  =  p^q-i-r-^..., 
in  Wegfall  kommt. 

Nun  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß  die  bisher  betrachteten  Gruppen 
von  n!  Elementen  die  einzig  denkbaren  Kovarianten  der  gegebenen  n 
Elemente  sind,  welche  von  getrennten  einzelnen  Elementen  gebildet  werden, 
oder  allgemeiner,  daß  jede  Kovariante  der  gegebenen  n  Elemente 

p  =  0,     q  =  i),  r  =  0,... 
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rational  und  ganz  aus  den  {n  —  1)  nicht  verschwindenden  symmetrischen 
Funktionen  der  p,  q,r ,  .  .  .  zusammengesetzt  ist. 

In  der  Tat,  jede  Kovariante  muß  durch  dieselben  linearen  Trans- 
formationen in  sich  übergehen,  wie  das  ursprüngliche  Gebilde.  Ihre  Glei- 
chung muß  also  durch  die  7^  /  Vertauschungen  der  p ,  q,  r,  ...  unter  sich 
im  vorliegenden  Falle  ungeändert  bleiben,  muß  sich  also  nach  bekannten 
Sätzen    rational    durch   die   symmetrischen   Funktionen   ausdrücken  lassen. 

Dieses  Raison nement  bedarf  noch  einer  Ergänzung  in  demselben  Sinne, 
wie  eine  solche  für  die  (mehrfach  zählenden)  Kovarianten  von  weniger  als 
n  !  Elementen  notwendig  war.  Die  Gleichung  der  Kovariante  braucht  näm- 
lich nicht  völlig  bei  den  Vertauschungen  der  p,  q,  r,  . . .  ungeändert  zu 
bleiben,  sondern  es  kann  dabei  ein  Faktor  vortreten.  Dieser  Faktor  kann 
aber  nar  eine  Einheitswurzel  sein,  insofern  die  Wiederholung  einer  be- 
stimmten Vertauschung  endlich  einmal  die  Identität  erzeugt,  und  also  eine 
bestimmte  Potenz  des  Faktors  gleich  der  Einheit  wird.  Die  entsprechende 
Potenz  der  Kovariantengleichung  bleibt  dann  bei  den  Vertauschungen  der 
/),  q,  r,  ...  völlig  ungeändert;  sie  ist  es,  die  wir  als  eigentliche  Kovariante 
ansprechen  müssen,  und  die  sich  rational  aus  den  symmetrischen  Funk- 
tionen der  p,q,r.  ...  zusammensetzen  läßt. 

Es  ist  durch  die  letzten  Betrachtungen  die  Theorie  der  Kovarianten 
von  n  Elementen  im  Räume  von  [n — 2)  Dimensionen  in  engste  Ver- 
bindung gesetzt  mit  der  Theorie  der  Gleichungen  n-ten  Grades. 

Als  Beispiel  der  Anwendbarkeit  solcher  Überlegungen  für  die  Theorie 
der  Kovarianten  folge  hier  die  aus  ihnen  entspringende  Behandlung  des 
einfachsten  Falles  n=  '6,  also  die  Behandlung  der  kubischen  binären 
Formen. 

Es  sei  eine  kubische  binäre  Form  f  gegeben.  Dieselbe  sei  vorgestellt 
durch  drei  Punkte  einer  geraden  Linie.  So  kann  man  die  gerade  Linie 
durch  sechs  lineare  Transformationen  umformen  (unter  denen  die  Identität 
ist),  durch  welche  die  gegebenen  drei  Punkte  untereinander  vertauscht 
werden.  Durch  dieselben  gruppieren  sich  die  Punkte  der  Geraden  zu  sechs 
zusammen.  Diese  Gruppen  von  je  sechs  Punkten  sind  Kovarianten  der 
gegebenen  kubischen  Form;  andere  Kovarianten  gibt  es  nicht,  in  dem 
Sinne,  daß  jede  Kovariante  sich  in  eine  Anzahl  solcher  Gruppen  von  sechs 
Punkten  auflösen  muß. 

Es  ist  nun  leicht,  sich  von  dem  geometrischen  Charakter  dieser  Punkt- 
gruppen Rechenschaft  zu  geben,  und  dadurch  erledigt  sich  zugleich  die 
Frage:  ob  etwa  unter  denselben  Potenzen  von  niederen  Gruppen  enthalten 
sind.  Eine  Gruppe  von  sechs  Punkten  enthält  nämlich,  wie  dies  unmittelbar 
aus  der  Erzeugung  folgt,  wie  dies  andererseits  auch  zu  ihrer  Definition 
hinreicht,  solche  sechs  Punkte,  welche  mit  den  gegebenen  drei,  wenn  map 
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deren  Reihenfolge  beliebig  vertauscht,  das  nämliche  Doppelverhältnis  bilden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  sie  enthält  solche  sechs  Punkte,  die  mit  den  ge- 
gegebenen drei,  die  letzteren  in  fester  Eeihenfolge  gedacht,  sechs  zusammen- 
gehörige Doppelverhältnisse  bilden.  Zusammengehörig  heißen  dabei  jedesmal 
diejenigen  sechs  Doppelverhältnisse,  welche  bei  veränderter  Reihenfolge  von 
vier  gegebenen  Punkten  auftreten. 

Es  geht  hieraus  hervor,  daß  sich  unter  den  einfach  unendlich  vielen 
Gruppen  von  je  sechs  Punkten,  außer  derjenigen,  welche  doppelt  zählend 
durch  f=0  selbst  vorgestellt  wird,  zwei  ausgezeichnete  finden  werden, 
entsprechend  einem  harmonischen  und  einem  äquianharmonischen  Ver- 
hältnisse. 

Die  Gruppe  der  harmonisch  liegenden  Punkte  besteht  aus  drei  doppelt 
zählenden  Punkten.  Dieselben  bilden  die  Ko Variante  dritten  Grades,  welche  in 
der  Theorie  der  binären  kubischen  Formen  gewöhnlich  mit  Q  bezeichnet  wird. 

Die  Gruppe  der  äquianharmonisch  liegenden  Punkte  umfaßt  nur  zwei 
dreifach  zählende  Punkte.  Dieselben  konstituieren  die  quadratische  Ko- 
variante  A  der  gewöhnlichen  Theorie. 

Recht  anschaulich  hat  man  die  gegenseitige  Beziehung  der  Formen 
/",  0 ,  A ,  wenn  man  sie  nicht  als  Punkte  einer  Geraden,  sondern  als  Strahlen 
eines  Büschels  interpretiert  und  dabei  die  beiden  Strahlen  A  ==  0  nach  den 
imaginären  Kreispunkten  der  unendlich  fernen  Geraden  hingehen  läßt. 
f=0  wird  sodann  von  drei  Strahlen  gebildet,  welche  miteinander  gleiche 
Winkel  =  |  -ß  einschließen.  Ö  =  0  umfaßt  die  Halbierungslinien  der  von 
diesen  drei  Strahlen  gebildeten  Winkel.  Endlich  jede  sechselementige 
Gruppe  besteht  aus  solchen  sechs  Strahlen,  welche  mit  den  Elementen 
von  f=()  Winkel  =±99  einschließen,  wo  cp  irgendeine  Neigung  be- 
zeichnet. Die  linearen  Transformationen,  durch  welche  f=0  und  also 
auch  0  =  0  und  A  =  0,  sowie  jede  sechselementige  Gruppe  in  sich  über- 
gehen, bestehen  einmal  in  Rotationen  des  Strahlbüschels  in  seiner  Ebene 
um  jedesmal  |i?,  sodann  in  einer  Rotation  des  Strahlbüschels  um  ein  Ele- 
ment von  ^=0  um  2-R,  durch  welche  die  Ebene  des  Büschels  umgelegt 
wird. 

Unter  Zugrundelegung  der  Faktoren  von  A  als  Variabein  übersieht 
man  nun  leicht,  daß  sich  jede  sechselementige  Gruppe  aus  zwei  solchen 
linear  und  homogen  zusammensetzt.  Man  hat  daher  zwischen  je  drei  sechs- 
elementigen  Gruppen  eine  homogene  lineare  Gleichung.  Insbesondere  wird 
eine  solche  Gleichung  zwischen  /"",  Q",  h.    existieren,  etwa: 

Es  ist  bekannt,  wie  auf  einer  Identität  dieser  Form  die  Auflösung  der 
kubischen  Gleichungen  beruht. 
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Wie  vorstehend  die  Theorie  der  Kovarianten  dreier  Punkte  der  Ge- 
raden aus  der  Betrachtung  der  Vertauschung  von  drei  Elementen  unter 
sich  abgeleitet  wurde,  so  wird  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  die  Kovarianten 
des  Vierseits  in  der  Ebene,  des  Pentaeders  im  Räume  u.  s.  w.  f.  behandeln 
können.  Hierzu  eine  Bemerkung,  die  partikulär  für  das  Pentaeder  aus- 
gesprochen werden  soll,  aber  die  ganz  geradeso  auf  den  allgemeinen  Fall 
Anwendung  findet.  Als  Resolvente  der  Gleichung  fünften  Grades,  welche 
durch  ein  Pentaeder  im  Räume  repräsentiert  wird,  kann  nicht  nur  ein 
System  von.  120  zusammengehörigen  Ebenen  oder  Punkten,  sondern  über- 
haupt von  120  zusammengehörigen  (d.  h.  aus  einem  durch  Anwendung  der 
Transformationen  Ihervorgehenden)  geometrischen  Gebilde,  Kurven,  Flächen 
usw.  gelten.  Wenn  nun  auf  einer  kovarianten  Fläche  des  Pentaeders  etwa 
eine  endliche  Anzahl  besonderer  Kurven  aufliegt,  so  werden  sich  dieselben 
immer  zu  solchen  Resolventen  zusammengruppieren;  was  man  auch  so  aus- 
sprechen kann:  alle  Gleichungen,  zu  denen  kovariante  Flächen  des  Pen- 
taeders Anlaß  gehen  können,  lassen  sich  in  solche  zerlegen,  welche  Resol- 
venten der  einen  Gleichung  fünften  Grades  sind. 

"Ein  Beispiel   ist  das  folgende.     Es   seien   die   fünf  Pentaederebenen: 

p  =  0,     q  =  0,     r  =  0;    5  =  0,     ^  =  0, 

und  sei,  wie  immer: 

p  +  q  +  r  +  s  +  t  =  0. 

So  gibt  es  eine  kovariante  Fläche  dritten  Grades^): 

p^  +  q^  +  r^-\-s^  +  t^  =  0. 

Die  27  Geraden  dieser  Fläche  zerfallen,  wie  dies  auch  Herr  Clebsch  a.a.O. 
nachgewiesen  hat,  in  zwei  Gruppen,  in  eine  von  15  (dieselben  zählen  als 
Glieder  einer  Galoisschen  Resolvente  achtmal),  und  in  eine  von  12 
(welche  zehnmal  zählen). 

III. 

Die  Gleichung  für  die  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung. 

Die  Kreisteilung. 

Es  ist  bereits  im  Eingange  hervorgehoben  worden,  daß  das  Wesent- 
liche an  der  im  vorstehenden  vorgetragenen  Repräsentation  für  die  Glei- 
chungen n-ten  Grades  das  ist,  daß  die  Vertauschungen  der  Wurzeln  unter 
sich  im  Bilde  durch  lineare  Transformationen  des  Raumes  ersetzt  werden 
können.  Ich  will  jetzt  zeigen,  daß  die  Darstellung,  welche  gewisse  Glei- 
chungen neunten  Grades  durch  die  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ord- 


*')  Auf   die  Eigenschaft  dieser  Flächen,   durch   lineare  Transformationen  in  sich 
überzugehen,  bin  ich  zuerst  durch  Herrn  Lie  aufmerksam  gemacht  worden. 
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nimg  finden,  einen  ähnlichen  Charakter  besitzt.  Dasselbe  gilt  für  die 
Kreisteilungsgleichungen.  Es  tritt  nur  in  beiden  Fällen  der  Umstand  modifi- 
zierend hinzu,  daß  die  geometrisch  repräsentierten  Gleichungen  nicht  mehr 
die  allgemeinen  ihres  Grades  sind,  sondern  daß  unter  ihren  Wurzeln  Grup- 
pierungen stattfinden.  Entsprechend  finden  in  dem  geometrischen  Bilde 
nicht  mehr  alle  Vertauschungen  der  Wurzeln  ihre  Darstellung  durch  lineare 
Transformationen,  sondern  nur  gewisse,  mit  den  Gruppierungen  der  Wurzeln 
eng  verknüpfte. 

Was  zunächst  die  Gleichung  der  Wendepunkte  betrifft,  so  ist  leicht 
zu  sehen,  daß  eine  allgemeine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  und  insbe- 
sondere ihre  Wendepunkte  durch  18  lineare  Transformationen  in  sich 
übergehen.  Man  überzeugt  sich  davon  am  einfachsten,  wenn  man  von  der 
kanonischen  Gleichungsform  der  auf  ein  Wendepunktsdreieck  bezogenen 
Kurve  ausgeht.     Dieselbe  ist: 

0  =  a {xl  +  o:.?  +  xl)  +  bx^x.^x.^  . 

Die  betreffenden  linearen  Transformationen  setzen  sich  zusammen  aus  Ver- 
tauschungen der  X  unter  sich  und  Multiplizieren  derselben  mit  passenden 
dritten  Wurzebi  der  Einheit. 

Durch  diese  Transformationen  geht  nun  nicht  nur  die  gegebene 
Kurve  f,  sondern  auch  ihre  Hessesche  Determinante  A,  überhaupt  jede 
Kurve  des  Büschels  f-{-lA,  in  sich  über. 

Dadurch,  daß  diese  Transformationen  gleichzeitig  einfach  unendlich 
viele  Kurven  dritter  Ordnung  in  sich  überführen,  ist  der  Widersinn  ge- 
hoben, der  bei  einer  ersten  Abzahlung  darin  liegt,  daß  eine  allgemeine 
Kurve  dritter  Ordnung,  welche  doch  von  neun  Konstanten  abhängt,  durch 
eine  endliche  Anzahl  linearer  Transformationen,  die  ja  nur  acht  Parameter 
enthalten,  in  sich  übergehen  soll. 

Als  geometrisches  Bild  für  die  Gleichung  neunten  Grades  betrachten 
wir  nun  nicht  die  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  Wendepunkte  be- 
sitzt, sondern  die  Wendepunkte  selbst  und  den  Trans formationszyklus, 
durch  welche  diese  untereinander  vertauscht  werden. 

Jede  Gleichung,  zu  der  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  ohne  daß  dabei 
ein  fremdes  Element  benutzt  wird,  Veranlassung  geben  kann,  muß  sich  in 
Resolventen  der  Wendepunktsgleichung  zerlegen  lassen.  Man  suche  z.  B. 
nach  solchen  Dreiecken,  deren  Seiten  die  C^  jedesmal  in  einer  Ecke  be- 
rühren. Die  Darstellung  der  C^  durch  elliptische  Funktionen  zeigt  sofort, 
daß  es  24  solcher  Dreiecke  gibt.  Die  Auffindung  derselben  kommt  näm- 
lich auf  Neunteilung  der  elliptischen  Funktionen  heraus;  von  den  81  durch 
dieselbe  gelieferten  Werten  beziehen  sich  neun  auf  die  Wendepunkte  selbst 
und  die  72  übrigen  ergeben  zu  drei  jedesmal  dasselbe  Dreieck.    Nun  abei' 
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schreibt  sich  die  C.j  mit  Bezug  auf  ein  solches  Dreieck  als  Fundament al- 
dreieck  folgendermaßen: 

0  =  a  (iCo 0^3  +  0^3 x^  -r  x^^ x'^ )  +  & a;^ x,^ x,^ . 

Wenn  man  x^ ,  x., ,  x.^  zyklisch  vertauscht,  bleibt  diese  Gleichung  und  das 
Dreieck  ungeändert.  Diesen  Vertauschungen  entsprechen  lineare  Trans- 
formationen, welche  in  den  obengenannten  18  enthalten  sind;  denn  nur 
diese  besitzen  die  Eigenschaft,  die  Cg  in  sich  überzuführen.  Das  Dreieck 
bleibt  also  ungeändert  durch  drei  der  18  Transformationen,  durch  welche 
die  C^  in  sich  übergeht.  Jedesmal  sechs  Dreiecke  bilden  also  eine  unver- 
änderliche Gruppe";  eine  Resolvente  der  Wendepunktsgleichung.  Die  Auf- 
lösung der  Gleichung  24-ten  Grades,  welche  die  Dreiecke  bestimmt,  verlangt 
zunächst  die  Lösung  einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  zur  Bestimmung 
der  Gruppen  von  je  sechs  zusammengehörigen  Dreiecken,  sodann  nur  noch 
die  Lösung  der  Wendepunktsgleichung.  —  Man  kommt  natürlich  auf  das- 
selbe Resultat,  wenn  man  die  Neunteilung  der  elliptischen  Funktionen  be- 
handelt. — 

Hierzu  noch  die  beiläufige  Bemerkung,  daß  mit  den  18  hier  be- 
trachteten linearen  Transformationen  eng  verbunden  sind  18  reziproke 
Transformationen.  Dieselben  erhält  man  aus  den  18  linearen,  unter  x-,  ii- 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  mit  Bezug  auf  ein  Wendepunktsdreieck  ver- 
standen, wenn  man  die  ic.  mit  den  u-  vertauscht.  An  Stelle  der  Wende- 
punkte treten  dann  deren  harmonische  Polaren,  an  Stelle  des  Büschels  /"-}-  ^^  A 
das  Büschel  der  die  Polaren  berührenden  Kurven  dritter  Klasse  usw.  Bei 
diesem  Gesichtspunkte  erscheint  die  Untersuchung  der  18  linearen  und 
18  reziproken  Transformationen  als  Hauptproblem;  dabei  erledigt  sich  denn 
nebenher  die  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse  und 
deren  wechselseitige  Zusammengehörigkeit. 

W^as  die  Kreisteilungsgleicliungen  oder  die  projektivischen  Verall- 
gemeinerungen derselben,  die  Gleichungen  der  zyklischen  ProjektivitäV i. 
angeht,  so  übersieht  man  sofort,  wieso  bei  ihnen  die  charakteristischen 
Vertauschungen  der  Wurzeln  im  geometrischen  Bilde  durch  lineare  Trans- 
formationen (Rotationen  der  Ebene  um  den  Mittelpunkt  des  Kreises)  er- 
setzt \verden  können. 

IV. 

Geometrische  Repräsentation  der  allgemeinen  Gleichung  sechsten  Grades. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Erörterung  der  besonderen  geometrischen 
Repräsentation,  welche  man  für  die  Gleichungen  'sechsten  Grades  aufstellen 
kann.     Dieselbe  stellt  die   Wurzeln  der  Gleichung   durch  sechs  paarweise 

•)  Clebsch  im  Crelleschen  Journal,  Bd.  63  (1863  64),  S.  120. 
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in  Involution  liegende  lineare  Komplexe  dar)  den  Vertauschungen  der- 
seihen  unter  sich  entsprechen  lineare  Umformungen  des  Punktraumes. 
Die  dabei  in  Betracht  kommenden  geometrischen  Dinge  sind  großen- 
teils dieselben,  welcHe  ich  in  dem  Aufsatze:  „Zur  Theorie  der  Linien- 
komplexe des  ersten  und  zweiten  Grades"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  2 
(1870)  [vgl.  Abh.  II  in  Band  1  dieser  Ausgabe]  auseinandergesetzt  habe. 
Gemäß  den  dortigen  Erörterungen  besteht  zwischen  sechs  linearen  Komplexen : 

X^    =    U  5      X^    =    U  5      •   •    •  )      >^Q    ^^^^    v  5 

welche  paarweise  miteinander  in  Involution  liegen  (vgl.  den  genannten 
Aufsatz),  eine  identische  Gleichung  von  der  Form: 

0  =  xl+xl  +  ...  +  xl. 

Nun  benutze  ich  ferner  einen  Satz  der  Liniengeometrie,  den  ich  unter 
etwas  weniger  allgemeinen  Form  in  meiner  Inauguraldissertation^)  ausge- 
sprochen habe.     Derselbe  lautet  folgendermaßen: 

Es  mögen  der  Koordinatenbestimmung  der  geraden  Linie  sechs  be- 
liebige lineare  Komplexe  zugrunde  gelegt  sein;  dieselben  werden  eine 
identische  Gleichung  zweiten  Grades  befriedigen: 

R  =  0. 

Einer  kollinearen  oder  reziproken  Umformung  des  Baumes  entspricht 
eine  lineare  Transformation  der  Linienkoordinaten,  hei  welcher  R  in  ein 
Multiplum  seiner  seihst  übergeht.  Umgekehrt,  setzt  man  statt  der  Linien- 
koordinaten solche  lineare  Ausdrücke,  daß  B  dadurch  in  ein  Multiplum 
seiner  selbst  übergeführt  wird ,  so  entspricht  dem  eine  kollineare  oder 
reziproke  Umformung  des  Baumes. 

In  dem  hier  vorliegenden  Falle  wird  nun  durch  eine  Vertauschung 
der  x  untereinander  die  Identität,  welche  zwischen  denselben  besteht,  in 
ihrer  Form  nicht  geändert.  Jeder  Vertauschung  der  x  entspricht  also  eine 
kollineare  oder  reziproke  Umformung  des  Raumes,  und  zwar  ist  es  eine 
kollineare  oder  eine  reziproke,  je  nachdem  die  Vertauschung  der  x  aus  einer 
geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  Transpositionen  zusammengesetzt  ist. 

Die  720  Vertauschungen  der  sechs  Komplexe  x  untereinander  oder 
die  mit  denselben  gleichbedeutenden  360  kollinearen  und  360  reziproken 
Umformungen  des  Baumes  gruppieren  einerseits  jedesmal  720  Linien, 
andererseits  je  360  Punkte  und  360  Ebenen  zusammen;  jede  solche  Gruppe 
ist  ein  Bild  der  Galois sehen  Besolvente  der  durch  die  sechs  Komplexe 
vorgestellten  Gleichung  sechsten  Grades. 


^)  „Über  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  Linienkoordinaten  auf  eine  kanonische  Form."  Bonn  1868.  C.  Georgi. 
[Vgl.  Abh.  I  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe.] 
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Es  ist  hier  nicht  meine  Absicht,  diese  Gruppen  näher  zu  untersuchen, 
was  übrigens  im  Anschlüsse  an  die  Linien-Koordinatenbestimmung  sehr 
leicht  ist;  ich  will  hier  nur  darauf  hinweisen,  wie  die  Systeme. von  ge- 
raden Linien,  welche  bezüglich  2,  3,  4  der  Komplexe  gemeinsam  sind 
[vgl.   die   zitierte   Abh.  II],    Beispiele    für    besondere   Resolventen    bilden. 

Je  zwei  der  sechs  gegebenen  Komplexe  haben  eine  Kongruenz  gemein 

und  diese  besitzt  zwei  Direktrizen.    Es  gibt  -^  ^15  derartiger  Direktrizen- 

paare.  Diese  Direktrizenpaare  sind  zugleich  diejenigen  Linienpaare,  welche 
den  vier  übrigen  Komplexen  jedesmal  gemeinsam  sind. 

Die  15  DireJctrizenpaare  sind  das  Bild  einer  Resolvente  fünfzehnten 
Grades. 

Die  15  Direktrizenpaare  bilden  nun  die  Kanten  von  15  Tetraedern 
(dementsprechend,  daß  man  sechs  Elemente  auf  15  Weisen  in  drei  Gruppen 
von  zwei  teilen  kann). 

Diese  15  Tetraeder  stellen  eine  zweite  Resolvente  fünfzehnten  Grades  dar. 

Aus  den  15  Tetraedern  nun  kann  man  auf  sechs  Weisen  solche  fünf 
aussuchen,  die  zusammen  alle  30  Direktrizen  zu  Kanten  haben. 

Diese  Gruppen  von  fünf  Tetraedern  repräsentieren  eine  Resolvente 
des  sechsten  Grades. 

Es  ist  dies  die  schon  im  Eingange  erwähnte  von  der  gegebenen  Glei- 
chung verschiedene  Resolvente  des  sechsten  Grades. 

Je  drei  der  gegebenen  sechs  Komplexe  haben  die  Linien  einer  Er- 
zeugung eines  Hyperboloids  gemein,  während  die  Linien  der  anderen  Er- 
zeugung desselben  Hyperboloids  den  übrigen  drei  Komplexen  angehören. 
Es  gibt  zehn  derartige  Hyperboloide,  entsprechend  den  zehn  Möglichkeiten, 
sechs  Dinge  in  zwei  Gruppen  von  drei  zu  teilen. 

Die  Hyperboloide  bilden  eine  Resolvente  des  zehnten  Grades. 

Ich  will  dabei  ausdrücklich  hervorheben,  daß  die  Gleichung  sechzehnten 
Grades,  von  der  die  Bestimmung  der  Singularitäten  der  Kumm ersehen 
Fläche  vierten  Grades  mit  16  Knotenpunkten  abhängt^)  und  die,  wie  ich 
a.  a.  0.  gezeigt  habe,  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  einem  System  von 
sechs  linearen  Komplexen  der  hier  betrachteten  Art  steht,  keine  Resolvente 
der  durch  die  Komplexe  repräsentierten  Gleichung  sechsten  Grades  ist. 
Vielmehr  ist  ihre  Beziehung  zu  der  Gleichung  sechsten  Grades  derartig, 
daß  man  ihre  16  Wurzeln  durch  das  Symbol 

(a^Xj  +  ci.iX.^  +  ...  in  «6^;«)^ 

■*)  Daß  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nur  die  Lösung  einer  allgemeinen  Glei- 
chung sechsten  Grades  und  mehrerer  quadratischer  verlangt,  hat  zuerst  Herr  Camille 
Jordan  in  der  Abhandlung  „Sur  une  equation  du  16^™e  degre"  (Grelles  Journal, 
Bd.  70  (1869)  nachgewiesen. 

Klein.  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  18 


274  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

darstellen  kann,  wo  die  Vorzeichen  der  a  nur  so  genommen  werden  sollen, 
daß  die  Zahl  der  gleichen  Vorzeichen  immer  eine  gerade  ist^^). 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  darauf  hinweisen,  wie  die  hier  vorgetragene 
geometrische  Kepräsentation  der  Gleichungen  sechsten  Grades  den  alge- 
braischen Charakter  einiger  der  Aufgaben  übersehen  läßt,  die  in  dem  allge- 
meinen Probleme  enthalten  sind:  diejenigen  rationalen  Umformungen 
anzugeben,  durch  welche  eine  allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades  in 
eine  andere  übergeführt  wird,  welche  eine  bestimmte  Invarianteneigen- 
schaft besitzt.  Eine  Methode  zur  Behandlung  dieses  Problems  ist  aller- 
dings bereits  von  Herrn  Clebsch  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4,  S.  289 
bis  290  nicht  nur  für  die  Gleichungen  des  sechsten  Grades,  sondern  für 
die  eines  beliebigen  Grades  angedeutet;  es  ist  aber  vielleicht  immer  inter- 
essant ,  zu  sehen ,  wie  sich  diese  Dinge  bei  der  hier  angewandten  geome- 
trischen Repräsentation  stellen. 

Den  sechs  Komplexen  x  entsprechen  in  einer  beliebigen  Ebene  des 
Raumes  sechs  Punkte,  welche  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  [vgl.  die 
zitierte  Abh.  II].  Diese  sechs  Punkte  sollen  die  gegebene  Gleichung  sechsten 
Grades  vorstellen.  Gibt  man  der  Ebene  nun  irgendeine  andere  Lage,  so 
geht  die  gegebene  Gleichung  sechsten  Grades  durch  rationale  Substitution 
in  eine  andere  über.  Insbesondere  kann  man  der  Ebene  solche  Lagen 
geben,   daß   die  Gleichung  ausgezeichnete  Invarianteneigenschaften   erhält. 

Legt  man  z.  B.  die  Ebene  durch  einen  der  vier  Eckpunkte  der  eben 
erwähnten  15  Tetraeder  hindurch,  so  verschwindet  für  die  resultierende 
Gleichung  die  Invariante  R-,  die  sechs  entsprechenden  Punkte  bilden  eine 
Involution. 

Fällt  die  Ebene  in  eine  der  60  Seitenflächen  der  15  Tetraeder,  so 
rücken  die  sechs  Punkte  in  ihr  in  drei  doppelt  zählende  Punkte  zusammen. 

Berührt  endlich  etwa  die  Ebene  eins  der  zehn  eben  genannten  Hyper- 
boloide, so  zerfällt  der  Kegelschnitt,  der  die  sechs  Punkte  enthält,  in  zwei 
Gerade,  auf  deren  jeder  drei  Punkte  liegen.  Die  Gleichung  sechsten  Grades 
ist  also  dann  durch  eine  quadratische  Gleichung  und  zwei  kubische  lösbar. 

Göttingen,  im  Mai  1871. 


^^)  Zu  dieser  Gleichung  sechzehnten  Grades  steht  eine  zweite  von  demselben 
Grade  in  naher  Beziehung:  diejenige,  welche  die  16  Geraden  einer  f^  mit  Doppel- 
kegelschnitt bestimmt  (oder  auch  die  16  Geraden  einer  f^,  die  einen  festen  Kegel- 
schnitt derselben  treffen).  Die  letztere  Gleichung  verlangt  zu  ihrer  Lösung  nur  eine 
Gleichung  fünften  Grades  und  mehrere  quadratische.  Dieselbe  ist  aufzufassen  als  eine 
der  im  Texte  betrachteten  Gleichungen  sechzehnten  Grades,  bei  welcher  man  eine 
Wurzel  der  zu  lösenden  Gleichung  sechsten  Grades  adjungiert  hat. 


LI.  Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen 

in  sich  selbst. 

[Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875/76).] 


Die  nachstehenden  Untersuchungen  sind  aus  dem  Streben  hervorge- 
gangen, die  geometrische  Interpretation  von  x  -\-  iy  auf  der  Kugelfläche 
für  die  Theorie  der  binären  Formen  zu  verwerten.  In  dieser  Absicht 
machte  ich  bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit^ )  auf  die  enge  Beziehung 
aufmerksam,  welche  zwischen  der  gemeinten  Interpretation  und  der  projek- 
tivischen  Maßgeometrie  besteht,  welche  man  auf  die  Kugel  (wie  auf  jede 
Fläche  zweiten  Grades)  gründen  kann.  Einer  linearen  Transformation  von 
x-\-iy  entspricht  geradezu,  im  Sinne  dieser  Maßgeometrie,  eine  reelle  Be- 
wegung des  Raumes,  wie  auch  umgekehrt,  so  daß  jede  Konstruktion  auf 
der  Kugelfläche,  welche  für  die  Invarianten theorie  von  x  -\-  iy  Bedeutung 
hat,  sofort  maßgeometrische  Verwertung  findet,  und  umgekehrt  jedes  maß- 
geometrische Theorem  einen  Beitrag  fÜT  die  Invariantentheorie  liefert.  Ich 
habe  bereits  damals  angegeben,  welche  anschauliche  Interpretation  man  auf 
Grund  solcher  Betrachtungen  für  das  Formensystem  einer  binären  kubischen 
und  biquadratischen  Form  entwickeln  kann;  später^)  veröffentlichte  ich 
eine  auf  diesen  Prinzipien  beruhende  Übertragung  des  Pascalschen  Satzes 
auf  den  Raum.  Es  hat  dann  Herr  Wedekind  diese  Untersuchungen  nach 
verschiedenen  Richtungen  in  seiner  Inauguraldissertation^)  weitergeführt 
[vgl.  den  Auszug  in  Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875/76)].  Es  sei  auf  diese 
Arbeit  namentlich  auch  mit  Rücksicht  auf  den  erforderlichen  Literatur- 
nachweis, der  hier  zu  weit  führen  würde  (Untersuchungen  von  Möbius 
Beltrami  u.  a. ),  verwiesen. 

Die  spezielle  Aufgabe,  welche  ich  weiterhin  in  Angriff  nahm,  knüpfte 
an  den  Umstand  an,  daß  bei  gewöhnlicher  Maßbestimmung  ein  lange   er- 


^)  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen.  Erlangen 
1872.  Programmschrift  [als  Abh.  XXVII  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe  abgedruckt. 
Siehe  besonders  §  6  und  Note  VII]. 

")  Sitzungsberichte  der  Erlanger  phys.-med.  Gesellschaft.  Nov.  1873  [als  Abh. 
XXIV  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe  abgedruckt]. 

3)  Erlangen  1874. 

18* 
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ledigtes  Problem  ist:  alle  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  zu  kon- 
struieren. Es  schien  möglich,  für  allgemeine  projektivische  Maßbestimmung 
dasselbe  Problem  zu  lösen  und  damit  also,  was  für  algebraische  Unter- 
suchungen von  Wichtigkeit  sein  muß,  alle  endlichen  Gruppen  linearer 
Transformationen  eines  komplexen  Argumentes  x  -\-  iy  zu  gewinnen.  Es 
hängt  diese  Bestimmung  auf  das  genaueste  mit  der  Theorie  der  regulären 
Körper  zusammen,  wie  noch  weiter  unten  gezeigt  werden  soll.  —  Auf 
diese  Weise  gelang  es,  alle  binären  Formen  zu  konstruieren,  welche  lineare 
Transformationen  in  sich  besitzen.  Unter  ihnen  ist  es  eine  vom  zwölften 
Grade,  vorgestellt  durch  die  Ecken  eines  regulären  Ikosaeders,  die  im 
folgenden  besonders  untersucht  werden  soll.*  Ich  entwickle  an  ihr,  als 
einem  Beispiel,  wie  man  die  ganze  Theorie  dieser  Formen^  von  der  Kennt- 
nis der  linearen  Transformationen  ausgehend,  welche  dieselben  ungeändert 
lassen,  ohne  alle  komplizierte  Rechnung,  nur  mit  den  Begriffen  der 
Invariantentheorie  operierend,  ableiten  kann.  Die  dabei  verwandte  Schluß- 
weise hat  große  Ähnlichkeit  mit  derjenigen,  welche  Lie  und  ich  in  einer 
gemeinsamen  Arbeit  [„Über  diejenigen  ebenen  Kurven,  welche  durch  ein 
geschlossenes  System  von  einfach  unendlich  vielen  vertauschbaren  linearen 
Transformationen  in  sich  übergehen"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4(1871) 
=  Abh.  XXVI  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe]  entwickelt  haben;  daß  die- 
selbe hier  an  einem  neuen  Gegenstande  zur  Verwertung  kommt,  scheint 
mir  an  den  folgenden  Untersuchungen  das  Wichtigste  zu  sein. 

Bei  der  nahen  Beziehung,  welche  diese  Dinge  zu  funktionentheoretischen 
Fragen  haben,  konnte  man  von  vornherein  erwarten,  daß  dieselben  schon 
in  letzterer  Richtung  in  Angriff  genommen  seien.  Inzwischen  habe  ich 
erst  ziemlich  spät  erfahren*),  daß  in  der  Tat  dieselben  Formen,  freilich 
unter  anderen  Gesichtspunkten,  von  Schwarz  betrachtet  worden  sind 
[Grelles  Journal,  Bd.  75  (1872/73)  =--  Ges.  Abhandl.  Bd.  2,  S.  211  if.: 
Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  G au ß sehe  hypergeometrische  Reihe 
eine  algebraische  Funktion  ihres  vierten  Elementes  darstellt].  Ich  habe 
gesucht,  im  folgenden  die  mannigfachen  Beziehungspunkte  zu  der  Schwarz- 
sehen Arbeit  möglichst  hervortreten  zu  lassen.  —  Auch  sei  bereits  hier 
einer  merkwürdigen  anderen  Koinzidenz  gedacht.  Die  Formeln,  welche 
weiterhin  für  die  Auflösung  der  Ikosaedergleichung  aufgestellt  werden, 
stimmen,  sofern  man  von  der  Bedeutung  der  auftretenden  Größen  absieht, 
genau  überein  mit  solchen,  die  von  Kronecker,  Her  mite  und  be- 
sonders Brioschi  bei  Untersuchungen  über  die  allgemeine  Gleichung  fünften 
Grades  gegeben  worden  sind. 


*)  Vgl.,  was  die  Entstehung  meiner  Untersuchungen  im  einzelnen  angeht,  zwei 
vorläufige  Mitteilungen,  welche  unter  dem  Titel  „Über  eine  Klasse  binärer  Formen" 
in  den  Erlanger  Sitzungsberichten  vom  13.  Juli  und  14.  Dezember  1874  erschienen  sind. 
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§    1. 

Über  die  Interpretation  von  x  +  iy  auf  der  Kugel. 

Wenn  man  auf  eine  Kugelfläche  eine  projektivische  Maßbestimmung 
gründet,  so  hat  man  unter  einer  reellen  „Bewegung"  des  Raumes  eine 
Kollineation  zu  verstehen,  bei  der  zwei  reelle  Gerade  fest  bleiben,  die  in 
bezug  auf  die  Kugel  konjugierte  Polaren  sind,  und  von  denen  daher  die 
eine,  welche  fortan  als  Achse  der  Bewegung  bezeichnet  sein  soll,  die  Kugel 
in  reellen  Punkten  schneidet,  während  die  zweite  ganz  außerhalb  verläuft 
(vgl.  z.  B.  die  Arbeit  von  Linde  mann  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  7 
(1873/74),  S.  56.tf.).  Die  Bewegung  besteht,  wenn  wir,  wie  weiterhin  fast 
immer  geschehen  soll,  .unsere  Aufmerksamkeit  auf  das  Innere  der  Kugel- 
fläche beschränken,  aus  einer  schraubenartigen  Drehung  um  diese  Achse; 
jeder  Punkt  beschreibt  eine  gewundene  Linie  (Loxodrome),  die  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  verläuft,  welche  die  fundamentale  Kugel  in  den 
beiden  Durchschnittspunkten  mit  der  Achse  berührt  (diese  Punkte  sind 
für  die  F^  Umbilici).  Diese  Loxodromen  können  insbesondere  in  Kreise, 
die  schraubenartige  Drehung  in  eine  bloße  Rotation  übergehen,  die  Ebenen 
der  Kreise  werden  dann  die  zur  Achse  konjugierte  Gerade  enthalten. 

Der  einzige  Spezialfall,  der  hinsichtlich  der  Lage  der  Achse  eintreten 
kann,  ist  der,  daß  sie,  statt  die  Kugel  in  getrennten  Punkten  zu  schneiden, 
dieselbe  berührt.  Die  konjugierte  Polare  berührt  dann  die  Kugel  in  dem- 
selben Punkte  und  ist  gegen  die  Achse  (in  gewöhnlichem  Sinne)  senkrecht; 
die  Punkte  des  Raumes  rücken  während  der  Bewegung  auf  Kreisen  fort, 
deren  Ebenen  durch  diese  konjugierte  Polare  hindurchgehen. 

Faßt  man  jetzt  die  Kugel  als  Trägerin  des  Wertgebietes  x  -\-  iy  auf, 
so  entspricht  der  allgemeinen  Bewegung  die  allgemeine  lineare  Trans- 
formation von  o; -f- *!/,  bei  der  zwei  verschiedene  Werte  von  x -\- iy  un- 
geändert  bleiben;  der  speziellen  Bewegung  entspricht  der  besondere  Fall 
linearer  Transformation,  bei  welchem  die  beiden  festbleibenden  Elemente 
koinzidieren.  Legt  man  die  beiden  im  ersten  Falle  fest  bleibenden  Elemente 

einer  binären  Koordinatenbestimmung  z  =  ^  zugrunde,  so  wird  die  zu- 
gehörige Transformation  durch  z'  =  cz  dargestellt  sein,  während  im  zweiten 
Falle  die  analytische  Formel  für  die  Transformation  z'  =^  z -\-  C  ist,  sofern 
man  2  =  cc  mit  dem  doppeltzählenden  festbleibenden  Elemente  zusammen- 
fallen läßt  [vgl.  Abh.  XVI  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe,  S.  263]. 

Handelt  es  sich  jetzt  darum,  alle  Gruppen  anzugeben^  welche  aus 
<.iner  endlichen  Anzahl  von  linearen  Transformationen  bestehen,  so  werden 
die  dabei  in  Betracht  kommenden  Transformationen  jedenfalls  solche  sein 
müssen,    die    sich    nach    einer   endlichen   Anzahl  von  Malen  reproduzieren. 
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Sie  müssen  daher,  geometrisch  zu  reden,  Rotationen  sein;  algebraisch  aus- 
gedrückt: sie  müssen  sich  in  der  Gestalt  z  =^  ez  darstellen  lassen,  wo  e 
eine  Einheitswurzel  ist.  Überdies  darf  die  Größe  der  Rotation  nur  einem 
rationalen  Teile  von  2  tz  gleich,  e  also  nur  eine  rationale  Einheits- 
wurzel sein. 

Von  jeder  rationalen  Rotation  wird  durch  Wiederholung  eine  end- 
liche Gruppe  erzeugt.  Aber  es  gibt  auch  anderweitige,  aus  verschieden- 
artigen Rotationen  zusammengesetzte  Gruppen.  Ein  Beispiel  geben  die- 
jenigen, welche  man  aus  den  Rotationen  um  einen  Punkt  des  Kugelinneren 
bilden  kann.  Diese  Gruppen  darf  man  als  bekannt  ansehen.  Denn  die 
Rotationen  um  einen  solchen  Punkt  haben  bei  projektivischer  Maßbe- 
stimmung denselben  Charakter  wie  in  der  elementaren  Geometrie^),  und 
die  Gruppen,  welche  man,  unter  Zugrundelegung  der  letzteren,  aus  Rota- 
tionen um  einen  Punkt  zusammensetzen  kann,  sind  bekannt.  Es  um- 
fassen dieselben  einmal  selbstverständlich  diejenigen,  welche  durch  Wieder- 
holung derselben  Rotation  entstehen.  Man  kann  sie  noch  erweitern,  indem 
man  Rotationen  hinzunimmt,  welche  die  bei  der  Rotation  festbleibenden 
beiden  Punkte  vertauschen.  [Beide  Rotatfonen  führen  nach  meiner  späteren 
Terminologie  ein  ,,Dieder"  —  d.  h.  die  von  der  Ober-  und  Unterseite  eines 
regulären  Polygons  gebildete  Figur  vom  Rauminhalt  Null  —  in  sich 
über.  ]  Dann  aber  gehören  hierher  die  Gruppen  derjenigen  Rotationen,  welche 
die  regulären  Körper :  Tetraeder,  Oktaeder,  Ikosaeder,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt:  Tetraeder,  Würfel,  Pentagondodekaeder,  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  daß  mit  diesen  Beispielen  alle  Gruppen  der  ge- 
forderten Beschaffenheit  bereits  angegeben  sind. 

.        §  2. 
Bestimmung  aller  Gruppen  von  endlieh  vielen  linearen  Transformationen. 

Um  den  in  Rede  stehenden  Beweis  zu  führen,  überzeuge  man  sich 
zunächst,  daß  zwei  Rotationen  nur  dann  wieder  eine  Rotation  ergeben, 
wenn  sich  ihre  Achsen  schneiden. 

Eine  Rotation  kann  man  (gegenüber  der  allgemeinen  Schrauben- 
bewegung) dadurch  charakterisieren,  daß  bei  ihr  Punkte  im  Kugelinnern 
festbleiben,  die  nicht  selbst  der  Kugelfläche  angehören,  nämlich  alle  Punkte 
der  Achse.     Soll  also  die  Kombination  zweier  Rotationen  wieder  eine  Ro- 


^)  In  der  Tat  sind  diejenigen  Rotationen,    bei  denen  der  Kugelmittelpunkt  fest 

bleibt,    auch    Rotationen    in    gewöhnlichem    Sinne.      Von  diesem    Umstände    ist   im 

folgenden   durchgängig  Gebrauch    gemacht,  um  möglichst  große  Anschaulichkeit  des 
Resultats  zu  erzielen. 
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tation  ergeben,  so  müssen  Punkte  existieren,  welche  aus  der  neuen  Lage, 
in  welche  sie  die  erste  Transformation  versetzte,  vermöge  der  zweiten 
Transformation  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt  werden.  Da  sich 
aber  bei  einer  Rotation  jeder  Punkt  auf  einem  Kreise  bewegt,  auf  dessen 
Ebene  die  Achse  im  Mittelpunkte  senkrecht  steht,  so  sind  die  Achsen  der 
beiden  gegebenen  Rotationen  zwei  Perpendikel,  die  in  den  Mittelpunkten 
zweier  sich  in  zwei'  Punkten  schneidender  Kreise  senkrecht  zu  deren  Ebenen 
errichtet  sind.  Das  heißt:  die  Achsen  werden  sich  schneiden,  wie  man 
hier,  wo  von  projektivischer  Maßbestimmung  die  Rede  ist,  in  ganz  ähn- 
licher Weise  durch  Symmetriegründe  beweisen  kann,  wie  man  das  bei  ge- 
wöhnlicher Maßb^stimmung  tun  würde.  —  Daß  umgekehrt  die  Kombination 
zweier  Rotationen  mit  sich  schneidenden  Achsen  jedesmal  eine  Rotation 
ergibt,  ist  an  sich  deutlich. 

Aber  weiter  überzeugt  man  sich:  Sollen  zwei  Rotationen  zu  einer 
endlichen  Gruppe  Anlaß  gehen,  so  müssen  sich  ihre  Achsen  innerhalb 
deY  Kugel  schneiden.  Schnitten  sie  sich  nämlich  außerhalb  oder  auch  auf 
der  Kugel,  so  würde  ein  reeller,  an  die  Kugel  gehender  Kegel  bei  jeder 
der  beiden  Rotationen  und  also  auch  bei  jeder  durch  ihre  Kombination 
entstehenden  Rotation  fest  bleiben.  Aber  aus  den  reellen  linearen  Trans- 
formationen, die  einen  reellen  Kegel  der  zweiten  Ordnung,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  einen  reellen  Kegelschnitt  in  sich  überführen,  lassen 
sich  keine  anderen  endlichen  Gruppen  bilden  als  diejenigen,  die  durch 
Wiederholung  derselben  Rotation  um  einen  festen  Punkt  des  Innern  ent- 
stehen. Die  Begründung  ist  genau  dieselbe,  die  man  für  das  entsprechende 
Theorem  der  gewöhnlichen  ebenen  Geometrie  angeben  kann,  welches 
aussagt,  daß  man  durch  Zusammensetzung  zweier  Drehungen  um  zwei 
verschiedene  Punkte  der  Ebene  keine  endliche  Gruppe  von  Bewegungen  er- 
zeugen kann.  Der  Kern  des  Beweises  für  dieses  Theorem  der  elementaren 
Geometrie  und  für  die  entsprechende  Behauptung  bei  projektivischer  Maß- 
bestimmung und  reellem  Fundamentalkegelschnitt  liegt  übereinstimmend 
darin,  daß  in  beiden  Fällen  die  Ausdehnung  der  Ebene  eine  unendlich 
große  ist.  Einen  ähnlichen  Schluß  haben  wir  schon  oben  angewandt,  als 
wir  unter  allen  Arten  von  Bewegungen  allein  die  Rotationen  als  solche 
bezeichneten,  die  sich  möglicherweise  nach  endlichmaliger  Wiederholung 
reproduzieren:  nur  bei  ihnen  ist  die  Länge  der  vom  einzelnen  Punkte  zu 
durchlaufenden  Trajektorie  eine  endliche. 

Sollen  jetzt  mehrere  Rotationen  durch  Kombination  zu  einer  end- 
lichen Gruppe  Anlaß  geben,  so  werden  ihre  Achsen,  da  sie  sich  gegen- 
seitig im  Innern  der  Kugel  schneiden  müssen,  entweder  ein  und  denselben 
im  Innern  gelegenen  Punkt  gemein  haben,  oder  alle  in  einer  Ebene  liegen, 
so  zwar,  daß  der  in  der  Ebene  enthaltene  Schnittkreis  mit  der  Kugel  alle 
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ihre  gegenseitigen  Schnittpunkte  einschließt.  Allein  man  überzeugt  sich, 
daß  der  letztere  Fall  ohne  den  ersteren  nicht  eintreten  kann,  jedoch  der 
erstere  für  sich  allein.  Denn  zuvörderst :  Sollen  die  betr.  Rotationen  über- 
haupt eine  endliche  Gruppe  erzeugen  können,  so  müssen  sie  aus  Drehungen 
um  180  Grad  bestehen.  Denn  bei  jedem  anderen  Drehungswinkel  würden 
beim  Eintritte  der  Rotation  um  eine  der  Achsen  die  übrigen  (n  —  1)  in 
eine  solche  Lage  übergeführt,  in  der  jede  [n  —  2)  der  ursprünglichen 
Achsen  nicht  mehr  träfe.  Man  hätte  also  weiterhin  Rotationen  zu  kom- 
binieren, deren  Achsen  sich  nicht  schneiden,  was  nichts  Endliches  geben 
kann.  —  Die  Rotationen,  welche  hier  möglicherweise  in  Betracht  kommen, 
haben  also  auf  die  ihren  Achsen  gemeinsame  Ebene  jedenfalls  den  Einfluß, 
daß  sie  dieselbe  immer  wieder  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  und 
es  ist  nun  die  Frage,  ob  man  aus  solchen  ümlegungen  einer  Ebene,  in 
welcher  ein  reeller,  fest  bleibender  Kegelschnitt  vorhanden  ist,  ein  end- 
liches System  erzeugen  kann.  Aber  das  ist  wieder,  wie  die  entsprechende 
Forderung,  die  man  bei  gewöhnlicher  Maßbestimmung  stellen  mag,  unmög- 
lich wegen  des  unendlich  großen  Flächeninhalts  einer  solchen  Ebene. 

Soll  also  durch  Zusammensetzung  von  Rotationen  eine  endliche 
Gruppe  entstehen,  so  müssen  sich  ihre  Achsen  alle  in  einem  Punkte  des 
Kugelinnern  schneiden,  und  also  sind  durch  die  oben  angeführten  Gruppen 
alle  in  Betracht  kommenden  Gruppen  erschöpft^). 

§  3. 

Zusätzliche  Bemerkungen. 

An  diese  Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  linearer  Transforma- 
tionen im  binären  Gebiete  knüpfe  ich  hier  beiläufig  die  Bemerkung:  daß 
zugleich  alle  endlichen  Gruppen  von  Beivegungen  im  Nicht-Euklidischen 
Räume  bestimmt  sind.     Man    hat   nämlich   für  diese   sechsfach  unendlich 


*')  [Für  den  Satz  des  Textes,  der  zuerst  in  meiner  Erlanger  Note  von  13.  Juli 
1874  mitgeteilt  worden  war,  sind  später  einfache  andere  Beweise  veröffentlicht 
worden.  Ich  erwähne  hier  nur  den  Beweis  von  E.  Moore,  den  ich  1896  der  Natur- 
forscherversammlung  in  Frankfurt  a.  M.  vorlegte  (vgl.  Jahresberichte  der  Deutschen 
Math.  Vereinigung,  Bd.  5,  S.  57).     Es  sei 

/■  ^  a  Zl  Zl  -f- /^  Zl  i.2  4- ^  2l  2.^  +  C  2„  2^ 

irgendeine  definite  Hermitesche  quadratische  Form  (mit  konjugiert-imaginären  Ver- 
änderlichen und  Koeffizienten).  Aus  ihr  mögen  durch  eine  vorgelegte  endliche  Gruppe 
homogener  linearer  Substitutionen  fy,  f^,  . .  .  fN  hervorgehen.  Dann  ist  f^  i  f. 2  r  ■  . .  \  fN 
eine  definite  Her  mite  sehe  Form,  die  gewiß  nicht  identisch  verseh  windet  und  bei 
den  Substitutionen  der  Gruppe  invariant  bleibt.  Gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  eine 
solche  Form'  den  imaginären  Schnitt  der  x  ^  iy-Kugel  mit  irgendeiner  sie  nicht  treffen- 
den reellen  Ebene  vor.  Mit  diesem  Schnitt  bleibt  auch  ein  Punkt  im  Kugelinnern, 
nämhch  der  Pol  der  Ebene,  fest.     K.  ] 
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vielen  Bewegungen  das  fundamentale  Theorem,  daß  sie  sich  aus  zwei  ver- 
tauschharen  Gruppen  von  nur  dreifach  unendlich  vielen  zusammensetzen ^ 
deren  jede  man  als  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  eines  binären 
Gebietes  auffassen  kann.  Diese  Zerlegung,  welche  implizite  in  der  be- 
reits genannten  Arbeit  von  Lindemann  (Math.  Annalen,  Bd.  7)  und  in 
der  Habilitationsschrift  von  Fr  ahm  (Tübingen  1873)  enthalten  ist"),  ent- 
spricht dem  Umstände,  daß  es  spezielle  lineare  Transformationen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  in  sich  gibt,  bei  denen  das  eine  oder  das  andere 
System  der  Erzeugenden  völlig  ungeändert  bleibt.  Weil  sich  die  Er- 
zeugenden jedes  Systems  rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen, 
sind  die  Transformationen  dieser  Art,  welche  sich  auf  dasselbe  System 
Erzeugender  beziehen,  geradezu  durch  die  linearen  Transformationen  eines 
binären  Gebietes  vorgestellt;  weil  ferner  bei  jeder  Transformation  das 
andere  Erzeugendensystem  gar  nicht  affiziert  wird,  sind  die  beiderlei  Trans- 
formationen miteinander  vertauschbar.  Man  tvird  alle  endlichen  Gruppen 
von  Bewegungen  des  Raumes  bekommen,  indem  man  jede  endliche  Gruppe , 
die  sich  aus  den  Transformationen  der  einen  Art  zusammensetzt,  kom- 
biniert mit  allen  anderen  aus  den  Transformationen  der  anderen  Art  zu 
sammenzusetzenden  endlichen  Gruppen^). 

Ist  nun  die  fundamentale  Fläche  zweiten  Grades  insbesondere  eine 
reelle,  nicht  geradlinige,  so  entspricht  jeder  reelle  Punkt  derselben  einer 
Erzeugenden  des  einen  und  auch  des  anderen  Systems.  Jede  lineare  Trans- 
formation des  einen  Erzeugendensystems,  welche  von  der  konjugiert  ima- 
ginären Transformation  des  anderen  Erzeugendensystems  begleitet  ist, 
wird  eine  reelle  lineare  Transformation  der  Fläche  in  sich  darstellen.  Da- 
her kann  man  die  reellen  Punkte  der  Fläche  als  ein  Gebiet  x^iy,  die 
reellen  Kollineationen  der  Fläche  in  sich  als  lineare  Transformationen  des 
X  -\-  iy  auffassen,  und  man  hat  sonach  eine  rein  projektivische  Begründung 
der  Repräsentation  einer  komplexen  Veränderlichen  auf  der  Kugel  oder 
überhaupt  auf  einer  nicht  geradlinigen  reellen  Fläche  zweiten  Grades. 
Die  endlichen  Gruppen  reeller  Bewegungen,  welche  im  Falle  einer  solchen 
Fundamentalfläche  vorhanden  sind,  decken  sich  geradezu  mit  den  end- 
lichen Gruppen  linearer  Transformationen,  die  man  im  binären  Gebiete 
konstruieren  kann. 


')  Vgl.  Clifford  in  den  Proc,  der  Mathematical  Society  1873.  [-  Werke,  S.  181  ff.. 
bes.  S.  193  Fußnote.]  —  [Vgl.  den  Abschnitt  I  meiner  Arbeit  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  37  (1890)  =  Abh.  XXI  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe.     K.] 

^)  Nimmt  man  die  Fundamentalfläche  der  Maßbestimmung  imaginär,  so  werden 
die  so  zusammengesetzten  Gruppen  lauter  reelle  Bewegungen  unter  sich  befassen 
können.  Den  auf  einer  Kugelfläche  befindlichen  n  Ecken  eines  regulären  Körper.^ 
entsprechend  bekommt  man  hier  „reguläre''  Systeme  von  n-  durch  den  Raum  ver- 
teilten Punkten. 
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Es  sei  hier  nun  auch  der  Beziehung  gedacht,  welche  zwischen  dem 
in  §  2  gelösten  Probleme  und  einer  Fragestellung  besteht,  zu  welcher 
Schwarz  in  seiner  oben  genannten  Abhandlung  geführt  wird,  und  die  ihn 
eben  zum  Studium  derjenigen  Formen  hinleitet,  welche  durch  die  Ecken 
der  regulären  Körper  auf  der  Kiemann  sehen  Kugelfläche  vorgestellt 
werden.  Zu  dem  Zwecke  sei  es  gestattet,  vorübergehend  einen  neuen  Aus- 
druck einzuführen.  Wenn  man  die  Kugel  durch  eine  Ebene  schneidet,  so 
gibt  es  eine  Kollineation  des  Raumes,  welche  die  Kugel  in  sich  überführt 
und  den  ganzen  Schnittkreis  mit  der  Ebene  ungeändert  läßt.  Sie  besteht 
in  einer  perspektivischen  Umformung,  welche  als  fest  bleibende  Ebene  die 
gegebene  und  als  Zentrum  der  Perspektivität  ihren  Pol  in  bezug  auf  die 
Kugel  benutzt.  Diese  Transformation  soll  schlechthin  als  Spiegelung  an 
der  gegebenen  Ebene  bezeichnet  werden.  Eine  Spiegelung  ist  keine  Be- 
wegung, sondern  eine  solche  ergibt  sich  erst  durch  Zusammensetzung  zweier 
Spiegelungen.  Die  entsprechende  Änderung  von  x-\-iy  ist  daher  auch 
keine  lineare  Transformation,  sondern  ergibt  sich,  wenn  man  [mit  einer 
geeigneten  linearen  Transformation]  gleichzeitig  eine  Vertauschung  von 
+  i  mit  —  i  verbindet. 

Man  kann  nun  überhaupt  das  Problem  aufstellen:  alle  endlichen 
Gruppen  von  Umänderungen  anzugeben,  die  durch  Zusammensetzung  ver- 
schiedener Spiegelungen  entstehen  können.  Jede  solche  Gruppe  wird  auch 
eine  endliche  Gruppe  von  Bewegungen  umfassen,  weil  zwei  Spiegelungen 
kombiniert  eine  Bewegung  ergeben.  Daß  aber  die  endlichen  Gruppen  von 
Bewegungen,  welche  man  so  erhält,  in  der  Tat  alle  solchen  Gruppen  er- 
schöpfen, ist  nicht  von  vornherein  klar,  sondern  ergibt  sich  nur  hinterher. 

Man  wird  das  angeregte  Problem  zunächst  direkt  in  einer  Weise  zu 
erledigen  haben,  welche  den  in  §  2  angestellten  Überlegungen  sehr  ähnlich 
ist.  Man  zeigt,  daß  sich  alle  spiegelnden  Ebenen,  wenn  etwas  Endliches 
entstehen  soll,  in  einem  Punkte  des  Kugelinnern  schneiden  müssen,  und 
dann  weiter,  nachdem  man  diesen  Punkt  in  den  Kugelmittelpunkt  verlegt 
hat,  daß  sie  notwendig  Symmetrieebenen  eines  regulären  Polyeders  [ein- 
schließlich des  Dieders]  sind  (sofern  sie  nicht  alle  auf  einer  festen  Ebene 
senkrecht  stehen)^).  Die  Gruppen  von  Bewegungen,  welche  in  den  so  auf- 
gestellten Gruppen  von  Spiegelungen  enthalten  sind,  stimmen  dann  in  der 
Tat  mit  den  in  §  2  aufgestellten  überein. 

Es  ist  nun  ein  spezieller  Fall  des  hier  eingeführten  neuen  Problems, 
welcher  bei  Schwarz  vorliegt.  Schwarz  verlangt  —  ich  bediene  mich 
dabei  der  eben  eingeführten  Terminologie.  —  die  Bedingung  anzugeben, 
unter  der  die   Spiegelung  an  nur  drei  verschiedenen  Ebenen   etwas   End- 


')  Vgl.   z.  B.   Elling   B.   Holst  in  der  Tidskrift  for   Matematik,   1875,    S.  87. 
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liches  liefern  kann,  und  sein  Nachweis  darf  sich  dementsprechend  darauf 
beschränken,  daß  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  im  Kugelinnern  zu 
liegen  hat,  und  die  Ebenen,  sofern  man  den  Schnittpunkt  in  den  Kugel- 
mittelpunkt verlegt,  Symmetrieebenen  eines  regulären  Polyeders  sind 
(wieder  abgesehen  von  den  Fällen,  in  denen  die  drei  Ebenen  auf  einer 
vierten  Ebene  senkrecht  stehen).  Die  so  erzielte  Antwort  umfaßt  also 
schließlich  bereits  dieselben  Fälle,  die  bei  der  allgemeineren  Fragestellung 
und  bei  der  in  §  1,  2  vorliegenden  auftreten. 

§  4. 
Binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich. 

Binäre  Formen,  welche  mehr  als  zwei  verschiedene  Wurzelpunkte  be- 
sitzen, können  nur  durch  eine  endliche  Zahl  linearer  Transformationen  in 
sich  übergehen.  Denn  es  gibt  nur  eine  endliche  Zahl  von  Weisen,  die 
Wurzelpunkte  einander  zuzuordnen,  und  durch  eine  solche  Zuordnung  ist, 
unter  der  gemachten  Voraussetzung,  eine  lineare  Transformation,  falls 
überhaupt  eine  existiert,  vollständig  bestimmt.  Denn  zur  Kenntnis  einer 
linearen  Transformation  reicht  es  aus,  zu  wissen,  was  bei  ihr  aus  drei 
irgendwie  angenommenen  Punkten  wird.  Sehen  wir  daher  von  solchen 
binären  Formen  ab,  die  nur  einen  oder  nur  zwei  verschiedene  Wurzelpunkte 
besitzen,  so  werden  wir  alle  binären  Formen  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  erhalten,  indem  wir  eine  Anzahl  Wurzelpunkte  beliebig  annehmen 
und  auf  sie  die  Transformationen  irgendeiner  der  vorstehend  bestimmten 
endlichen  Gruppen  anwenden.  Besonderes  Interesse  werden  diejenigen 
Formen  besitzen,  welche  durch  Anwendung  der  bez.  Transformationen  aus 
einem  einzelnen  Punkte  entspringen. 

Unter  ihnen  treten  als  die  einfachsten  zunächst  die  allgemeinen 
kubischen  und  biquadratischen  Formen  auf.  Wie  die  linearen  Transfor- 
mationen derselben  in  sich  beschaffen  sind,  wie  man  infolgedessen  die 
Lage  der  zu  ihnen  gehörigen  Kovarianten  ermitteln  kann,  ist  teils  von 
mir  bei  früheren  Gelegenheiten  angegeben  [vgl.  z.  B.  die  vorstehend  abge- 
druckte Abh.  L,  S.  267  f.,  sowie  das  oben  genannte  Programm  =  Abh.  XXVII 
in  Bd.  1  dieser  Ausgabe],  teils  von  Herrn  Wedekind  neuerdings  entwickelt 
worden.  Es  werde  daher  von  diesen  Erörterungen  nur  so  viel  wiederholt, 
als  zum  Verständnis  des  Folgenden  notwendig  ist.  Es  sei  also  vor  allen 
Dingen  das  bereits  in  der  Einleitung  berührte  Prinzip  hervorgehoben, 
welches  über  die  Lage  der  verschiedenen,  hier  aus  der  algebraischen  Theorie 
bekannten,  Kovarianten  entscheidet:  daß  nämlich  Kovarianten  durch 
dieselben  linearen  Transformationen  in  sich  übergehen  müssen,  wie  die 
Grundform. 


284  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

Betrachten  wir  eine  binäre  kubische  Form.  Da  man  drei  Punkte  der 
Kugel  in  drei  beliebige  andere  durch  lineare  Transformation  überführen 
kann,  so  denke  man  sich  die  drei  Wurzelpunkte  der  Form  f  als  äquidi- 
stante  Punkte  eines  größten  Kreises,  der  der  Äquator  heißen  soll.  Dann 
bestehen  die  sechs  linearen  Transformationen,  welche  f  in  sich  überführen,  aus 
Drehungen  durch  120  Grad  um  die  die  beiden  Pole  verbindende  Achse  und 
aus  Drehungen  durch  180  Grad  um  diejenigen  drei  Durchmesser,  welche 
bez.  je  einen  Wurzelpunkt  von  f  enthalten.  Erteilt  man  den  Wurzel - 
punkten  von  f  die  „geographische"  Länge 

0^       120^       240^ 

so  sind  die  sechs  Punkte,  welche  aus  einem  beliebig'  angenommenen  ent- 
stehen, dessen  Breite  a^  dessen  Länge  ß  ist,  dargestellt  durch: 

a,  ß,  cc,  /5+120^  cc,  /^  +  240^ 

~a,   -ß,      ~-a,   -^  +  120^      -a,    -^  +  240^ 

Zu  diesen  Gruppen  von  sechs  Punkten  gehört  dreifach  zählend  das  Paar 
der  Pole,  dasselbe  stellt  also  die  einzige  quadratische  Kovariante,  welche  es 
gibt,  die  Kovariante  A  vor'^^).  Andererseits  findet  sich  unter  ihnen  doppelt- 
zähiend  das  Tripel  der  Halbierungspunkte  der  von  den  Wurzelpunkten  /' 
auf  dem  Äquator  bezeichneten  Strecken;  sie  repräsentieren  aus  analoge7i 
Gründen  die  Kovariante  Q. 

Um  sich  von  dem  Formensysteme  einer  biquadratischen  Form  f  Rechen- 
schaft zu  geben,  erinnere  man  sich,  daß  die  Kovariante  sechsten  Grades  T 
aus  drei  paarweise  zueinander  harmonischen  Punktepaaren  besteht.  Die- 
selbe kann  daher  repräsentiert  werden  durch  diejenigen  sechs  Punkte,  in 
denen  die  Kugel  von  drei  zueinander  rechtwinkligen  Durchmessern  ge- 
schnitten wird.  Die  Lage  der  vier  Wurzelpunkte  von  /*,  wie  überhaupt 
der  vier  Wurzelpunkte  einer  beliebigen  Form  aus  der  Schar  xf  —  IH, 
ist  dann  am  einfachsten  anzugeben,  indem  man  auf  dieses  Achsenkreuz 
eine  gewöhnliche  Koordinatenbestimmung  gründet.  Bedeuten  x,  y.  z  die 
Koordinaten  eines  der  Wurzelpunkte  von  y.f-\-XH^  so  sind 

X,   —  y,   —  z, 

—  X,        y,   -z, 

—  X,   —  y,        z 

die  übrigen;  denn  es  sind  je  zwei  solche  Punkte  zu  einem  Punktepaare 
von  T  harmonisch.  Die  drei  linearen  Transformationen,  welche,  abgesehen 
von  der  identischen  Transformation,  die  biquadratische  Form  in  sich  über- 

^'^)  Wegen  dieser  und  ähnlicher  Bezeichnungen  vgl.  immer  Clebsch,  Theorie  der 
binären  Formen.     Bei  B.  G.  Teubner  1871. 
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führen,  und  die  dadurch  geometrisch  definiert  sind,  daß  sie  die  Wurzel- 
punkte je  paarweise  vertauschen,  sind  sonach  dargestellt  durch  gleich- 
zeitigen Vorzeichen  Wechsel  zweier  Koordinaten^^). 

Unter  den  Quadrupeln  xf^XH  finden  sich,  sofern  man  von  den- 
jenigen absieht,  die  doppeltzählend  durch  ein  Punktepaar  von  T  dargestellt 
sind,  noch  zweierlei,  die  eine  größere  Zahl  linearer  Transformationen  in 
sich  gestatten:  diejenigen  drei,  welche  ein  harmonisches,  und  die  zwei, 
welche  ein  äquianharmonisches  Doppelverhältnis  besitzen.  Im  ersten  Falle 
verschwindet  eine  der  drei  Koordinaten  x,  y,  z  und  die  anderen  beiden 
werden  ihrem  absoluten  Werte  nach  gleich;  im  zweiten  Falle  sind  alle 
Koordinaten  bis 'aufs  Vorzeichen  gleich  zu  setzen:  die  Wurzelpunkte  der 
äquianharmonischen  Form  bilden  ein  reguläres  Tetraeder.  Das  zweite 
zu  demselben  xlchsenkreuze  gehörige  reguläre  Tetraeder  repräsentiert  das 
zugehörige  H. 

Es  sind  mit  diesen  Erörterungen  zugleich  diejenigen  Formen  besprochen, 
die  durch  das  reguläre  Oktaeder  und  den  Würfel  dargestellt  werden.  Das 
Oktaeder  repräsentiert  eine  Form  sechsten  Grades  von  der  Art  der  Ko- 
variante  T  einer  biquadratischen  Form.  Die  Zahl  der  Bewegungen,  welche 
ein  Oktaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  beträgt  24;  die  Gruppen  von 
24  Punkten,  welche  durch  diese  Bewegungen  aus  einem  einzelnen  Punkte 
erzeugt  werden,  umfassen  jedesmal  sechs  der  zum  Oktaeder  gehörigen  bi- 
quadratischen Formen  xf~^XH\  solche  sechs,  welche  zusammengehöriges 
Doppelverhältnis  haben.  Unter  ihnen  findet  sich  doppeltzählend  eine  Gruppe 
von  zwölf  Punkten  [welches  die  Kantenhalbierungspunkte  des  Oktaeders 
und  auch  des  Würfels  sind],  bestehend  aus  den  drei  harmonischen  Quadrupeln 
xf-f-XH,  und  dreifach  zählend  eine  Gruppe  von  acht  Punkten,  die  aus 
den  zwei  äquianharmonischen  Quadrupeln  besteht  und  die  Ecken  des  zu- 
gehörigen  Würfels  darstellt. 

Von  regulären  Körpern  bleiben  noch  die  beiden  zusammengehörigen: 
das  Ikosaeder  und  das  Pentagondodekaeder  zu  nennen.  Die  Zahl  der 
linearen  Transformationen  dieser  Formen  in  sich  beträgt  60.  Unter  den 
Gruppen  von  je  60  durch  diese  Transformationen  zusammengeordneten 
Punkten  befinden  sich  die  Eckpunkte  des  Ikosaeders  fünfmal,  die  des 
Dodekaeders  dreimal  zählend.  Es  findet  sich  ferner  noch  eine  doppelt- 
zählende Gruppe  von  30  Punkten,  mit  der  dann  aber  die  mehrfach  zählen- 

")  Vgl.  die  Arbeit  des  Herrn  Wedekind,  sowie  eine  neuere  Mitteilung  desselben 
(Erlanger  Berichte,  Juli  1875),  in  der  er  aus  den  Wurzelpunkten  von  f  diejenigen 
von  H  konstruiert,  [f  =  0  und  H^O  haben  dieselbe  kubische  Resolvente.  Hat  man 
diese  gelöst,  so  verlangt  die  Lösung  von  /"=  0,  wie  von  HO,  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  (oder  auch  auf  Grund  unserer  geometrischen 
Betrachtungen)  noch  zwei  nebeneinanderstehende  Quadratwurzeln.  Aber  diese  Quadrat- 
wurzeln sind  bei  f=0  und  bei  Ä  =  0  keineswegs  dieselben.     K.] 
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den  Gruppen  erschöpft  sind.  [Diese  Punkte  sind  die  Kantenhalbierungs- 
punkte des  Ikosaeders  und  auch  des  Pentagondodekaeders.  Man  kann  sie 
auch  folgendermaßen  erhalten.]  Die  15  Ebenen,  welche  man  durch  den 
Kugelmittelpunkt  und  bez.  vier  sich  paarweise  gegenüberliegende  Ecken 
des  Ikosaeders  hindurchlegen  kann,  lassen  sich  in  fünf  Tripel  von  zueinander 
rechtw^  -Ekligen  zerlegen.  Die  15  Durchschnittslinien  der  Ebenen  dieser 
Tripel    chneiden  die  gemeinten  30  Punkte  aus. 

".'  /ilich  sind  noch  solche  Punktsysteme  zu  erwähnen,  welche  aus 
einem  einzelnen  Punkte  durch  Wiederholung  einer  fest  gegebenen  Rotation 
durch  einen  rationalen  Teil  von  2  n  hervorgehen.  Sie  entsprechen  den 
Kreisteilungsgleichungen.  Kombiniert  man  mit  diesen  Rotationen  noch 
eine  durch  180  Grad  um  eine  gegen  die  ursprüngliche  Rotationsachse  senk- 
rechte, sie  schneidende  Linie,  so  entstehen  Gruppen  von  der  doppelten 
Punktzahl  [die  des  Dieders].  Führt  man,  wie  oben  bei  Betrachtung  der 
kubischen  Form,  eine  Bestimmung  der  Punkte  durch  geographische  Breite 
und  Länge  aus,  so  werden  die  Charaktera  der  Punkte: 

n      ,      2k7t  a      ,      2k7t 

a,  ß-\ ,       —  a,  •—  ß-] . 

Die  Untersuchung  der  Kreisteilungsgleichungen,  wie  derjenigen,  die  sich 
auf  den  [Fall  des  Dieders]  beziehen,  kann  genau  nach  den  weiter  ent- 
wickelten Methoden  erfolgen;  wir  führen  dieselbe  aber  weiterhin  der  Kürze 
wegen  nicht  aus. 

§5. 
Ein  allgemeines  Prinzip.   Erste  Anwendung  auf  Oktaeder  und  Ikosaeder. 

Es  seien  TT  =  0,  TT'  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punktaggregate, 
welche  aus  zwei  irgendwie  angenommenen  Punkten  durch  Anwendung  der 
linearen  Transformationen  irgendeiner  der  aufgezählten  Gruppen  hervor- 
gehen: mit  der  Festsetzung,  daß  TT,  bez.  TT'  die  geeignete  Potenz  der  betr. 
Gleichung  vorstellt,  wenn  der  anfängliche  Punkt  zufällig  so  gewählt  ist, 
daß  er  eine  mehrfach  zählende  Gruppe  erzeugt.     Dann  behaupte  ich,  daß 

;<n  +  >c'n'  =  o, 

unter  -y  einen  Parameter  verstanden,  überhaupt  alle  Punktsysteme  dar- 
stellt, welche  durch  die  betr.  linearen  Transformationen  aus  einem  ein- 
zelnen Punkte  hervorgehen.  —  Es  werden  sich  nämlich  TT  und  TT'  bei 
Anwendung  der  linearen  Transformationen  allerdings  um  Faktoren  ändern 
können,  aber  diese  Faktoren  müssen  bei  beiden  dieselben  sein.    Es  stellt  also 

jedenfalls   ein  Punktsystem  vor,    welches  durch  die  Transformation   nicht 
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geändert   wird.     Aber   es    gibt  nur   einfach   unendlich  viele  Punktsysteme 

der  gemeinten  Art,  und  über  den  Wert  von  -,   ist  gar  nichts  festgesetzt; 

indem  wir  also  diesem  Parameter  atle  Werte  erteilen,  erhalten  wir  alle  Punkt- 
systeme, die  es  überhaupt  gibt. 

Eine  Anzahl  bekannter  Eigenschaften  der  aufgestellten  Form  i  sind 
ein  Ausfluß  dieser  Bemerkung.  Ich  erinnere  daran,  daß  bei  den  l  lären 
kubischen  Formen  zwischen  f  ,  Q  und  A  eine  lineare  Kelation  \'  ht, 
daß  bei  den  binären  biquadratischen  sich  alle  zu  demselben  T  gehörigen 
Formen  durch  Kf-^IH  darstellen  lassen.  Ist  ferner  etwa  /"  =  0  die 
Gleichung  eines  Oktaeders,  H  =  0  der  zugehörige  Würfel,  T  —  0  die  oben 
genannte  Punktgruppe  von  zwölf  Punkten,  so  hat  man  eine  homogene 
lineare  Relation  zwischen  f\  H^,  T^.  Und  in  der  Tat  findet  sich  ge- 
legentlich der  Untersuchung  einer  solchen  Form  f  eine  derartige  Relation 
bei  Clebsch  (Theorie  der  binären  Formen,  S.  450)  angegeben.  Anderer- 
seits leitet  Schwarz  dieselbe  in  seiner  Arbeit  ab  unter  der  besonderen 
Voraussetzung,  daß  /"  in  einer  bestimmten  kanonischen  Form  gegeben  sei. 
Schwarz  notiert  endlich  auch  die  homogene  lineare  Relation,  welche  zu- 
folge des  ausgesprochenen  Prinzips  zwischen  f  ,  H' ,  T  bestehen  muß, 
wenn  f  =  0  ein  Ikosaeder  vorstellt ,  H  =  0  das  zugehörige  Pentagon- 
dodekaeder, T  ^=0  die  oben  eingeführte  Gruppe  von  30  Punkten  ^'^). 

Ich  werde  nun  zunächst,  unter  Beschränkung  auf  Oktaeder  und  Ikosa- 
eder, zeigen,  wie  dieser  Satz  sofort  gestattet,  eine  Übersicht  über  die  bei 
ihnen  vorhandenen  rationalen  Kovarianten  zu  erhalten.  Die  Beschränkung 
auf  die  genannten  beiden  Formen  geschieht  hier  und  im  folgenden  der 
Einfachheit  wegen.  Das  Ikosaeder  ist  es  eigentlich,  welches  das  Haupt- 
interesse auf  sich  zieht;  das  Oktaeder  wird  aber  immer  vorab  untersucht, 
weil  die  bei  ihm  stattfindenden  Verhältnisse  beim  Ikosaeder  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  müssen. 


^^)  Die  Methode,  welche  Schwarz  dabei  benutzt,  ist,  abgesehen  von  der  Form, 
von  der  im  Texte  genannten  nicht  so  sehr  verschieden.  Man  kann  sie  folgender- 
maßen aussprechen.     Man  setze 

x'     n 

und  bilde  vermöge  dieser  Substitution  das  Gebiet  der  gegebenen  Kugel  auf  das  Ge- 
biet der  komplexen  Variabein  y  ab.  Einem  Symmetriekreisbogen,  der  auf  der  Kugel 
verläuft,  entspricht  dabei,  wie  man  zeigen  kann,  ein  Kreisbogen  der  Ebene.  Man  hat 
dann  ferner  das  allgemeine  Gesetz  anzuwenden,  daß  eine  konforme  Abbildung,  die  ein 
Stück  einer  Kreisperipherie  in  ein  ebensolches  überführt,  immer  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, symmetrisch  zur  ersteren  gelegene  Punkte  in  solche  zu  verwandeln,  die  für  die 
zweite  symmetrisch  sind.  Eine  zweimalige  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  den  im 
Texte  aufgestellten  Satz,  insofern  eine  zweimalige  Übertragung  durch  Symmetrie 
(Spiegelung)  eine  lineare  Transformation  vorstellt. 
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Zuvörderst  ist  ersichtlich,  daß  Oktaeder  und  Ikosaeder  nur  eine  In- 
variante besitzen.  Da  man  nämlich  z.  B.  jedes  Oktaeder  mit  jedem  anderen 
durch  lineare  Transformation  zur  Deckung  bringen  kann,  so  haben  alle 
absoluten  Invarianten,  die  man  aufstellen  könnte,  gegebene  numerische 
Werte,  und  es  drücken  sich  demnach  alle  denkbaren  Invarianten  mit  Hilfe 
numerischer,  von  vornherein  angebbarer,  Größen  durch  Potenzen  einer 
allein  beizubehaltenden  Invariante  aus. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  rationale  Kovariante.  Dieselbe 
muß  aus  lauter  Gruppen  zusammengehöriger  Punkte  bestehen  und  also, 
ev.  nach  Erhebung  in  die  richtige  Potenz,  als  ein  Aggregat  von  Faktoren 
xH  -\-  x'Tl'  darstellbar  sein,  d.h.  als  eine  homogene  ganze  Funktion  von 
TT  und  TT'.  Die  Koeffizienten  dieser  Funktion  können,  wenn  TT  und  TT' 
dieselbe  Dimension  in  den  Koeffizienten  der  Grundform  besitzen,  wie  vor- 
ausgesetzt sein  soll,  bei  der  ihnen  begrifflich  zukommenden  invarianten 
Bedeutung,  nur  durch  numerische  Faktoren  von  einer  Potenz  der  einen, 
a,llein  vorhandenen  Invariante  verschieden  sein.  Zieht  man  diese  Potenz 
als  gemeinsamen  Faktor  vor,  so  besteht  die  Kovariante  im  übrigen  aus 
einem  homogenen  numerischen  Aggregate  von  TT  und  TT'.  Auf  diese  Weise 
erschließt  man: 

Alle  rationalen  ganzen  Kovarianten  unserer  Form  drücken  sich, 
abgesehen  von  einer  etiva  vortretenden  Potenz  der  einen  überhaupt  vor- 
handenen Invariante,  rational  und  ganz  aus  durch  diejenigen  Formen, 
welche  die  unter  den  zugehörigen  Punktsystemen  enthaltenen  mehrfach 
zählenden  darstellen.  Die  letzteren  also  bilden  das  volle  System  der 
Kovarianten. 

Ich  hebe  ausdrücklich  den  Unterschied  hervor,  der  zwischen  dieser 
Überlegung  und  den  allgemeinen  Methoden  besteht,  durch  welche  Gor dan 
gelehrt  hat,  für  eine  binäre  Form  beliebigen  Grades  ein  volles  Formen- 
system aufzustellen.  Bei  Gor  dan  sind  immer  Formen  mit  allgemeinen 
Koeffizienten  vorausgesetzt;  hier  handelt  es  sich  wesentlich  um  spezielle 
Formen  [und  die  ihnen  angepaßten  Begriffsbestimmungen].  (Vgl.  Gordan: 
Über  das  Formensystem  binärer  Formen.   Leipzig  1875.    Schlußbemerkung.) 

§6. 

Das  Formensystem  des  Oktaeders  und  des  Ikosaeders. 

Die  allgemeine  Methode,  welche  weiterhin  immer  angewandt  werden 
soll,  ist  nun  die:  Auf  Grund  des  im  vorstehenden  Paragraphen  an- 
gegebenen Prinzips  teer  den  wir  gewisse  Relationen  der  Art  nach  er- 
schließen und  dann  die  in  ihnen  vorkommenden  Zahlenkoeffizienten 
durch  Ausrechnung  an  einer  kanonischen  Form  bestimmen. 
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Die  kanonischen  Formen,  welche  wir  dabei  für  Oktaeder  und  Ikosa- 
eder  zugrunde  legen,  sind  dieselben,  die  sich  bei  Schwarz  [inhomogen 
geschrieben]  angegeben  finden: 

Oktaeder:    f=Xj^x^{x^  —  x}), 

Ikosaeder:  f=x^x^  (x^^  +  11  a^i^  x^  —  x}^), 

man   verifiziert    sie    leicht    durch  Betrachtung    der  Lagenverhältnisse   der 
Wurzelpunkte. 

Betrachten  wir  jetzt  das  Oktaeder  f.     Setzen  wir 

so    lehrt    die    allgemeine   Invariantentheorie  Bildungen  zweiten  Grades   in 
den  Koeffizienten  aufstellen: 

(a6)«  =  ^,  (a6)*<6:,  {ahf  atht=H. 
Wir  werden  hier  zunächst  erschließen,  daß  die  zweitangeführte  Bildung 
identisch  verschwindet.  Denn  unter  den  zu  einem  Oktaeder  gehörigen 
Gruppen  zusammengeordneter  Punkte  findet  sich  keine  mit  nur  vier  ver- 
schiedenen Punkten.  Andererseits  kann  man  dieses  identische  Verschwinden 
als  Charakterisierung  der  Oktaedergleichung  auffassen.  Jede  Form  sechsten 
Grades,  welche  isolierte  Wurzelpunkte  besitzt  (Gleichungen  mit  verschwin- 
dender Diskriminante  mögen  einen  Augenblick  ausgeschlossen  sein),  kann  auf 
die  Form  transformiert  werden :  x^  x^  (p^ ,  wo  99^  eine  Funktion  vierten  Grades 
in  x^ ,  x^  ist,  in  welcher  x^  und  —  x^  der  Koeffizient  1  beigelegt  werden 
kann.  Wenn  man  dann  die  vierte  Überschiebung  (ab)  al  b^  wirklich  be- 
rechnet und  ihr  identisches  Verschwinden  verlangt,  so  zeigt  sich,  daß  man 
eben  die  für  das  Oktaeder  angegebene  kanonische  Form  erhält: 

Eine  Gleichung  sechsten  Grades  f  =  0  mit  nicht  verschwindender 
Diskriminante  soll  eine  Oktaedergleichung  heißen,  wenn  die  vierte  Über- 
schiebung von  f  mit  sich  selbst  verschwindet, 

Fragen  wir  weiter,  was  H  bedeutet.  //  kann  nicht  identisch  ver- 
schwinden (sonst  würden,  nach  einem  bekannten  Satze,  alle  Wurzelpunkte 
von  f  koinzidieren).  Da  aber  unter  den  Gruppen  zusammengehöriger 
Punkte,  wie  sie  beim  Oktaeder  auftreten,  nur  eine  aus  bloß  acht  Punkten 
besteht:  diejenige,  welche  durch  die  Ecken  des  zugehörigen  Würfels  dar- 
gestellt wird,  so  ist  H  =  0  die  Gleichung  dieses  Würfels. 

Dieselbe  Schlußweise  zeigt,  daß  die  Funktionaldeterminante  T  von  f 
und  H,  eine  Form  vom  zwölften  Grade,  gleich  Null  gesetzt,  das  Produkt 
der  drei  zu  f=  0  gehörigen  harmonischen  Quadrupel  [d.  h.  die  Kanten- 
halbierungspunkte  des  Oktaeders]  vorstellt. 

Es  fragt  sich  jetzt,   ob   die  Invariante  Ä  verschwindet.     Diese  Frage 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  19  . 
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beantwortet  sich  verneinend  durch  Ausrechnung  an  der  kanonischen  Form^^). 
Es  gibt  also  eine  Invariante  zweiten  Grades  in  den  Koeffizienten  A  =  (ab)^. 
Eine  solche  wird  aber  gerade  verlangt,  um  die  lineare  Relation,  welche 
nach'  den  obigen  Erörterungen  zwischen  f'*,  H^,  T^  stattzufinden  hat,  auch 
in  den  Koeffizienten  homogen  herzustellen.  Die  bereits  erwähnte,  bei 
Clebsch  angegebene  Relation  ist  in  der  Tat  diese: 

Auf  Grund  der  Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  kann  man  jetzt 
behaupten,  daß  f,  H,  T,  A  das  volle  Formensystem-  von  f  ausmachen. 
Es  ist  nur  noch  zu  zeigen  [da  es  sich  um  ein  ganz  spezielles  f  handelt], 
daß  nicht  A,  ev.  bis  auf  einen  numerischen  Faktor,  das  volle  Quadrat 
eines  rationalen  Ausdrucks  ersten  Grades  in  den  Koeffizienten  ist.  Man 
überzeugt  sich  von  der  Unmöglichkeit,  A  so  darzustellen,  an  einem  Bei- 
spiele, indem  man  etwa  f  in  der'  Form 

voraussetzt.  .  -i    .  v      i       i      ^  / 

Da  die  Diskriminante  der  Oktaedergleichung  nicht  identisch  ver- 
schwindet, andererseits  vom  Grade  10  in  den  Koeffizienten  sein  muß,  so 
ist  sie  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  =  A  .  Verschwindet  also  A,  so  rücken 
jedenfalls  zwei  Wurzelpunkte  des  Oktaeders  zusammen,  und  es  ist  dann,  bei 
den  zwischen  den  Wurzeln  herrschenden  Doppelverhältnisrelationen,  leicht  zu 
schließen,  daß  überhaupt  fünf  Wurzelpunkte  zusammenrücken,  während 
der  sechste  irgendwo  abgetrennt  liegt.  Eine  noch  speziellere  Form  erhalten 
wir,  wenn  wir  auch  noch  das  identische  Verschwinden  von  H  verlangen: 
indem  dann  alle  Wurzelpunkte  von  f  zusammenrücken,  wird  f  die  sechste 
Potenz  eines  linearen  Ausdrucks. 

Betrachten  wir  ferner  das  Ikosaeder: 

Man  überzeugt  sich  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  wie  soeben  beim  Okta- 
eder, daß  von  den  Überschiebungen  von  f  über  sich  selbst,  jedenfalls  diese: 


^8)   Für  /'=  x^  X.2,  {xi  —  xl)  =  aj  ergibt  sich: 
A  =  {ahf  =  \, 

H^iab)''  a%  h%=-  ^\  (x^  +  Ux^  xf  +x^), 
■  T  =  [f,H]         =  -\i^{xr--~Sdx^x.j-mxtxl-rx.n. 

Diese  Außdrücke  befriedigen  in  der  Tat  die  weiterhin  im  Texte  angegebene  Relation: 
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identisch  verschwinden.  Durch  direkte  Ausrechnung  findet  man  in  An- 
lehnung an  die  oben  aufgeführte  kanonische  Form  umgekehrt: 

Eine  Form  zwölften  Grades  mit  nicht  verschwindender  Diskriminante 
stellt,  gleich  Null  gesetzt,  ein  Ikosaeder  vor,  wenn  ihre  vierte  Über- 
schiebung mit  sich  selbst  verschwindet. 

Dagegen  darf  die  Hessesche  Form 

nicht  identisch  verschwinden,  weil  sonst  f  eine  zwölfte  Potenz  wäre;  sie 
repräsentiert  daher  das  bereits  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnete 
Pentagondodekaeäer.  Aus  ähnlichen  Gründen  folgt:  daß  die  von  uns  mit 
T  bezeichnete  Kovariante  vom  dreißigsten  Grade  die  Funktionaldeterminante 
von  f  und  H  repräsentiert. 

Aber  untersuchen  wir  ferner  die  noch  bleibenden  Überscliiebungen 
von  f  über  sich  selbst: 

{ahf\      {ahYa-tK. 

Die  erstere  ist  eine  Invariante,  die  wiederum  als  A  bezeichnet  werden  soll. 
Daß  sie  nicht  verschwindet,  ergibt  sich  durch  Ausrechnung  an  der  kanoni- 
schen Form.  Aber  auch  die  zweite  Bildung  —  sie  mag  TT  heißen  —  ver- 
schwindet, zufolge  Ausrechnung,  nicht  identisch.  Sie  kann  daher,  als  vom 
zwölften  Grade,  von  f  selbst  nur  um  einen  Faktor  verschieden  sein: 

Dieses  B  ist  sonach  definiert  als  eine  rationale  Invariante  ersten  Grades 
in  den  Koeffizienten  von  f;  sie  muß,  bis  auf  einen  numerischen  Faktor, 
gleich  V^  sein.  Aber  es  fragt  sich,  ob  man  B  als  eine  ganze,  rationale 
Funktion  der  Koeffizienten  von  f  darstellen  kann.  Dies  zeigt  sich  an 
einem  Beispiele  als  unmöglich.  Man  denke  nämlich  /'  zunächst  in  der 
oben  gegebenen  kanonischen  Form  und  substituiere  dann 

^1  =  ^1  2/1  +  ^1  y-i ' 

^•2  =  Ä  2/1  +  A2  2/2  • 

Für  die  neue  Form  wird  B  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  sechsten 

Potenz  der  Subst^itutionsdeterminante,  also  gleich  {(^-^ß^  —  ^^ßi)  ^^^^ 
müssen;  aber  es  zeigt  sich  unmöglich,  diesen  Ausdruck  aus  den  Koeffi- 
zienten des  neuen  f  linear  zusammenzusetzen. 

Das  Vorhandensein    einer   in   den   Koeffizienten   rationalen  Invariante 


^^)  [Gemäß  dem  identischen  Verschwinden  der  vierten  Überschiebung  bestehen 
zwischen  den  Koeffizienten  von  f  eine  große  Anzahl  von  Relationen  zweiten  Grades. 
Die  ProportionaHtät  der  sechsten  Überschiebung  mit  f  liefert  entsprechend  Relationen 
dritten  Grades,  welche  aus  denen  zweiten  Grades  folgen  müssen.     K.j 

19* 
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vom  ersten  Grad  wird  auch  durch  die  lineare  Relation  verlangt,  welche 
nach  dem  Früheren  zwischen  f  ,  H  ,  T  stattfinden  soll.  Denn  während 
H^  und  T^  vom  sechsten  Grade  in  den  Koeffizienten  von  f  sind,  hat  f' 
nur  den  fünften  Grad,  und  man  muß  ihm  also  die  Invariante  B  als  Faktor 
zusetzen. 

Man  hat  eine  Relation 

xBf'  +  XH^  +  juT^  =  0, 

wo  X,  Xy  fji  numerische  Konstanten  sind^^). 

[Andererseits  ergibt  sich  das  volle  System  der  rationalen,  ganzen 
Ko Varianten  von  f  durch  folgende  Überlegung: 

Wir  haben  zunächst  f,  H,  T,  A,  dann  neben  f  die  Kovariante  TT, 
wobei  „  _ 

Ich  will  die  Koeffizienten  von  f  einen  Augenblick  mit  /*.,  die  von  TT  mit 
TT.  bezeichnen.     Dann  hat  man  wegen  ihrer  Dimension  in  den  fr. 

2%n-^H,  U^j.-sT,  r^n^^Ä. 


^^)  Für  die  oben  angegebene  kanonische  Form 

findet  sich: 

^"84'  84' 

ferner: 

\2^.H  =  -{xl^  +  xi'^)  +  22S{xl^  xl  -x^  x^^)-^^4:xl^  x^\ 

\2     T=      {xf  +  xl^)  +  522  {xt^  xi  -  xt  xP)  -  10005  (tcf »  a;^  +  x^^  x.f) , 

und  also  '1.12^.B.f+bl2^H'  +  bT^  =  0. 

Vermöge  der  so  geschriebenen  Relation  ist  man  in  der  Lage,  die  von  Schwarz  a.  a.  0. 
angedeutete  algebraische  Reduzierbarkeit  des  Integrals 

{x,  dx) 


J 


auf  ein  elliptisches  Integral  folgendermaßen  durchzuführen.     Man  setze: 


So  ist 

und  also  unser  Integral 


-J 


(z,dz)  =  ^-Bi.fi-T-{x,dx) 

12  (z,  dz) 


B^-pT 

V5      (z,  dz) 

^B      V-  720  z  3  2^  +  7  z.^ 
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Trägt  man  nun  hier  statt  der  f.  die  ff.  ein,  so  erhält  man  drei  neue 
rationale  ganze  Bildungen 

Diese  [H] ,  [T] ,  [A]  sind  offenbar  noch  den  vorher  aufgezählten  Formen 
f,  H,T,  A,T\  hinzuzufügen,  um  im  gewöhnlichen  Sinne  das  volle  System 
von  f  zu  haben.    Im  übrigen  ist,  da  TT^.  ^  Bf^  auch 

[H]=^BH,     [T]  =  BT,     [A]-^BÄ.Y^). 

Die  UntersijLchung  spezieller  Formen  des  Ikosaeders  hat  folgende 
Resultate.  Die  Diskriminante  ist  proportional  zu  A^^.  Verschwindet  A, 
so  fallen  also  Wurzelpunkte  von  f  zusammen,  und  zwar  fallen  gleich 
elf  Wurzelpunkte  zusammen,  während  der  zwölfte  noch  beliebig  bleibt. 
Auch  er  vereinigt  sich  mit  den  elf  übrigen,  sobald  H  identisch  verschwindet. 

Es  mag  zum  Schlüsse  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  daß 
die  drei  Formen  f,  H,  T,  welche  nach  dem  Vorstehenden  für  Oktaeder 
und  Ikosaeder  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  auch  bei  der  allgemeinen 
Verteilung  der  Kovarianten  einer  beliebigen  binären  Form,  wie  sie  Gordan 
in  seiner  neuesten  Schrift  gegeben  hat  (Über  das  Formensystem  binärer 
Formen,  Leipzig  1875),  eine  zusammengehörige  Gruppe  bilden;  sie  kon- 
stituieren, nach  der  dort  angewandten  Bezeichnung,  das  System  A^^  von  f. 


§7. 

Irrationale  Kovarianten  des  Oktaeders.    Die  Auflösung  der 
Oktaedergleichung. 

Dieselben  Prinzipien,  welche  im  vorstehenden  Paragraphen  zur  Unter- 
suchung der' rationalen  Kovarianten  von  Oktaeder  und  Ikosaeder  verwandt 
wurden,  ergeben  eine  Menge  von  Relationen  für  irrationale  Kovarianten 
derselben.  Von  diesen  Beziehungen  sollen  hier  einige  wenige  entwickelt 
werden,  welche  für  die  Auflösung  der  Oktaeder-  und  Ikosaedergleichung 
von  Bedeutung  sind.  .Wenn  die  Auflösung  der  Oktaedergleichung,  die  sich 
algebraisch  gestaltet,  auch  schon  bekannt  ist^^),  so  mag  sie  hier  des  Zu- 
sammenhangs und  der  späteren  Benutzung  wegen  doch  dargestellt  werden. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  die  Betrachtung  des  Oktaeders, 
weil   sich   bei  ihm   eine  Reihe   der  auch  beim  Ikosaeder  vorhandenen  Be- 


^®)  [Vorstehende  Ausführungen  treten  beim  Wiederabdruck  an  Stelle  nicht  ganz 
korrekter  Ausführungen  des  Originals.     K.] 

^')  Vgl.  Clebßch  und  Gordan,  Annali  di  Matematica,  Serie  2,  Bd.  1  (1868), 
und  Clebsch,  Binäre  Formen,  Leipzig  1872,  S.  451. 
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Ziehungen  einfacher  darstellen  läßt.  Ich  behaupte:  Jede  Ecke  des  Okta- 
eders drückt  sich  rational  durch  die  gegenüberstehende  aus. 

Sei  nämlich,  um  diese  Darstellung  nur  auf  eine  Weise  zu  entwickelnd^), 
H^  =  0  der  zum  Oktaeder   gehörige  Würfel,   x  eine  Oktaederecke,    so  ist 

Hx  Hy  =  0 

die  Gleichung  der  gegenüberstehenden  Ecke.  Der  Beweis  ist  einfach  dieser : 
Die  hingeschriebene  Polare  ist  simultane  Kovariante  des  Oktaeders  und 
des  Punktes  x.  Das  System  der  letzteren,  und  also  auch  jede  Kovariante 
derselben,  geht  aber  durch  vier  lineare  Transformationen  in  sich  über, 
entsprechend  Drehungen  durch  90  Grad  um  die  Verbindungsgerade  der 
Ecke  X  mit  der  gegenüberliegenden.  Der  durch  Nullsetzen  der  hingeschrie- 
benen Polare  repräsentierte  Punkt  y  kann  daher  nur  entweder  mit  x 
selbst  oder  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  koinzidieren,  und  die  erstere 
dieser  beiden  Möglichkeiten  ist  zu  verwerfen,  weil  dann  x  der  Gleichung 
H  =^  0  genügen  würde. 

Auf  Grund  dieser  Darstellung  wird  man  schließen,  daß  die  Spaltung 
des  Oktaeders  in  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  von  einer 
rationalen  Gleichung  dritten  Grades  abhängt.  Eine  solche  kann  man  in 
folgender  Weise  aufstellen: 

f 
Es    sei    (p    eins    der   Punktepaare,    —   das  Aggregat  der   übrigen  vier 

Wurzelpunkte  von  f.    Beide  Formen  gehen  durch  acht  von  den  24  linearen 

Transformationen,    welche   f  mit  sich  zur  Deckung  bringen,    in  sich  über. 

Dabei  vertauschen  sich^^)  die  Ecken  des  Würfels  H  untereinander.     Man 

wird  also,  da  unter  den  Gruppen  zusammengehöriger  acht  Punkte  (p  viermal, 

f 

—  zweimal  zählt,  H  in  der  Form  darstellen  können: 

9?  '  -       ^ 

\cp 

Betrachtet  man  hier  cp  ^  als  Unbekannte,  so  ist  dies  eine  Gleichung  dritten 
Grades    der    gesuchten   Art.     Dieselbe   enthält,    wie    alle   weiterhin   aufzu- 


") 

Genau 

gerade  so  beweist  man,  daß 

H^Hy  =  0,       H'Hy=0 

dieselbe 

Ecke 

bez. 

zweimal    und    dreimal    zählend    vorstellen. 

Analoges 

leisten 

die 

Pok 

iren 

ri'r,.-o,     r^rj^o,     t^t^^o 

der 

Kovariante 

T^ 

T^   .     Andererseits  repräsentieren,  für  f  =  a^ ,  die  Polaren: 

<iia,2  =  0,       a|a,«  =  0,       aj<  =  0, 

■ 

unter  x  eine  Oktaederecke  verstanden,  das  Produkt  dieser  Ecke  in  die  einmal,  zwei- 
mal, dreimal  gezählte  gegenüberliegende. 

^^)  Man  verifiziert  solche  Angaben  immer  sofort  an  einem  Modell. 
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stellenden  Resolventen,  noch  die  Veränderlichen  x^,  x.^  als  willkürliche 
Parameter.  Erteilt  man  ihnen  feste  Werte,  so  erfährt  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  den  numerischen  Wert,  welchen  99^  dementsprechend 
erhält.  Will  man  99^  als  Funktion  der  x  kennen,  so  hat  man  dieselbe 
Berechnung  für  zwei  weitere  Wertepaare  durchzuführen,  die  man,  um  neue 
Irrationalitäten  zu  vermeiden,  dem  ursprünglichen  benachbart  wählen  kann. 
Zur  wirklichen  Herstellung  der  kubischen  Gleichung  gehen  wir  auf 
die  kanonische  Form  zurück: 

]  =^  x^x^  i^l         ^2  7* 
Eins  der  Punkteg^aare  99  ist  dann: 

cp  =  1x^x.-^, 

wo    der    absolute  Wert    so    genommen    ist,    daß   die  Determinante  von  qp 
gleich  —  1.     Dann  folgt  aus  dem  oben  angegebenen  Werte  von  E.\ 


H=-W-l^''' 


und  setzt  man  jetzt  etwa 
so  kommt  die  Gleichung: 


18 


Von  ihr  gehen  wir  sofort  zu  derjenigen  über,  die  für  ein  beliebiges  Koor- 
dinatensystem gilt,  in  dem  wir  durch  Einführen  der  Invariante  A  des 
Oktaeders,  die  für  die  kanonische  Form  den  Wert  |  hat,  und  der  Deter- 
minante A  der  quadratischen  Form  (p,  für  welche  wir  zunächst  den  Wert 
—  1  annahmen,  homogen  machen.     So  erhält  man: 

Bedeutet  cp  die  durch  ein  Paar  gegenüberstehender  Ecken  des  Okta- 
eders vorgestellte  quadratische  Form,  A  deren  Determinante,  und  setzt 
man:  „  , 

so  hat  man:  ^r  ^^ 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man,  indem  man  noch  zur  Vereinfachung  des 
Resultats  von  der  zwischen  f,  H,  T  bestehenden  Relation  Gebrauch  macht: 


V-y^      f^r-Ä     +K^      f\''^    ' 

ein  Resultat,    welches   mit  dem  bei  Clebseh,  S.  451    auf   anderem  Wege 
abgeleiteten  übereinstimmt. 
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Analoge  Untersuchungen  beim  Ikosaeder'''^). 

Wie  beim  Oktaeder  wird  man  auch  beim  Ikosaeder  jede  Ecke  rational 
durch  die  gegenüberliegende  darstellen  können  und  also  schließen,  daß 
die  Zerspaltung  des  Ikosaeders  f  in  die  sechs  Paare  gegenüberstehender 
Punkte  von  einer  Gleichung  sechsten  Grades  abhängt.  Sei  (p  ein  solches 
Paar.  Unter  den  60  Bewegungen,  welche  f  mit  sich  zur  Deckung  bringen, 
finden  sich    10,   welche  99   ungeändert   lassen.     Dieselben  vertauschen  die 

10  Punkte  —  alle    untereinander.     Andererseits  verteilen    sich  mit  Bezug 

auf    sie    die   20  Punkte   von  H  in  zwei   Gruppen  von   je  10.     Man  wird 
also  H  als  Produkt  zweier  Faktoren   darstellen   können,    die  aus  q)^  und 

~  linear  zusammengesetzt  sind,  d.  h.  man  wird  setzen  können: 

Betrachtet  man  hier  99^  als  Unbekannte,  so  hat  man  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  der  geforderten  Beschaffenheit. 

Zur  fertigen  Herstellung  derselben  gehen  wir  zu  der  kanonischen  Form 
zurück : 

f=  x^  x.^  {x}"^  +  11  a^i^  x^^  -  x^""). 

Eins  der  Paare  99,   mit  der  Determinante  —  1  genommen,   ist  dann  etwa 

(p  =  2x^x^. 

Sodann  entnimmt  man  dem  oben  angegebenen  Werte  von  H: 

und  setzt  man  jetzt: 


4^7 
so  kommt: 

71«  +  1071^-^^.71  +  5  =  0. 

Um  zu  einem  beliebigen  Koordinatensysteme  überzugehen,  hat  man  die 
Determinante  A  von  99,  die  gleich  —  1  genommen  wurde,  und  die  In- 
variante B  von  f,  welche  für  die  kanonische  Form  gleich  —  ^-  ist,  ein- 
zuführen. 


^^)  Vgl.   die  unter  dem   Titel    „Über    eine  Gleichung   zwölften   Grades"   in    den 
Erlanger  Sitzungsberichten  vom  12.  Juli  1875  erschienene  vorläufige  Mitteilung. 
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Man  setze  also: 

''  =  ~i\/  ~  T'J'  K^ 

so  kommt: 

jr«  +  10  7i^-   3    ^^^^        -71  +  5  =  0, 
V- 2100  5/-' 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist. 

Man  kann  aber  ferner  beim  Ikosaeder  eine  Resolvente  fünften  Grades 
aufstellen,  welche  aus  folgendem  geometrischem  Probleme  erwächst:  Die 
30  Ecken  der  Kovariante  T  verteilen  sich,  wie  wiederholt  hervorgehoben, 
auf  fünf  reguläre  Oktaeder;   man  soll  diese  Oktaeder  trennen. 

Sei  t  eins  derselben.  Dasselbe  geht  durch  zwölf  der  60  Bewegungen, 
welche  das  Ikosaeder  f  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  in  sich  über.  Bei 
diesen  zwölf  Bewegungen  vertauschen  sich  die  Ecken  von  f  untereinander. 

T 
Andererseits  spalten  sich  die  24  Punkte  —  in   zwei  Gruppen  von  je  zwölf 

zusammengehörigen.     Man  wird  also  setzen  können: 

j  =  xt'  +  Xt^^f+,af\ 

und  dies  ist,  wenn  man  t  als  Unbekannte  betrachtet,  eine  Gleichung  fünften 
Grades  der  verlangten  Art. 

Die  Ausrechnung  gestaltet  sich  mit  Hilfe  der  kanonischen  Form  fol- 
gendermaßen. Man  findet  (vgl.  den  folgenden  Paragraph),  daß  eins  der 
t  gleich  gesetzt  werden  kann: 

t  =  {x',+x^)ixt  +  2x!x^  -  6x^x1-  2x,xl  +  x*). 

Die  zugehörige  Invariante  A  (die  nun  als  a  bezeichnet  sein  soll)  hat  den 

20 
Wert    ^  .    Man  findet  weiter 

o 


uJid  setzt  man  jetzt 
so  kommt: 


^  =  ^^-lo<v+45/'^ 


Indem  man  jetzt  zu  allgemeiner  Koordinatenbestimmung  übergeht, 
hat  man  folgendes  Resultat: 

Sei  t  eins  der  fünf  Oktaeder,  a  die  zugehörige  Invariante,  so  setze 
man: 


"V'i^T 


2'  =  M/ffV<- 
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Dann  besteht  die  Gleichung: 


30  r 


V-lOö^/"' 


§9. 
Die  irrationalen  Kovarianten  des  Ikosaeders  in  kanonischer  Form. 

Des  weiteren  Vergleichs  wegen  sollen  hier  die  vorstehend  benutzten 
verschiedenen  irrationalen  Kovarianten  des  Ikosaeders,  für  die  kanonische 
Form  berechnet,  zusammengestellt  werden. 

Die  zwölf  Wurzeln  der  Gleichung  /"  =  0 ,  f ür 

f  =  X^     X^  -\-  i  i.  X-^^  X^  ^1  ^2    7 

erhalten  die  folgenden  Koordinaten: 


0,      oü,      ae", 


wo 


2  in 


a  =  e  +  ^*  = 


1+V5 


Hieraus  beiläufig  das  Resultat:  Die  Doppelverhältnisse,  welche  man 
aus  den  Ecken  des  Ikosaeders  bilden  kann,  sind  rationale  Funktionen  von  e . 
Man  kann  auch  sagen:  nach  Adjunktion  von  e  drücken  sich  die  zwölf 
Wurzeln  einer  Ikosaedergleichung  durch  drei  beliebige  derselben  rational  aus. 

Die  sechs  Punktepaare  (p,  welche  entstehen,  indem  man  die  gegen- 
überliegenden Ecken  des  Ikosaeders  zusammenfaßt,  sollen  als  (p^,  (p^, 
9^15  •••?  9^4  bezeichnet  sein;  q?^  umfasse  die  Wurzeln  0,  oo,   cpr  die  beiden 

ae", e".    Wir  wählen  die  cp  mit  übrigens  willkürlichem  Vorzeichen  so, 

daß  die  zugehörige  Determinante  gleich   —  1 .     Dann  kommt : 

(p^=2x^x^, 

2 

(p^  =  -={e  -»'  xl  -\-x^x^-  e"  a;|) . 
V5 

Um  ferner  die  Oktaeder  t  zu  berechnen,  seien  y.),  %  irgend  zwei  der  cp. 
Dann  stellen,  behaupte  ich, 

^  +  ;^  =  0,     v^  —  z  =  0,     [v^z]  =  0  (Funktionaldeterminante) 

drei  Punktepaare    von   T  dar,    die    zusammen   ein   t   bilden.     Für  jedes  t 
erhält  man  so  drei  Darstellungen. 

Die  beiden  Punktepaare  i/;  ±  ;^  =  0  werden  nämlich  (auf  der  Kugel) 
offenbar  von  den  beiden  Halbierungslinien  der  Winkel  ausgeschnitten,  welche 
die  Achsen    der   \p  und  %   miteinander   bilden.     Denn   sie   gehören  erstens 
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mit  \p  und  /  zu  derselben  Involution  und  gehen  zweitens  durch  diejenigen 
linearen  Transformationen  in  sich  über,  welche  ip  und  x  miteinander  ver- 
tauschen. —  Die  Funktionaldeterminante  [ip,  ;f]  dagegen  stellt  diejenige 
Form  dar,  welche  gleichzeitig  zu  ip  und  x  harmonisch  ist  und  also  aus- 
geschnitten wird  von  dem  gemeinsamen  Perpendikel  der  Achsen  von  \p  und  %. 
Nennt  man  also  die  fünf  Oktaeder  in  verständlicher  Reihenfolge  ^^, 
^j^ ,  . . . ,  ^4 ,  so  ist  ty   bis  auf  einen  Faktor  gleich 

Den    Faktor    wählen    wir,    in   Übereinstimmung    mit    dem    vorangehenden 

'^  .  .       20       . 

Paragraphen,    so,   daß   die  zugehörige  Invariante  a»,  gleich  -^   wird.    Man 

findet  ihn  (bei  willkürlich  gewähltem  Vorzeichen)  =  ~- ,  also 

'     ^y=^^  ifao  +  ^r)  (9^00  -  "Pr)  [(f^,   (fr] 

—  e^bx^x*  —  e-^'bx^x^^, 

womit  zugleich  der  oben  für  t^  benutzte  Wert  verifiziert  ist-^). 
Man  kann  auch  schreiben: 

=  -8--  (91  -  <p:)^  (?'.%,  -  <pL,)*  ivh,  -  vuf  ■ 
Infolgedessen   hat   man   zwischen   der  entsprechenden  Wurzel  'p^   der  Glei- 
chung  fünften  Grades   \a=  -^y. 


'v^=^y^-^' 


und    den    sechs   Wurzeln    n^,  n^,  . . .,  iiy    der    Gleichung  sechsten    Grades 
(A=-l): 


^^)  Der  Vollständigkeit  wegen  sei  noch  erwähnt,    daß  die    Punktepaare   des  zu- 
gehörigen Pentagondodekaeders  dargestellt  sind  durch: 

e       xl ^  x^x.^^s^"  xi , 

und  daß  dieselben  proportional  sind  zu  den  fünften  Überschiebungen  zweier  Okta- 
eder t.  (Das  letztere  schHeßt  man  wieder  aus  dem  Umstände,  daß  es  drei  Bewe- 
gungen gibt,  welche  gleichzeitig  zwei  Oktaeder  t  und  ein  Punktepaar  des  Pentagon- 
dodekaeders  in  sich  überführen.) 
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.V      84~B 


—w- 


T"' 


folgende  Beziehung: 
1 


1  4  1 


.2Y 


§  10. 
Beziehungen  zu  anderweitigen  Untersuchungen. 

Die  Resolventen  sechsten  und  fünften  Grades,  sowie  insbesondere  die 
Formeln  des  letzten  Paragraphen  stimmen,  wie  bereits  in  der  Einleitung 
gesagt,  genau  überein  mit  Formeln,  welche  bei  Untersuchungen  über  die 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  von  Brioschi,  Hermite 
und  Kronecker  gegeben  worden  sind.  Es  sei  wegen  derselben  insbe- 
sondere auf  den  Aufsatz  von  Joubert:  Sur  l'equation  du  sixieme  degre 
(Comptes  Rendus  1867,  1,  Bd.  64,  S.  1237—1240)  verwiesen,  insofern  dort 
einige  Unexaktheiten,  welche  in  Brioschis  bez.  Formeln  vorkommen,  ver- 
bessert sind.  Neu  ist  nur  die  Bedeutung,  unter  der  hier  diese  Formeln  auf- 
treten, und  die  damit  zusammenhängende  geometrische  Herleitung  derselben. 
Andererseits  entnimmt  man  den  genannten  Untersuchungen,  daß  die  Glei- 
chung sechsten  Grades,  welche  die  Punktepaare  des  Ikosaeders  trennt,  und 
also  die  Ikosaedergleichung  selbst,  durch  elliptische  Funktionen  gelöst 
werden  kann,  was  hier  indes  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll.   — 

Zum  Schlüsse  werde  auch  noch  die  Galoissche  Gruppe  der  Ikosaeder- 
gleichung bestimmt.  Den  linearen  Transformationen  entsprechend,  welche 
die  Gleichung  in  sich  überführen,  sind  jedesmal  60  der  Doppel  Verhältnisse, 
welche  man  aus  ihren  Wurzeln  bilden  kann,  einander  gleich,  die  Differenzen 
dieser  Doppelverhältnisse  also  Null  und  somit  rational  bekannt.  Diese 
Doppelverhältnisgleichheiten  bleiben,  wie  eine  nähere  Überlegung  zeigt,  bei 
folgenden  und  nur  bei  folgenden  Vertauschungen  der  Wurzeln  ungeändert : 

1.  Bei  denjenigen   60    Vertauschungen,   welche   einer  linearen   Trans- 

formation des  Ikosaeders  in  sich  entsprechen,  und 

2.  [bei  denjenigen  Vertauschungen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  die 

Einheitswurzel  e  durch  e-  oder  e^  oder  e^  ersetzt.  —  Dabei 
kann  die  Ersetzung  von  e  durch  e"*  in  einfachster  Weise  dadurch 
geometrisch  gedeutet  werden,  daß  man  jeden  Ikosaedereckpunkt 
mit  seinem  gegenüberliegenden  vertauscht.  — 

Die  Galoissche  Gruppe  umfaßt  also  240  Substitutionen.  Sie  kann 
auf  60  Substitutionen  eingeschränkt  werden,  wenn  man  den  numerischen 
Wert  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Wurzeln,  die  nicht  in  einer  Ebene 
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liegen,  adjungiert]  ^^).  Alle  diese  Doppelverhältnisse  aber  stellen  sich  nach 
einer  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  als  rationale  Funk- 
tionen einer  fünften  Einheitswurzel  e  dar,  und  also  ist  die  Adjunktion 
von  e  nötig  und  hinreichend,  um  die  Gruppe  auf  60  Substitutionen  zu 
reduzieren. 

Um  die  Struktur  der  so  reduzierten  Gruppe  zu  charakterisieren,  ge- 
nügt es,  darauf  hinzuweisen,  daß  sich  bei  den  60  Bewegungen,  welche  das 
Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  die  fünf  Oktaeder  t  untereinander 
vertauschen.  Es  entsprechen  die  Substitutionen  der  Gruppe  demnach,  den 
Vertauschungen  von  fünf  Elementen,  welche  deren  Difierenzenprodukt  un- 
geändert  lassen. 

München,  im  Juni  1875. 


^)  [Zwecks  Richtigstellung  beim  Wiederabdruck  im  einzelnen  geändert. 


LH.  Über  [algebraisch  integrierbare]  lineare 
Differentialgleichungen. 

(Erster  Aufsatz.) 

[Sitzungsberichte  der  physikalisch-medizinischen  Sozietät  zu   Erlangen  vom  26.  Juni 
1876;  abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  11.] 


Per  Sozietät  erlaube  ich  mir  im  folgenden  eine  Methode  vorzulegen, 
die  zu  entscheiden  gestattet,  ob  eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  durchaus  algebraische  Inte- 
grale besitzt.  Meine  Methode  geht  darauf  aus,  alle  derartigen  Differential- 
gleichungen wirklich  aufzustellen,  und  man  hat  daher,  wenn  es  sich  um 
die  Untersuchung  einer  gegebenen  Differentialgleichung  handelt,  nur  eine 
Koeffizientenvergleichung  zu  veranstalten,  deren  Ausführung  freilich  Gegen- 
stand einer  besonderen  algebraischen  Untersuchung  sein  muß,  die  ich  noch 
nicht  beendet  habe. 


Sei 


l^  +  Po-y-o 


eine    lineare   Differentialgleichung    zweiter   Ordnung.     So   genügt  bekannt- 
lich ^)  der  Quotient  zweier  unabhängiger  Partikularlösungen  ?/^ ,  ^/^ : 


2/2 


der  folgenden  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 


M  =  $^-|-S 


Diese  Differentialgleichung  hat   die  Eigenschaft,    daß   ihr   allgemeines 


^)  Vgl.  die  auch  weiterhin  benutzte  Arbeit  von  Schwarz:  Über  diejenigen  Fälle, 
in  welchen  die  G au ß sehe  hypergeometrische  Reihe  eine   algebraische  Funktion  ihres 


vierten  Elementes  ißt.    Grelles  Journal,  Bd.  75  (1872/73),  S.  292—335  [ 
Bd.  2,  S.  211—259]. 


Ges.  Abhandl., 
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Integral  eine  gebrochene  lineare  Funktion  eines  beliebigen  Partikular- 
integrals ist: 

sie  wird  ferner  (selbstverständlicherweise)  durchaus  algebraische  Integrale 
besitzen,  wenn  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  diese  Eigenschaft 
hatte,  und  auch  den  umgekehrten  Schluß  kann  man  machen,  sofern 

(Pidx 

e      ■ 
eine  algebraische  Funktion  ist.     Dementsprechend  soll   weiterhin   nur  von 
dieser  Differentig-lgleichung  dritter  Ordnung 

die  Rede  sein,  wo  P,  entsprechend  der  gleichen  Voraussetzung,  die  wir 
schon  in  der  Einleitung  hinsichtlich  y^  und  ^p^  machten,  eine  rationale 
Funktion  von  x  bezeichnet. 

Es  sei  7]^  ein  partikuläres  Integral  dieser  Gleichung.  Läßt  man  dann 
X  von  einem  beliebigen  Werte  beginnend  einen  geschlossenen  Weg  be- 
schreiben, so  wird  Y]^  entweder  unverändert  wieder  erscheinen  oder  in  eine 
lineare  Funktion 

verwandelt  sein,  wo  die  Verhältnisse  a,  ß,  y,  d  nur  durch  den  Weg,  nicht 
durch  den  Anfangs  wert  von  x  oder  durch  das  partikuläre  Integral  >/o  ^®" 
dingt  sind.  Zugleich  muß,  wenn  fj^  Zweig  einer  algebraischen  Funktion 
war,  T/j  ein  Zweig  derselben  algebraischen  Funktion  sein,  da  t]^  in  rj^ 
kontinuierlich  übergegangen  ist.     Ich  will  nun  mit 

Vo,     Vl^     %y   •••.   Vn 

die  Gesamtheit  der  Werte  bezeichnen,  die  auf  diese  Weise  aus  >;q  ent- 
stehen.    So  bilde  man  die  algebraische  Gleichung: 

0  =  (^   -  I/o)    {V-   ^l)  •■•   (V  -  Vn)' 

Sie  besitzt  zwei  wesentliche  Eigenschaften,  die  sogleich  gestatten  werden, 
alle  derartige  Gleichungen  der  Art  nach  anzuschreiben.  Erstens  sind  ihre 
Koeffizienten,  als  symmetrische  Funktionen  aller  Werte,  die  //^  annehmen 
kann,  wenn  sich  x  in  der  komplexen  Ebene  bewegt,  rationale  Funktionen 
von  X.  Zweitens  hat  die  Gleichung  die  Eigenschaft,  durch  gewisse  lineare 
Transformation  von  rj  ungeändert  zu  bleiben,  und  zwar  sind  diese  Trans- 
formationen in  einer  solchen  Zahl  vorhanden,  daß  durch  sie  jede  Wurzel 
rj.  in  jede  andere  t}^  verwandelt  werden  kann. 

Nun  aber  habe  ich  mich  früher,  wie  ich  der  Sozietät  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  mitteilte  [in  den  Sitzungen  vom  13.  Juli  und  14.  Dez.  1''74, 
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sowie  vom  12.  Juli  1875]  und  im  vorigen  Jahre  in  einer  größeren 
Abhandlung  (in  den  Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875/76),  [vorstehend  ab- 
gedruckt als  Abh.  LI])  ausführte,  mit  der  Bestimmung  aller  Gleichungen 
beschäftigt,  welche  die  letztangeführte  Eigenschaft  besitzen.  Sie  sind,  von 
linearen  Transformationen  abgesehen,  denen  man  das  Argument  r]  unter- 
werfen mag,  alle  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt.  Der  Buch- 
stabe B  bedeutet  einen  willkürlichen  Parameter;  außerdem  sind  die  zuge- 
setzten Zahlenkoeffizienten  so  gewählt,  daß  bei  dem  später  anzugebenden 
Schlußresultate  möglichst  einfache  Glieder  entstehen: 

(1)  ^^  =  Ä, 

(2)  r]^  -j-  f]—^  =  4:R  —  2,   {n  eine  beliebige  ganze  Zahl), 

(3)  Rjf  +  SH'^0, 

f  eine  äquianharmonische  biquadratische  Form,  H  die  zugehörige  Hesse- 
sche,  j  die  Invariante  dritten  Grades; 

(4)  RÄf'  +  lSH'  =  0,  iq 

f  die  linke  Seite  einer  Oktaedergleichung,  A  die  Invariante  zweiten  Grades 
(vgl.  meine  eben  genannte  Annalenarbeit  oder  auchClebsch,  Binäre  Formen, 
S.  447  ff.); 

(5)  7  EBf' +  720  H^'^O; 

f  die  linke  Seite  einer  Ikosaedergleichung,  B  die  Invariante  ersten  Grades. 

Die  Integrale  unserer  Differentialgleichung  müssen  daher,  unter  R 
eine  geeignete  rationale  Funktion  von  x  verstanden,  durch  eine  der 
Gleichungen  (1)  bis  (5)  dargestellt  sein. 

Ich  behaupte  aber  ferner,  daß  für  R  jede  rationale  Funktion  von  x 
eingesetzt  werden  darf ;  die  sofort  mitzuteilende  Aufstellung  der  zugehörigen 
Differentialgleichung  zeigt  es. 

Für  (1)  nämlich  berechnet  man  ohne  weiteres  die  Differential- 
gleichung : 

(I)  [n]  =  m  +  '^^[it 

Anderseits  könnte  man  auch  (was  ich  wirklich  ausführte)  für  (2)  bis  (5) 
die  zugehörigen  Differentialgleichungen  berechnen;  es  sind  dazu  nur  einige 
wenige  Sätze  über  das  Formensystem  der  bez.  Grundformen  /"erforderlich. 
Aber  man  kann  diese  Rechnung  sparen,  wenn  man  die  Resultate  ver- 
wertet, die  Schwarz  in  der  bereits  zitierten  Abhandlung  gewonnen  hat. 
Schwarz  betrachtet  insonderheit  die  Differentialgleichung 

2a;2         2{\-xf  2x{\-x) 


LH.    Lineare  Differentialgleichungen.    (Erster  Aufsatz.)  305 

und  sucht  diejenigen  Fälle,  in  denen  sie  algebraische  Integrale  besitzt. 
Dies  findet  vor  allem  dann  statt,  wenn  X,  ju,  v  bezüglich  gleich  ge- 
nommen werden: 


1 

1 

1 

2  ' 

n  ' 

T 

1 

1 

1 

3  ' 

8  ' 

2 

1 

1 

1 

3  ' 

4  ' 

2 

1 

1 

1 

8  ' 

5  ' 

"2" 

und  zwar  sind  die  dann  auftretenden  Integralgleichungen  geradezu  durch 
unsere  Gleichungen  (2)  bis  (5)  gegeben,  sofern  man  in  ihnen  R  =  x  setzt. 
Daher  findet  man  umgekehrt  die  von  uns  geforderten  Differentialgleichungen, 
wenn  man  in  die  bei  Schwarz  betrachtete  Differentialgleichung  E(x) 
statt  X  einführt.     Sie  geht  dadurch  über  in: 

Schreibt  man  hier  für  X,  /u,  v  bez.  die  angegebenen  Werte,  so  hat  man 
die  Differentialgleichungen  (II)  bis  (V),  welche  zu  den  Integralgleichungen 
(2)  bis  (5)  gehören. 

Hiermit  ist  das  Ziel  erreicht,  welches  wir  zu  Eingang  der  Arbeit  be- 
zeichneten; es  bleibt  nur  das  ebenfalls  schon  berührte  Transformations- 
problem: Wann  kann  eine  rationale  Funktion  P  (x)  umgesetzt  werden  in 
eins  der  bei  den  Gleichungen  (I)  bis  (V)  auf  der  rechten  Seite  auftreten- 
den Aggregate,  in  denen  R  eine  rationale  Funktion  von  o;  bedeutet?  Und 
wenn  das  der  Fall  ist,  wie  bestimmt  man  i?? 

Ich  muß  zum  Schluß  dieser  Mitteilung  noch  einige  Bemerkungen  zu- 
fügen über  eine  Arbeit  von  Fuchs  ^),  die  den  hier  vorliegenden  Gegen- 
stand ebenfalls  behandelt,  und  deren  Studium,  zu  dem  ich  neuerdings  ver- 
anlaßt wurde ^),  mich  eben  zu  der  einfachen  Methode  hinleitete,  welche 
ich  auseinandersetzte.  Fuchs  gibt  eine,  wie  mir  scheint,  viel  weitläufigere 
Lösung.  Ohne  auf  dieselbe  hier  näher  eingehen  zu  wollen,  bemerke  ich 
nur,  daß  die  von  ihm  so  genannten  Primformen  identisch  sind  mit  den- 
jenigen binären  Formen,  welche  lineare  Transformationen  in  sich  besitzen, 
und    daß    daher    die  Liste   der  Primformen  niedersten  Grades,    welche   er 

^)  Über  diejenigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  algebraische 
Integrale  besitzen,  und  eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheorie.  Grelles  Journal, 
Bd.  81,  (1876)  S.  97  —  142;  vgl.  Gott.  Nachrichten  1875,  ^^om  7.  August  und  6.  No- 
vember, S.  568—581,  612—618. 

^)  [Die  Redaktion  der  Fortschritte  der  Mathematik  überwies  mir  nämlich  die 
betreffenden  Arbeiten  zum  Referat;  mein  dadurch  entstehender  Bericht  ist  abgedruckt 
in  Bd.  7  der  Fortschritte,  S.  172—178  (1877).     K.l 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  20 
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a.  a.  0.,  S.  126  aufstellt,  noch  überflüssige  Formen  enthält.    Sie  sollte  nur" 
umfassen : 

die  allgemeine  biquadratische  Form, 

die  äquianharmonische  biquadratische  Form, 

die  linke  Seite  der  Oktaedergleichung  (7?,  =  6), 

die  linke  Seite  der  Ikosaedergleichung  (n  =  12); 
die  erste  der  beiden  aufgeführten  Formen  sechsten  Grades,  sowie  die  Form 
achten  und  die  Form  zehnten  Grades  existieren  nicht*). 


München,  Juni  1876. 


*)  Auch  ist  es  a.  ä.  O.  überflüssig,  die  allgemeine  biquadratische  Form  mit  auf- 
zuzählen, da  sie  (irrationale)  quadratische  Kovarianten  hat,  welche  durch  die  näm- 
lichen linearen  Transformationen  in  sich  übergehen,  wie  die  Grundform.  Dagegen  ist 
die  Reduktion  der  Primformenzahl,  wie  sie  Herr  C.  Jordan  (Comptes  Rendus, 
13.  März  1876,  Bd.  82)  und  Herr  Pepin  angeben  (ebenda  5.  Juni),  nicht  statthaft,  was 
hinsichtlich  der  Behauptungen  von  Pepin  bereits  Herr  Fuchs  gezeigt  hat  (ebenda 
26.  Juni,  3.  Juli).  Nach  C.  Jordan  würde  der  Fall  n  =  12  nicht  existieren.  [Zusatz 
beim  Abdruck  des  Textes  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  11.  (Nov.  1876).]  —  [C.  Jordan 
und  Fuchs  haben  in  Grelles  Journal,  Bd.  84  (1878)  bzw.  Bd.  85  (1878)  die  Richtig- 
keit meiner  Angaben  bestätigt.  —  Übrigens  findet  sich  eine  neue,  sehr  einfache,  funk- 
tionentheoretische Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer 
Variabein  im  Ikosaederbuch  (1884)  auf  S.  115-121.     K.] 


LIII.  Über  [algebraisch  integrierbare]  lineare 
Differentialgleichungen. 

(Zweiter  Aufsatz.) 


Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877).] 


Die  folgenden  Erörterungen  sind  bestimmt,  die  unter  gleichem  Titel 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1876/77)  erschienene  Note  [vgl.  die  vor- 
stehende Abh.  LH]  in  einigen  Punkten  zu  vervollständigen. 

1.  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Veränderlichen. 
Die  endlichen  Gruppen,  welche  man  aus  linearen  Substitutionen  einer  Ver- 
änderlichen r]  bilden  kann,  zerfallen  bekanntlich  in  fünf  Klassen,  wegen 
deren  Aufzählung  und  Charakterisierung  ich  am  besten  auf  die  inzwischen 
erschienene  Gordansche  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877), 
S.  23—46,  verweise.  Ich  nenne  diese  Gruppen  (siehe  meine  Arbeit:  „Über 
binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  selbst",  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  9  (1875)  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LI])  die  Kreis- 
teilungsgruppe, die  Diedergruppe,  die  Gruppen  des  (regulären)  Tetraeders, 
Oktaeders,  Ikosaeders.  Die  beiden  erstgenannten  Gruppen  enthalten  noch 
unendlich  viele  Arten,  entsprechend  dem  Werte,  den  man  der  in  ihnen 
vorkommenden,  positiven  ganzen  Zahl  n  erteilen  will.  Dem  Werte  n  =  l 
entspricht  als  Kreisteilungsgruppe  diejenige,  welche  allein  aus  der  identischen 
Substitution  besteht.  Bei  den  Diedergruppen  hat  man  den  Wert  n  =  1 
auszulassen. 

Mit  jeder  dieser  Gruppen  ist  nun  eine  rationale  Funktion  Q{f]),  welche 
ich  die  zugehörige  nennen  will,  wesentlich  verknüpft  —  wobei  indes  gleich 
hier  hervorgehoben  sei,  daß  Q  nicht  völlig  bestimmt  ist,  sondern  statt  Q 

ein   beliebiges   ^ ^  ,.   genommen  werden    kann,   —   Dieses   Q   hat,    gleich 

anderen  rationalen  Funktionen  von  rj,  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu 
bleiben,  wenn  auf  r}  die  Substitutionen  der  Gruppe  angewandt  werden, 
vor    allen    Dingen    aber    diese:    daß    jede    rationale    Funktion    von    rj, 

20* 


^n_|_^-n^ 

(1+14^^  +  ^«)' 

108^^(1-»?*)'   ' 

(- 

-(»y2o_|-l)  +  228(»7i^-»;5)-494»yio)' 

1728»7^(»yio+ll^^-l)' 
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welche  bei  den  Substitutionen  ungeändert  bleibt,  eine  rationale  Funktion 
von  Q  ist^). 

Stellt  man  die  fraglichen  Gruppen  in  den  kanonischen  Formen  auf, 
welche  Gordan  a.  a.  0.  angibt  und  mit  I  bis  V  numeriert,  so  kann  man 
für  Q  bez.  folgende  Ausdrücke  wählen: 

(1)  ^^ 

(2)  . 

(3) 

(4) 

(5) 

die  speziell  ich  fortan  als  Kreisteilungsfunktion  . . .  Ikosaederfunktion  be- 
nennen will.  Es  stimmen  die  Ausdrücke  (3)  ...  (5)  mit  denjenigen  über- 
ein, die  Schwarz  in  der  Arbeit  über  die  hypergeometrische  Reihe  (Grelles 
Journal,  Bd.  75  (1872/73),  S.  292 ff.  [=  Ges.  math.  Abb.,  Bd.  II,  S.  211  ff.]) 
dem  Studium  des  Tetraeders,  Oktaeders,  Ikosaeders  zugrunde  legt.  In 
meiner  vorigen  Note  habe  ich  statt  ihrer  allgemeine  Ausdrücke  geschrieben, 
welche  sich  auf  die  Formensysteme  des  Tetraeders,  Oktaeders,  Ikosaeders 
beziehen;  ich  kehre  hier  zu  den  kanonischen  Ausdrücken  zurück,  um  die 
mitzuteilenden  Formeln  möglichst  unmittelbar  verständlich  zu  machen.  Nur 
beim  Ikosaeder  werde  ich  gelegentlich  rj  [rj'^^ -\- \\  rj^  —  \)  [homogen  ge- 
macht] durch  f,  die  zugehörige  Hesse  sehe  mit  H,  die  Funktionaldetermi- 
nante [f\  H)  mit  T  bezeichnen.     Man  hat  dann: 

T'  =  12r'- 12'iy' 
und  der  Ausdruck  (5)  nimmt  die  Gestalt  an: 

1728^.    • 

f 

2.  Beziehungen  zwischen  den  fünferlei  Gruppen.  —  Wenn  zwei  end- 
liche Gruppen  a,b  in  der  Beziehung  stehen,  daß  a  in  b  als  Untergruppe 


*)  Wegen  der  Beweise  vgl.  meine  Arbeit  in  Bd.  9  der  Math.  Annalen  [=  Abh.  LIj.  — 
Es  ißt  interessant,  die  dappeltperiodischen  Funktionen  einer  Variabein  rj  zu  vergleichen, 
die  doch  auch  bei  einer,  allerdings  unendlichen  Gruppe  linearer  Substitutionen  unge- 
ändert bleiben  und  insofern  den  im  Texte  betrachteten  Funktionen  analog  sind.  Da 
es  keine  doppeltperiodische  Funktion  gibt,  die  einen  vorgeschriebenen  Wert  im 
Periodenparallelogramm  nur  einmal  annimmt,  so  gelingt  es  nicht,  wie  im  Texte,  alle 
in  Betracht  kommenden  Funktionen  durch  eine  ( ausgezeichnete )  rational  auszudrücken, 
sondern  erst  durch  zwei. 
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enthalten  ist,  so  ist  Q^  durch  Q^  rational  ausdrückbar.  —  Dieses  folgt 
sofort,  da  Q^  eine  rationale  Funktion  von  rj  ist,  welche  bei  den  Substitu- 
tionen von  b  und  also  auch  bei  den  Substitutionen  von  a  ungeändert 
bleibt.     Auch  kann  man  den   Satz  umkehren. 

Die  Ikosaedergruppe  z.  B.  enthält  bekanntlich  sechs  verschiedene  Unter- 
gruppen ,  welche  dem  Kreisteilungstypus  für  n  =  S  angehören ,  und  von 
diesen  erscheint  eine  selbst  in  kanonischer  Form,  wenn  man  die  Ikosaeder- 
gruppe kanonisch  dargestellt  hat.  Daher  ist  die  Ikosaederfunktion,  so  wie 
sie  eben  angegeben  wurde,  rational  in  f]^.  —  Oder  besser:  Die  Ikosaeder- 
gruppe enthält  als  Untergruppen  fünf  vom  Tetraedertypus.  Bei  einer 
solchen  Tetraedergruppe  bleibt  immer  das  Ikosaeder  f  und,  doppeltzählend, 

ein   gewisses  Oktaeder  t  ungeändert.     Man   kann  daher  ^  als  zugehörige 

Funktion  wählen,  wenn  es  auch,  auf  die  kanonische  Form  des  Tetraeders 
transformiert,  nicht  mit  der  eben  unter  (3)  angegebenen  Tetraederfunktion 
übereinstimmt,   sondern   eine  lineare  Funktion    derselben   ist.     Dann  muß 

die  Ikosaederfunktion   rational  in   y  sein,  und  in  der  Tat  hat  man: 

144 ^  =  1728  (l  -  1728-^^)  =  y(^- 10^  +  45 

wie  ich  in  etwas  anderer  Gedankenverbindung  in  meiner  Arbeit  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  9  [vgl.  Abh.  LI,  S.  297]  angab.  Ich  werde  auf  diese 
Formel  noch  später  zurückkommen. 

3.  Die  fünferlei  Integralgleichungen.  Die  Integralgleichungen,  wie 
ich  sie  in  der  vorigen  Note  [Abh.  LH,  S.  304]  unter  (1)  ...  (5)  angab,  er- 
wachsen, wenn  man  die  fünf  jetzt  mit  (1)  ...  (5)  bezeichneten  Funktionen 
gleichsetzt  rationalen  Funktionen  einer  Veränderlichen  x,  die  ich,  im  An- 
schlüsse an  die  vorige  Note,  in  den  Fällen  (1),  (3),  (4),  (5)  einfach  mit 
B{x)  bezeichne,  während  ich  sie  im  Falle  (2)  mit  4:R{x)—  2  benenne. 
Die  Bemerkungen  der  vorangehenden  Nummer  zeigen,  daß  diese  Integral- 
gleichimgen  gewisse  Zusammenhänge  aufweisen.     So  oft  z.  B.  f]  •'  oder  die 

(modifizierte)  Tetraederfunktion   -     gleich    gesetzt    wird    einer    rationalen 

Funktion  von  x,  ist  auch  die  Ikosaederfunktion  einer  rationalen  Funktion 
gleich.  Dieselbe  Gleichung  zwischen  r]  und  x  tritt  also  in  verschiedenen 
Formen  auf. 

Es  ist  wünschenswert,  einer  hieraus  hervorgehenden  Unbestimmtheit 
des  Ausdrucks  dadurch  entgegenzutreten,  daß  für  die  Integralgleichungen 
ein  für  alle  mal  die  Reihenfolge  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  festgesetzt  wird, 
und  nun  jede  in  Betracht  kommende  Relation  zwischen  rj  und  x  der 
ersten  Kategorie,  bei  welcher  sie  auftritt,  zugerechnet  wird.    Die  analoge 
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Festsetzung  wird  man  bei  den  Gleichungen  (1),  (2)  noch  einmal  treffen 
mit  Bezug  auf  den  Wert  der  Zahl  n.  —  Dies  vorausgesetzt,  sind  die 
Gleichungen  zwischen  7]  und  x  irreduzibel. 

4.  Einfluß  der  Integrationskonstanten.  Die  allgemeinen  Integral- 
gleichungen erwachsen  aus  den  eben  angegebenen  partikulären,  indem  statt  rj 
beliebig  '^^'^  gesetzt  wird.  Nimmt  man  nun  zunächst  den  Fall  (1)  und 
n  =  1,  also  : 
so  kann  man  statt: 

yrj  +  ö  ^     '  ' 

unter  a,  b,  c,  d  irgendwelche  Größen  verstanden,  auch  schreiben 

a'ri  +  ß'  _  aR  +  h 
y'ri  +  8'  ~  cR  +  d 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich:  Die  rationale  Funktion  von  x,  welche  in 
der  Integralgleichung  auftritt,  ist  durch  die  Differentialgleichung  in  den 
Fällen  (2),  (3),  (4),  (5)  vollkommen  bestimmt,  nur  im  Falle  (1)  enthält 
sie,  wenn  n=\  ist,  drei,  und,  für  die  übrigen  Werte  von  n,  eine  will- 
kürliche Konstante.  Dabei  ist,  wie  im  folgenden  immer,  vorausgesetzt, 
daß  man  an  der  Verabredmig  der  vorigen  Nummer  festhält. 

5.  Die  zugrunde  liegenden  Differentialgleichungen.  Setzt  man  in  die 
Integralgleichungen  (1)...(5)  statt  i?(a;)  einfach  x,  so  entstehen  die  zu- 
gehörigen Differentialgleichungen  alle  aus  der  bei  Schwarz  (Grelles  Journal, 
Bd.  75)  diskutierten: 

L^J  a:^      "^  {\-xy  x{\-x) 

indem  man  für  ^,  ju,  v  bezüglich  einträgt: 

X  ju  V 


II 

III 

IV 

V 


1 

1 

1 

n 

n 

1 

1 

1 

2 

n 
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1 
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1 
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1 
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3 
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2 
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Ich  will  eine  solche  Gleichung  eine  Elementargleichung  nennen  mit  den 
singulären  Punkten  0,  oo,  1  und  den  zugehörigen  Exponenten  X,  ju,  v.  Es 
ist  mir  weiterhin  gelegentlich  bequem,  statt  0,  oo,  1.  drei  beliebige  Werte 
a,  b,  c  (von  denen  keiner  unendlich  ist)  als  singulare  Werte  zu  besitzen. 
Führt  man  zu  diesem  Zwecke  statt  x  durch  lineare  Substitution  ein  ge- 
eignetes neues  x  ein,  so  nimmt  die  Differentialgleichung  die  symmetrische 

Gestalt  an: 

1-^2  1      /^2 


1  r  ,N/  X  2 


M  =  ^_...\-A(a-b){a-c)-^:r;;^~{-ib-c){b-a: 


bx  —  cK^  ^^  ^x—a    '    ^  ^^  '^  X 

1- 


+  (c-a)(c-6)-^-^-J. 

Dieses  Resultat  läßt  sich,  wenn  man  von  der  allgemeinen  Theorie 
solcher  Differentialgleichungen  ausgeht^),  von  vornherein  einsehen.  Der 
Ausdruck  rechter  Hand  muß  (—  4)-ter  Dimension  sein,  weil  der  Wert 
a;  =  oü  nicht  singulär  ist.  Er  muß  ferner  so  beschaffen  sein,  daß  bei 
Partialbruchzerlegung  höchstens  quadratische  und  lineare  Glieder  auftreten. 

Die  betr.  Nenner  müssen  [x—a)  ,  {x  —  b)  ,  {x  —  c)     bez.  (a;  — a),  (a;  — 6), 

1  —  A^     1  —  w^      1  —  v'^ 
(a;  — c),  die  Zähler  der  quadratischen  Glieder  müssen  — -^—^  "~2~'  — 2~ 

sein.     Dadurch  aber  ist  der  Ausdruck  vollkommen  bestimmt. 

6.  Ableitung  der  Differentialgleichungen  aus  den  Integralgleichungen. 
Daß  die  Elementargleichungen  so,  wie  sie  angegeben  werden,  zu  den  Inte- 
gralgleichungen gehören,  hatte  ich,  bei  der  das  vorige  Mal  eingehaltenen 
Darstellung,  der  zitierten  Arbeit  von  Schwarz  entnommen.  Die  betr. 
Rechnung,  wie  sie  sich  auf  Grund  der  in  Betracht  kommenden  algebraischen 
Formensysteme  ergibt,  ist  seitdem  von  Herrn  Brioschi  in  eleganter  Weise 
entwickelt  worden  [Math.  Annalen,  Bd.  11  (1876/77),  S.  111—114  =  Ges. 
Werke  V,  S.  205 — 210].  Aber  es  hat  wohl  Interesse  zu  bemerken,  daß 
man  dieselbe  ganz  sparen  kann,  wenn  man  von  der  Definition  der  Aus- 
drücke Q(^)  ausgeht.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Ikosaedergleichung  in 
der  Form: 


1728 


H   {rj)        Ax  +  B 


f{ri)         Cx  +  D 


Ax  -\-  B 
wo    ich    die    Konstanten   A,  B,  C,  D    so    wählen    will,    daß    ^^     ^    für 

X  =  a,  6,  c  bez.  0,  oo,  1  wird.  Aus  einer  Wurzel  i]q  dieser  Gleichung 
ergeben  sich  alle  anderen  durch  59  von  vornherein  bekannte  lineare  Sub- 
stitutionen,   deren  Koeffizienten   numerisch  sind.     Der  Ausdruck   [rj]  ist 

^)  Vgl.    hier     und     im     folgenden     die     einschlägigen    Arbeiten     von     Fuchs, 
Schwarz  u.  a.  in  Grelles  Journal. 
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aber  so  gebildet,  daß  er  für  ri  und  ein  beliebiges         ,  ^  identisch  ausfällt. 

Daher  nimmt  im  vorliegenden  Falle  [?y]  für  alle  Wurzeln  der  Ikosaeder- 
gleichung  denselben  Wert  an,  ist  also  eine  rationale  Funktion  von  x. 
Mehrfache  Wurzeln  besitzt  die  Ikosaedergleichung  nun  für  x  =  a,  x  =  b, 
X  =  c,  und  zwar  bez.  lauter  dreifache,  fünffache,  doppelte.  Daher  ist  die 
betr.  rationale  Funktion  vom  (— 4)-ten  Grade,  sie  wird  für  a;  =  a,  &,  c 
im  zweiten  Grade  unendlich  und  hat,  auf  diese  Werte  bezüglich,  die  Ex- 
ponenten -^^3,  /i  =  5,  V  =  2,  womit  alles  bestimmt  ist. 

7.  Einsetzung  von  E{x)  statt  (x).  Setzt  man  in  die  Elementar- 
gleichungen der  fünften  Nummer  statt  x  ein  B(x),  so  entstehen  die  all- 
gemeinsten hier  in  Betracht  kommenden  Differentialgleichungen: 

Wir  wollen  den  Ausdruck  rechter  Hand  in  Partialbrüche  zerlegen  und 
insonderheit  auf  die  dabei  auftretenden  quadratischen  Glieder  achten.  Sei 
B  =  —,    wo   (p,  tp   vom    Grade    n    ohne    gemeinsamen  Teiler.     Keine    der 

Wurzeln  von  99  =  0,  if  =  0,  qp  —  tp  =  0  oder  der  Funktionaldeterminante 
(^(p^  y)^  =  Q  soll  unendlich  angenommen  werden.  Ich  nenne  dann  die 
Wurzeln  von  (p  a^,  ihre  Multiplizität  cc-,  analog  bei  ip  und  q?  —  yj  die 
Wurzeln  &^,  c^,  ihre  Multiplizität  ß^,  y^.  Die  Funktionaideterminante  {cp,  ip) 
hat  die  a^,  5^,  c^  zu  ci;^—  1,  ß^—1,  y.-~  1- fachen  Wurzeln;  sie  besitze 
außerdem  noch  Wurzeln  d^  j®  ^^  —  1-fach.  Dann  lauten  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialhruchzerlegung : 


M 


1- 

-a,-)J^ 

1- 

-ßi  l^^ 

1- 

-r^v^ 

1 

-»;' 

{X 

2 

+^',. 

2 

+^',. 

2 

+^',. 

2 

-d.y  ' 

wie  man  leicht  durch  funktionentheoretische  Überlegung  oder  auch  durch 
direkte  Rechnung  findet. 

8.  Ausfallen  gewisser  Glieder  der  Partialbruchentwicklung .     In  den 
fünferlei  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  sind  X,  ju,  v  Brüche  mit  dem 

Zähler  1 .     Es    können    also    verschiedene    Terme    a.  =  -T,  y^,-  =  — ,  r,-  =  — 

werden.  Dann  fällt  das  betreffende  quadratische  Glied  der  Partialhruch- 
zerlegung weg.  Da  wir  es  nun  mit  Differentialgleichungen  zu  tun  haben, 
die  durchaus  algebraische  Integrale  besitzen,  so  folgt  aus  der  allgemeinen 
Theorie,  daß  dann  auch  kein  bez.  lineares  Glied  in  der  Partialbruchent- 
wicklung auftritt  —  wie  die  direkte  Rechnung  bestätigt.  Der  Punkt  x  =  a^ 
oder  6.  oder  c.  hört  dann  also  auf,  für  die  Differentialgleichung  singulär 
zu  sein. 
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Erstes  Beispiel.     Ich  will  statt  der  Ikosaedergleichung: 

.       1728^  =  . 
fiv) 
die  folgende  betrachten: 


1728:^  =  ?4^=  1728^^. 
f  (1)       Vi^)  f(x) 

T^  ix) 
Dann  ist  (p  —  ip  = f^     •     -^^^  ^^^  ^^^^  statt  x  eine  Funktion  R(x) 

gesetzt,  welche  für  R  =  0,  oo,  1  lauter  dreifache,  fünffache,  doppelte 
Wurzeln  besitzt.  Überdies  sind  die  Faktoren  der  Funktionaldeterminante 
{(p,  yj)  durch  H^f  f^,  T  völlig  absorbiert.  Daher  geht  die  zum  Ikosaeder 
gehörige  Elementargleichung  jetzt  einfach  über  in: 

d.  h.  r]  ist  eine  lineare  Funktion  von  x,  wie  von  vornherein  deutlich,  da 
alle  Wurzeln  der  Integralgleichung  in  dieser  Form  enthalten  sind.  —  Man 
kann  an  diese  Umformung,  wie  an  die  später  anzuführenden,  eine  alge- 
braische Folgerung  knüpfen,  die  bemerkenswert  scheint.  Wenn  ich  drei 
ganze  Funktionen  habe,  Z,  m,  n,  welche  die  Identität 

Z^-m•^  +  ?^2  =  0 
befriedigen,    wenn   ferner   die  Funktionaldeterminante  (Z  ,  m^)  oder,    was 
auf  dasselbe  hinauskommt,    (Z  ,  ?^^)    resp.  (m^,  n^)    durch    V  m^  n    ganz 
absorbiert    ist^),    so   kann   man   hinsichtlich  der  Differentialgleichung  den- 

selben  Schluß,  wie  soeben,  machen,  indem  man  statt  x  einsetzt  — z  .    Daher : 

Es  gibt  keine  anderen  Funktionen  l,  m,  n,   die  den  genannten  Bedin- 

T 
gungen  genügen,  als  12  H,  f,  -=r . 

\  i.  ^ 

Zweites  Beispiel.  In  der  zweiten  Nummer  ist  die  Ikosaederfunktion 
rational  ausgedrückt  worden  durch  die  (modifizierte)  Tetraederfunktion  j. 
Ich  will  nun  letztere  =  x  setzen,  oder,  der  größeren  Deutlichkeit  wegen, 
=  ~.     So  hat  man,  bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor: 

lUT''(r])  =  x^{x^-10x^x,^-+4.hx^j\ 

f{r))  =  xl, 
12'-H^{r])=-{x{-  nx,x,^  +  Q4:X^J(x,-Sx,)\ 
Die  Funktionaldeterminante  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  ist 
(ajj  —  10  x^  x^  +  45  x^ ) '  x^ ' {Xj^  —  S  x.-^)\ 
^)  Dieses  heißt  hier  nichts  anderes,  als  daß  l^ ,  m-',  w-  vom  sechzigsten  Grade  sind. 
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Daher:  Die  Differentialgleichung  des  Ikosaeders  weist  nach  der  Substi- 
tution nur  drei  singulare  Stellen  auf ,  nämlich  —  ==  0  und  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  xl  —  \\  x^x^  -{-  ^4=  xl  =  () .  Die  zugehörigen  Ex- 
ponenten  sind   bez.  -^,  -ö,  -ö-     Mit  anderen  Worten:    wir  haben,   wie   es 

von  vornherein  zu   erwarten   war,    die  Elementargleichiing   des  Tetraeders 

erhalten.     Transformiert   man  x  in    der  Weise  durch  lineare  Substitution, 

daß  0,  oü,   1    die   singulären  Werte  werden,    so  transformiert  man  gleich- 
es 
zeitig  jr  in  die  kanonische  Form  der  Tetraederfunktion. 

9.  Bestimmung  des  R[x)  aus  den  quadratischen  Gliedern  der  Partial- 
bruchentwicklung .  Fragen  wir,  wie  weit  R  (x)  durch  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialbruchzerlegung  bestimmt  ist.  Ich  will  dabei,  der 
Kürze  wegen,   allein  den  Fall  des  Ikosaeders  in  Betracht  ziehen,   wo  also 

X  ==-n  ,  ju  ^= -z  ,  v  =  -^.  Unter  den  Wurzeln  von  (p  =  0  zunächst  unter- 
scheide man  drei  Kategorien,  die  als  ai,  al,  a'i  bezeichnet  sein  sollen. 
Die  ersteren  haben  eine  Multiplizität  oj^.,  welche  keine  durch  3  teilbare 
ganze  Zahl  ist.  Die  Multiplizität  der  a/  sei  gleich  3 ,  die  der  a'i  gleich  3 «/', 
wo  a['  eine  von  Eins  verschiedene  ganze  Zahl.  Eine  analoge  Unterschei- 
dung treffe  man  bei  den  Wurzeln  von  \p  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl  5, 
und  bei  den  Wurzeln  von  cp  —  ip  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl  2.  Dann 
erfährt  man  aus  den  quadratischen  Gliedern  der  Partialbruchzerlegung,  da 

3,  5,  2  relative  Primzahlen  sind,  unmittelbar  den  Faktor  TT(a;  — a,)  'von 

99,  den  Faktor  TT(a;  —  b^)  *  von  ip,  den  Faktor  TT(a;  —  c-)  '  von  (99  —  1/;), 
endlich  das  Faktorenaggregat: 

T\{x  -  «r)""  T\{x  -  b'ff'"  J\{x  -  ci:f  T{{x-  d,)'\ 

Unbekannt  ist  es  zunächst,  welche  dieser  Faktoren,  und  zunächst  auch, 
wie  viele  an  99,  ip,  rp  —  ip  abzugeben  sind,  resp.  welche  allein  der  Funk- 
tionaldeterminante angehören.  Aber  da  99,  ip,  99  —  ip  denselben  Grad  n 
haben  sollen  und  die  Funktionaldeterminante  den  Grad  2n  —  2,  so  erweist 
sich  in  jedem  Falle  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Verteilungsweisen  als 
möglich  und  vor  allen  Dingen  ist  n  nur  unter  einer  endlichen  Anzahl  von 
Werten  auszusuchen. 

Eine  weitere  Reihe  von  Relationen  zur  Bestimmung  der  in  cp,  y.j 
noch  unbekannten  Koeffizienten  erhält  man  dann  aus  der  Identität: 

(99)- (v^)  =  (99- v'), 

wie  in  der  folgenden  Nummer  an  einem  Beispiel  ausgeführt  ist. 
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10.  Beispiele  für  die  Bestimmung  vonR(x).  Wenn  eine  Differential- 
gleichung der  hier  in  Betracht  kommenden  Art  nur  drei  singulare  Punkte 
hat,  d.  h.  eine  Elementargleichung  ist,  so  ist  sie  durch  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialbruchzerlegung  völlig  bestimmt,  und  also  muß  sich  auch 
R{x)  allein  aus  ihnen  gewinnen  lassen.  In  Abschnitt  VI  der  zitierten 
Arbeit  hat  Herr  Schwarz  eine  Tabelle  der  in  dem  dort  definierten  Sinne 
einfachsten  fünfzehn  Elementargleichungen  gegeben,  welche  durchaus  al- 
gebraische Integrale  besitzen,  und  Herr  Brioschi  hat  für  die  größere  Zahl 
dieser  Fälle  den  Wert  der  Funktion  R(x)  abgeleitet  [Math.  Annalen, 
Bd.  11  (1877),  S.  410  =  Werke  V,  S.  222].  Ich  will  hier  auf  Grund  der 
Auseinandersetzung  der  vorangehenden  Nummer  das  Resultat  angeben  für 
die  drei  von  Herrn  Brioschi  nicht  behandelten  [an  sich  komplizierteren] 
Fälle  XII,  XIV,  XV  der  Schwarzsehen  Tabelle. 

Betrachten  wir  vor  allem,  des  Beispiels  wegen,  den  Fall  XIV.  Es  handelt 
sich    um    die   Elementargleichung,    die   ich   in  allgemeiner  Form  schreibe: 


M  =  ,-a.x-b.x-c[lc^a^(''  -  h)  {a  -  c) -f-  ^/_^  (b  -  c)  {h  -  a) 

1  -  v^  1 


für  die 


,1  2  1 


Von  vornherein  ist  klar,  daß  diese  Differentialgleichung  (da  man  weiß, 
daß  sie  durchaus  algebraische  Integrale  hat)  zum  Ikosaedertypus  gehört, 
weil  die  Nenner  3  und  5  gleichzeitig  auftreten.  Setzen  wir  also  das 
Integral  in  der  Form  an: 


1728^-—^. 

Es  muß  dann  99  neben  dem  einfachen  Faktor  [x  —•  a)  nur  noch  dreifache 
Faktoren  haben,  \p  neben  dem  doppelten  Faktor  [x  ~h)  nur  noch  fünffache 
Faktoren,  cp  —  ^J  neben  dem  einfachen  Faktor  [x  ~  c)  nur  noch  doppelte. 
Die  Funktionaldeterminante  (99,  tp)  darf  keine  anderen  Faktoren  besitzen, 
als  die  bereits  in  cp,  ip,  q?  —  yj  enthaltenen.  Hieraus  folgt  vor  allem, 
daß  99,  yj  vom  siebenten  Grade  sind,  und  man  hat  folgenden  Ansatz: 
Unter  q,  o,  t  Polynome  vom  Grade  2,1,3  mit  nicht  verschwindender 
Dislcriminante  verstanden,  soll  man  haben: 

{x  -a)Q^  -{x-  by\'  =  (x-  c)t\ 

Da  E{x)  im  vorliegenden  Falle  durchaus  bestimmt  ist  (n.  4.),  so  folgt: 
Das  so  formulierte  algebraische  Problem  hat  eine  und  nur  eine  Lösung. 
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Ich  habe  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  genommen  &  =  —  1 ,  c  =  0 
und  die  lineare  Funktion  a  =  Konstans.  Sei  dann  zunächst  q,  bis  auf 
eine  Konstante,  =x^  -{-  Ax  -j-  B.  Die  Funktion  r  ist  einfacher  Faktor 
der  Funktionaldeterminante  von  {x  —  a)o^  und  (x  —  b)^  o^;  sie  ist  also 
gleich  zu  setzen: 

r  =  {x-2a-l)  (a;-  -^Ax  +  B)-S{x+  1)  {x-a){2x-\-  Ä) 
und  die  zu  erfüllende  Identität  lautet: 
C{x-a)  (a;^  +  Äx  +  Bf -j- D{x  +  1)' 

=  x{{x  -  2a  -  1)  {x''  +  Ax  +  B)  -  S{x  -{- 1)  {x  -  a)  {2x  +  A)y 
Durch  die  Betrachtung  der  Werte  ic  =  oo,  0  ergibt  sich: 

(7  =  25,     D=-2SaB\ 
und    die    nun    noch    unbestimmten   Koeffizienten  gewinne   ich,    indem  ich 
verlange,    daß   die  von  (x'^ -{- A  x -\- B)  freien  Glieder,    zusammengezogen, 
wieder  durch  x^  -\-  Ax  ~\-  B  teilbar  sein  sollen.    Dies  gibt  eine  überzählige 
Anzahl  von  Gleichungen,  welche  das  eine  Lösungssystem: 
_        27-7  .  _  19-7  „_  49 

besitzen.     Also    findet    man,   wenn    man  noch,    um  Brüche  zu  vermeiden, 
alle  Glieder  der  Identität  mit  64     multipliziert : 

^-^25  (64a; +7-27)  (64 a;^  +  7.19a;  +  49)', 
t/;  =  25.7'.27Ha;  +  l)', 
^  -  V^  =  a;{2^(.32a;  +  157)  (64 a;^  +  7.19a;  +  49 j 

-3(a;+l)  (64a;+7.27)  (128a;  +  7  •  19)}'. 
Dabei  sind  als  singulare  Werte  genommen: 

a= g^,     b=-l,     c  =  0. 

Durch  ähnlichen  Ansatz  ergibt  sich  bei  XII: 
,1  2  1 

(p  =  x^  {x -i- b)"  (a;-h8), 

i/;  =  64(3a;- l), 

(^- V^  =  (a;^  +  9a:2  + 12x- 8)^ 

wo  genommen  ist:  ^ 

a=  — 8,     &=  — 5,     c  =  -ö-; 
[und  bei  XV,  . 

'^~3'^~5'''~5' 

^  =  (5a;  -  27)  (125a;«  -  2bx^  -  265a:  -  243)' , 

V^=-2^^3'.5-^a;'(^+l)% 


für 
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fp-y,  =  {(125a;''  -2hx''-  265a:  -  243)  (20a;-  -  125»;  -  81) 

-  15a;(5a;-27)  {x  +  l)  (75a;"^  -  10a;~53)}', 


11.  Geometrische  Deutung  des  Satzes  der  neunten  Nummer.  Die 
59  verschiedenartigen  Drehungen,  welche  ein  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung 
bringen,  zerfallen  in  drei  Klassen:  in  solche  von  der  Periode  3,  von  der 
Periode  5,  von  der  Periode  2  (vgl.  die  zitierte  Arbeit  von  Gordan).  Die 
ersteren  geschehen  um  Achsen,  welche  zwei  Ecken  des  Pentagondodekaeders 
miteinander  verbinden;  analog  verbinden  die  Drehachsen,  welche  bei  der 
zweiten  und  dritten  Kategorie  auftreten,  bez.  zwei  Ecken  des  Ikosaeders 
oder  des  Triakontagons.  —  Aus  diesen  59  Drehungen,  denen  man  als 
sechzigste  die  Identität  zufügen  mag,  kann  man  unendlich  viele  machen, 
wenn  man  ganze  Umdrehungen  in  beliebiger  Multiplizität  zuläßt  und  mit- 
zählt. Diese  ganzen  Umdrehungen  können  dann  nicht  nur  um  eine  be- 
liebige unter  den  dreierlei  eben  genannten  Achsen  stattfinden,  sondern  auch 
um  irgendeine,  zu  der  Figur  des  Ikosaeders  in  keiner  notwendigen  Be- 
ziehung stehende  Achse.  —  Interpretieren  wir  jetzt  das  >/,  welches  mit  x 
durch  die  Differentialgleichung  verbunden  ist,  in  geeigneter  Weise  auf  der 
Kugelfläche,  lassen  dann  x  einen  singulären  Punkt  umkreisen,  so  wird  die 
lineare  Substitution,  welche  r]  dabei  erfährt,  vorgestellt  durch  eine  Drehung 
der  Kugelfläche,  welche  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringt.     Sei 


4)  [ Beim  Wiederabdruck  wurde  ein  Rechenfehler,  auf  den  mich  Gay  ley  1880  brief- 
lich aufmerksam  gemacht  hatte  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  17,  S.  66,  Fußnote),  korri- 
giert. —  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  diejenigen  Werte  von  cp,  y>  und  (p  —  ip 
mitzuteilen,  welche  0.  Fischer  auf  S.  32  seiner  Dissertation  „Konforme  Abbildung 
sphärischer  Dreiecke  aufeinander  mittels  algebraischer  Funktionen"  (Leipzig  1885) 
angibt,  indem  er  gleich  wie  Brioschi  (a.  a.  ü.)  in  den  anderen  Fällen  auch  in  den 
Fällen  XII,  XIV,  XV  die  Punkte  0,  oo,  1  als  singulare  Stellen  einführt.  Man  erhält 
durch  geeignete  lineare  Transformationen: 
im  Falle  XII: 


cp  =  z''  x{x-\y  {^x-2')\ 


As  5 


9?-t/;-(3'a;'  +  3'.97a:'-2^3'-19a:  +  2")'; 
im  Falle  XIV: 

<?^  =  a:(2'.3®a;2-3'-7-13a:-2'.7)',- 

cp-yj  =  (x-l)  (2'.3%3-3'-5-lla;2a-2'-3'.23a:  +  2'')'; 
im  Falle  XV: 

(p  =  2~x(S\^-3'.b^"x^  +  b^-2dx-b^f, 
ip  =  b'{x-l)^  {S^x  +  bf, 
(p-yj=  (2-3%5-3'-5^x^-2'-B*.5^a;'^-r2-5'-lM7.T'-2-5''l9a;  +  5')^ 

K.l 
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I 


der  Exponent  des  singulären  Punktes  mit  Ic  bezeichnet,  so  beträgt  die 
Winkelgröße  der  Drehung  2k7T .  Daher,  solange  Ic  einen  der  Nenner  3, 
5,  2  besitzt,  geschieht  die  Drehung  notwendig  um  eine  unter  den  dreierlei 
vorab  unterschiedenen  Achsen.  Wenn  aber  Ic  eine  ganze  Zahl  ist  (die  man 
>  1  annehmen  kann,  da  ä;  =  1  ohne  Bedeutung  ist),  so  ist  von  vornherein 
über  die  Richtung  der  Drehachse  gar  nichts  bekannt. 

12.    Primformen   hei  linearen   Differentialgleichungen   zweiter   Ord- 
nung.    Die  Lösungen  rj  der  Differentialgleichung: 

[r)]=P{x) 


lösungen  jeder  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


sind  bekanntlich  gleich  den  Quotienten  --  zweier   (beliebiger)   Partikular-* 

Vi 


d   y    ,         dy    ,  ^ 

für  welche: 

Zur  Kenntnis  der  für  solche  2/^,  y^  im  Sinne  des  Herrn  Fuchs  (Grelles 
Journal,  Bd.  81  (1876),  S.  97ff.)  geltenden  Primformen  gelangt  man  in 
einfachster  Weise,  wenn  man  von  der  für  rj  bestehenden  Integralgleichung 
ausgeht,  sie  diiferentiiert  und  statt 

^  ~~  ~    yi 

nach  einem  bekannten  Satze  einträgt: 


V 


yi 
Hat  man  z.  B.  die  Ikosaedergleichung : 

1728j^^  =  i?(^), 
so  folgt: 

f  (v) 
und  da,  S  H  f—  b  f  H  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  mit  T  identisch  ist : 

^   H\r,).T{r,)      -SPdx 

o  •  — ^ -f e  ^^  t/2  • 


Hier  nun  multipliziere  man  beiderseits  mit   Vf(f]).     So    entsteht    rechter 

6, 


Hand  y/" (2/1,  f/2)  (homogen  in  y^^,  y^  geschrieben),  links: 


^^^'^  J?3  ri  _jiyi      —jpdx 
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Mithin  ist: 


nimmt  man  also  z.  B.  p  =  0,    so   ist,    wie  auch  Herr  Brioschi  angibt 
(Math.  Annalen,  Bd.  11,  S.  406)  f{y^,  y^J  rational 

In    ähnlicher  Weise    erhält    man  für  die   verschiedenen  Fälle   [indem 
man  unter  C  jeweils  eine  willkürliche  Konstante  versteht]: 


(I) 


(ii: 


n  +  i 


n  — 1 
^   —  ^  \  pdx    B 


R 

1 


R' 

W  +  2 


^  -  (pdx    r'^~  {R-1 
y^y^  =  Ce     J ^7— 

w 

yr  +  2/,"  =  2C^e     ^J        -^ ^-^^ 

yl-y;==2C-^  e    ^J 


n  +  2 


R' 


(III)  y^^-2V-^ylyl-y^,   =0^  e   '^I^'^^ll^U 


yt  +  2V^Sy!yl-y^  =C^^    -/.-.^^ij^ 

(IV)  ^Iö8.,,,,w-,,^)^c^  -/M..^!r|-,):^ 


,r  -  33,,«,.^  -  33,,^,|  +  ,-  =  0Ve-^^^''^^^<|fl>:, 


(V)  ^l2'y.y..{yr+nylyl-yl^)  =  C''e-'^'''.^^^, 

-  {yf  +  yl")  +  228  {yl^yl  -  y^ y^^)  -  494  y^^yi" 

—  o      e  •         ,,„      , 


320  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

(2/f  +  2/f )  -  522  {y^yl  -  y\yf)  -  10005  {y^yl^  +  y\'yf 


Mit  diesen  Formeln  scheinen  die  Fragen,  welche  man  hinsichtlich  der 
Existenz  und  Art  der  Primformen  bei  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  stellen  kann,  vollkommen  beantwortet^).  Ich  will  hier 
noch  diese  Bemerkung  zufügen.  Wählt  man  statt  B{x)  einfach  x,  so  kann 
man  bekanntlich  y^,  y^  ansehen  als  Partikularlösungen  der  hypergeome- 
trischen Differentialgleichung: 

dx^~^         xa-x)        'dx        x{\-x)'y        ^' 

WO  (1— 7)  ,  [a  —  ß)\  (y  —  a  —  ß)  in  irgendeiner  Reihenfolge  gleich 
sein  müssen  den  Exponentenquadraten  X^,ju^,v^.  Nimmt  man  nun  ins- 
besondere, in  Übereinstimmung  hiermit,  in  den  fünferlei  Fällen,  a,  ß,  y 
bez.  gleich: 


(I) 

1 
n   ' 

0, 

n 

(11) 

1 

1 

2w  ' 

1 

2 

(III) 

1 
12  ' 

1 
4   ' 

2 
3 

(IV)       . 

1 
24  ' 

5 

24  ' 

2 
3 

(V) 

11 
60  ' 

60  ' 

2 
3 

so  werden  die  Primformen: 

2/1,     2/12/2.     2/1+ 2^-3  2/^2/2  -2/2'     2/12/2(2/1-2/2). 

2/12/2  (2/^  + 11 2/r2/2'- 2/2'') 

einfach  konstant  (vgl.  auch  Herrn  Brioschis  Note.   Math.  Annalen,  Bd.  11, 

S.  407). 

München,  im  April  1877. 


^)  Eine  andere  Seite  der  Frage  ist  in  dem  Aufsatze  von  Gordan  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  12  (1877),  S.  147  bis  166  erledigt  [nämhch  durch  volle  Bestimmung  der 
jeweils  niedersten  Primform  aus  der  von  Fuchs  angegebenen  Definition,  daß  für  sie 
sämtliche  Kovarianten  niederer  Ordnung  identisch  verschwinden  sollen.  —  Genaueres 
zur  Durchführung  der  Betrachtungen  der  in  n.  9  verlangten  Ansätze  findet  man  in 
meiner  autographierten  Vorlesung  über  lineare  Differentialgleichungen  von  1894;  vgl. 
auch  den  Hinweis  in  dem  unten  als  Nr.  LXIX  abgedruckten  Selbstreferat.     K.j. 
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[Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877).] 


In  dem  Aufsätze:  ,,Vher  binäre  Formen  mit  linearen  Transforma- 
tionen in  sich  selbst",  den  ich  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875)  [vor- 
stehend als  Abb.  LI  abgedruckt]  veröffentlicht  habe,  bin  ich  zu  einem 
merkwürdigen  Zusammenhange  geführt  worden,  der  zwischen  dem  Ikosa- 
eder  und  der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  besteht.  Indem 
ich  die  letztere  benutzte,  gelang  es  mir,  die  Gleichung  zwölften  Grades, 
welche  in  dem  dort  erläuterten  Sinne  ein  Ikosaeder  vorstellt,  in  quadra- 
tische Faktoren  zu  spalten  und  also  zu  lösen.  Bemerkenswert  mußte 
schon  damals  die  Leichtigkeit  erscheinen,  mit  der  es  gelang,  gewisse  in 
der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  auftretende  Resolventen 
sechsten  und  fünften  Grades  abzuleiten  und  in  ihrem  Zusammenhange  zu 
erkennen.  Aber  ich  bin  erst  durch  Gordan,  mit  dem  ich  diese  Gegen- 
stände ausführlich  besprach,  veranlaßt  worden,  die  Frage  umzukehren  und 
zu  versuchen,  geradezu  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  aus 
der  Betrachtung  des  Ikosaeder s  abzuleiten.  In  der  Tat  gelang  es  mir  — 
im  steten  Verkehre  mit  Gordan  —  nicht  nur  sämtliche  algebraische  Sätze 
und  Resultate,  welche  Kronecker ^)  und  Brioschi^)  in  dieser  Hinsicht  — 

^)  Die  hier  in  Betracht  kommenden  Mitteilungen  von  Kronecker  sind:  Extrait 
d'une  lettre  ä  Mr.  Hermite,  Comptes  Rendus  1858,  1,  16.  Juni  (Bd.  46)  und:  Über  die 
Gleichungen  fünften  Grades,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1861,  abgedruckt 
in  Grelles  Journal,  Bd.  59  (1861). 

'^)  Brioschis  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  folgende:  Sülle  equazioni  del  mol- 
tiplicatore  per  la  transformazione  delle  funzioni  ellitiche  (Annali  di  Tortolini,  t.  1,  1858, 
S.  175);  Sulla  risoluzione  dell'  equazioni  di  quinto  grado  (Ebenda  S.  256,  326);  Sul 
metodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione  delle  equazioni  di  quinto  grado  (Atti  del 
Istituto  Lombardo,  1,  1858,  S.  275);  Sur  diverses  equations  analogues  aux  equations 
modulaires  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  (Comptes  Rendus,  1858,  2  (Bd.  47), 
S.  337)  ;  Sulla  risolvente  di  Malfatti  per  le  equazioni  del  quinto  grado  (Annali  di 
Tartolini,  t.  5,  1863,  S.  233);  Sopra  alcune  nuove  relazioni  modulari  (Atti  della  R. 
Accademia  di  Napoli,  vol.  3,  1866);  La  soluzione  piü  generale  delle  equazioni  del 
quinto  grado  (Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  1,  1867,  S.  222,);  Sur  l'equation  du 
cinquieme  degre  (Comptes  Rendus,  1875,  1  (Bd.  80));  Sopra  una  classe  di  forme 
binarie  (Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  8,  1876,  S.  24).  Brioschi  wird  binnen 
kurzem  in  den  Math.  Annalen  eine  zusammenfassende  Darstellung  seiner  Unter- 
suchungen geben.  [Dies  ist  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  13  (1878),  S.  109—160  ge- 
schehen. Man  vergleiche  übrigens  auch  die  gesammelten  Werke  Brioschis.] 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  21 
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zum  Teil  ohne  Beweis  —  publiziert  haben,  aus  einer  Quelle  naturgemäß 
abzuleiten,  sondern  ihnen  auch  neue,  und,  wie  ich  glaube,  wesentliche 
Beiträge  hinzuzufügen.  Ich  veröffentlichte  hierüber  nacheinander  drei 
Noten  in  den  Erlanger  Berichten^)  (Weitere  Untersuchungen  über  das 
Ikosaeder  I,  II,  III,  13.  November  1876,  15.  Januar  und  9.  Juli  1877), 
die  ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  in  umgearbeiteter  Form  repro- 
duziere. Ich  habe  dabei  vorab  alles  das  noch  ausgeschlossen,  was  auf  die 
Definition  der  in  Betracht  kommenden  fundamentalen  Irrationalitäten  durch 
elliptische  Funktionen  Bezug  hat^)  und  darum  Her  mit  es  Lösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades^)  im  folgenden  nur  beiläufig  erwähnt.  Mich 
zwang  dazu  die  Fülle  des  Stoffes  und  der  Wunsch,  dem  Zusammenhange 
mit  den  elliptischen  Funktionen  noch  eine  eingehendere  Untersuchung  zu 
widmen^).  So  besteht  das  Folgende  aus  drei  Abschnitten.  In  dem  ersten 
desselben  erläutere  ich  verschiedene  Eigenschaften  der  Ikosaedergleichung, 
die  mir  von  Interesse  erscheinen.  In  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitte 
schließe  ich  daran  zwei  Anwendungen.  Die  erste  bezieht  sich  auf  ein 
Problem,  welches  im  wesentlichen  identisch  ist  mit  der  Lösung  derjenigen 
Gleichungen  sechsten  Grades,  die  ich,  einem  Vorschlage  Brioschis  folgend, 
als  Jacob i sehe  Gleichungen  bezeichne.  Die  zweite  beschäftigt  sich  mit 
den  Gleichungen  fünften  Grades;  es  gelingt  mir,  diejenigen  Gleichungen 
fünften  Grades,  bei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der 
Wurzelquadrate  verschwinden,  explizite  mit  Hilfe  einer  Ikosaedergleichung 
zu  lösen,  und  dadurch  einen  neuen  Weg  zur  Lösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung fünften  Grades  zu  finden. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  letzten  Abschnitt  muß  ich  gleich  hier  ein 
Zitat  zufügen  auf  eine  Note,  welche  Gordan  neuerdings  in  den  Erlanger 
Berichten  veröffentlichte  (9.  Juli  1877 :  Über  die  Auflösung  der  Gleichungen 
fünften  Grades)  und  die  ausgeführt  demnächst  in  den  Math.  Annalen  er- 
scheinen solF).  Einmal  hat  Gordan  einen  Teil  der  Resultate,  welche  ich 
in  dem  genannten  Abschnitte  zur  Darstellung  bringe,  seinerseits  gefunden 

^)  Siehe  auch  eine  Mitteilung  von  Brioschi  an  die  Accademia  dei  Lincei,  De- 
cember  1876.     [=-  Werke  Bd.  III,  S.  357.] 

^)  Vgl.  indes  eine  Notiz  von  mir  in  den  Rendiconti  del'  Istituto  Lombardo 
Ser.  II,  t.  10  vom  6.  April  1877. 

^)  Sur  la  resolution  de  l'equation  du  cinquieme  degre;  Comptes  Rendus  1858, 
1  (Bd.  46).  Man  vergleiche  zumal  noch  die  zweite  hierher  gehörige  Arbeit  Hermites: 
Sur  Tequation  du  cinquieme  degr6;  Comptes  Rendus  1865,  2  (Bd.  61)  und  1866,  1 
(Bd.  62)  [=  Werke  Bd.  II,  S.  5  u.  347]. 

®)  [Die  betreffenden  Untersuchungen  habe  ich  unter  dem  Titel  „Über  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878)  veröffenthcht.  Sie  kommen  in  Bd.  3 
dieser  Gesamtausgabe  zum  Abdruck.     K.J 

')  [Das  ist  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  13  (1878),  S.  375—404  geschehen.  Vgl. 
auch  den  am  Ende  gegenwärtiger  Abhandlung  auf  S.  380  folgenden  Zusatz.] 
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und  in  geschicktere  Form  gebracht,  andererseits  dieselben  in  eigenartiger 
Weise  mit  der  Invariantentheorie  gewisser  doppeltbinärer  Formen  verknüpft. 
Ohne  hier  näher  darauf  einzugehen,  "will  ich  doch  das  allgemeine  Prinzip 
bezeichnen,  welches  sich  durch  diese  verschiedenartigen  Arbeiten  immer 
deutlicher  herausstellt  und  das  für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
von  weitreichender  Bedeutung  zu  werden  scheint,  ein  Prinzip,  zu'  dem  ich 
von  anderer  Seite  kommend  bereits  1871  in  Bd.  4  der  Math.  Annalen  geführt 
worden  bin  (Über  eine  geometrische  Repräsentation  der  Resolventen  alge- 
braischer Gleichungen  [vorstehend  als  Abh.  L  abgedruckt]).  Beim  Ikosa- 
eder sind  die  60  Vertauschungen  der  Wurzeln,  welche  die  Galoissche 
Gruppe  ausmachten,  dargestellt  durch  60  lineare  Substitutionen,  denen  eine 
beliebige  der  Wurzeln  unterworfen  wird.  Infolgedessen  stehen  beim  Ikosa- 
eder die  Theorie  der  Resolventen  und  die  Theorie  der  Invarianten  in  der 
allerinnigsten  Beziehung,  und  man  kann  jede  derselben  fördern,  indem  man 
von  der  anderen  Gebrauch  macht.  Ähnliche  Vorteile  stellen  sich,  wie 
man  zeigen  kann,  jedesmal  ein,  wenn  die  Vertauschungen  der  Galois- 
schen  Gruppe  ersetzt  sind  durch  lineare  Substitutionen  einer  gewissen 
Zahl   Veränderlicher. 

Diese  Art,  die  Invariantentheorie  zu  verwerten,  ist  verschieden  von 
der  sonst  versuchten,  statt  der  Koeffizienten  einer  Gleichung  n-ten  Grades 
von  vornherein  die  Invarianten  der  entsprechenden  binären  Form  n-tev 
Ordnung  einzuführen.  In  der  Tat  scheint  das  letztere  Verfahren  im  all- 
gemeinen nicht  zweckmäßig.  Die  Gleichungen  fünften  Grades  z.  B.,  wie 
sie  im  dritten  Abschnitte  der  Untersuchung  zugrunde  gelegt  werden,  sind 
in  diesem  Sinne  von  den  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades  nicht 
verschieden.  Und  doch  gestaltet  sich  ihre  Auflösung  wesentlich  leichter 
als  die  der  allgemeinen.  [Der  tiefere  Grund  für  die  Unzweckmäßigkeit 
der  Heranziehung  der  gewöhnlichen  binären  Invariantentheorie  an  dieser 
Stelle  ist,  daß,  bei  gegebener  Gleichung  f(y)  =  0,  die  Anwendung  einer 
beliebig  gewählten  linearen  Substitution  auf  y  bei  der  Willkür  der  Sub- 
stitutionskoeffizienten den  Rationalitätsbereich  in  unkontrollierbarer  Weise 
ändert,  man  also  einer  anderweitig  entstandenen  Gewöhnung  zu  liebe, 
Ungleichartiges  zusammenfaßt.  Anders  bei  der  Untersuchung  betr.  Ab- 
zahlung und  Trennung  der  Wurzeln  von  f{y)  =  0:  bei  ihr  ist  die  lineare 
Substitution,  insofern  sie  die  Stetigkeitsverhältnisse  aufrechterhält,  durchaus 
am  Platze.  Unter  dem  doppelten  hiermit  festgelegten  Gesichtspunkte  sollten 
die  sämtlichen  Arbeiten,  welche  die  Invariantentheoretiker,  von  Cayley 
beginnend,  der  Gleichungslehre  gewidmet  haben,  einer  genauen  Revision 
unterzogen  werden.]^) 

^)  [Zusatz  beim  Wiederabdruck,  den  ich  der  Deutlichkeit  wegen   noch  zugefügt 
habe.     Vgl.  auch  Ikosaederbuch,  S.  139,  140.     K.] 

21* 
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Abschnitt  I. 
Die  Ikosaedergleichung. 

Das  Fundamentalproblem. 

Unter  einem  Ikosaeder  schlechthin  verstehe  ich,  wie  früher,  eine  ge- 
wisse binäre  Form  zwölfter  Ordnung  /"(»^i,  t]^).  Das  volle  System  ihrer 
Ko Varianten  besteht  aus  der  Hesseschen  H  und  der  Funktionaldetermi- 
nante (f,  H)  =  T,  deren  Quadrat  sich  linear  aus  f^  und  H^  zusammen- 
setzt. Als  Fundamentalproblem  mag  dann  das  folgende  hingestellt  sein: 
Es  sind  die  numerischen  Werte  gegeben,  welche  f,  H,  T  für  gewisse  Werte 
von  7]^,  rj^  annehmen;  man  soll  r]^,  rj^  berechnen.  Dies  ist  die  allge- 
meinste Formulierung,  an  deren  Stelle  ich  fast  durchgängig,  wenn  nicht 
das  Gegenteil  bemerkt  wird,  eine  viel  speziellere  setze.  Bei  derselben  ist 
fiVi')  V2)  ^^  einer  kanonischen  Form  gegeben,  also  z.  B.  in  derjenigen, 
welche  Schwarz  in  der  öfter  zu  zitierenden  Arbeit^)  benutzt  und  die  ich 
ebenfalls  in  meinem  früheren  Aufsatze  verwandte: 

Man  hat  dann  für  H,  T:  1«) 

12''H=-  (^f  +  VD  +  228  (7jI'  7jI  -  rjl  »yf )  -  494  if^''  f]}' 

\2    T  =  {ril^  +  ril^)  +  522  (^f  7?|  -  r^l  ril^)  -  10005  (»/f  9;.f  +  r^l^  rj^^) 

mit  der  Relation: 

(1)  T^=  12f'-12'H^'. 

Es  handelt  sich  wieder  darum,  wenn  die  Zahlenwerte  von  f,  H,  T  ge- 
gegeben sind  {in  Übereinstimmung  selbstverständlich  mit  der  Bedingung  (l)), 
7}^  und  Yj^  zu  bestimmen.  Ich  werde  weiterhin  zeigen  (§  5),  wie  sich  die 
allgemeinere  Fragestellung  auf  diese  speziellere  zurückführen  läßt. 

Als  Ikosaeder gleichung  (im  weiteren  oder  spezielleren  Sinne)  bezeichne 
ich  dann  diejenige  Gleichung  sechzigsten  Grades,   von   der  das   Verhältnis 

f]  =  ~  abhängt.    Geht  man  von  der  kanonischen  Darstellung  aus,  so  lautet 

sie  einfach  „3. 

^^^-^  =  Konst., 

f  (Vi,  V2) 

®)  über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauß'sche  hypergeometrische  Reihe 
eine  algebraische  Funktion  ihres  vierten  Elementes  darstellt.  Grelles  Journal,  Bd.  75 
(1872)  S.  292—335.     [=  Ges.  math.  Abhandl.,  Bd.  II,  S.  211—259]. 

^^)  [Die  links  bei  H  und  T  auftretenden  Zahlenfaktoren  12-  und  12  sind  in 
meinem  Ikosaederbuch  weggelassen.    Die  Relation  heißt  dann: 

^'  =  -^'  +  1728/''.  K.] 
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oder,  wie  ich  gewöhnlich  schreibe: 

(2)  1728  ^^^-^'-^^^  =  Z. 

Dabei  nenne  ich  X  den  Parameter  der  Ikosaedergleichung.  —  In  dem. 
allgemeineren  Falle  hat  man  linker  Hand  nur  einen  invarianten  Faktor 
zuzusetzen,  um  Homogeneität  in  den  Koeffizienten  herzustellen.  Versteht 
man  unter  B  die  in  meiner  früheren  Arbeit  [Abh.  LI,  S.  291]  definierte 
Invariante,  so  hat  man: 

(2a)  .^  -5.144.^^,,,,,)^^^ 

Man  sieht:  der  Unterschied  zwischen  dem  Fundamentalproblem  und  der 
Ikosaedergleichun'g  ist  dieser:  bei  dem  ersteren  handelt  es  sich  um  eine 
Frage  aus  der  binären  Formentheorie,  bei  der  letzteren  um  eine  Gleichung 
mit  einer  Unbekannten.  Es  ist  vorteilhaft,  zwischen  diesen  Fragestellungen 
zu  wechseln.  Die  Ikosaedergleichung  gewährt  im  allgemeinen  zur  ersten 
Orientierung  die  bessere  Übersicht;  aber  gewisse  tiefer  liegende  Fragen 
lassen  sich  nur  mit  Hilfe  der  binären  Auffassung  erledigen.  Ganz  ähnlich 
ist  es  bei  den  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mit  algebraischen  Integralen,  die  ich  neuerdings  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  11  und  12  (1876/77)  veröffentlichte  [vorstehend  als  Abh.  LH 
und  LIII  abgedruckt]. 

§2. 
Die  zur  Ikosaedergleichung  gehörigen  linearen  Substitutionen. 

Die  Haupteigenschaft  der  Ikosaedergleichung  (2)  resp.  (2a)  ist  die, 
daß  alle  60  Wurzeln  rj  =  ^  sich  aus  einer  beliebigen  Wurzel  durch  line- 
are Substitutionen  ableiten  lassen,  welche  von  X  unabhängig  sind.  Um 
dieses  System  linearer  Substitutionen  im  Falle  der  kanonischen  Form 
aufzustellen,  beachte  man,  daß  die  Wurzeln  von  f=0: 

0,  oo,  {e  +  8')e\  {e^-  +  8^)e^  (e  =  cos  ^^'^  +  ^  sin  ?^)    ") 

durch  die   Substitutionen    in    der  Weise  untereinander  vertauscht   werden 
müssen,  daß  die  zusammengehörigen  Wurzeln 

0  und  oo 

(e-i-e^)  €"  und  (e-  -[- €=^)  e" 

^^)  [Die  fünfte  Einheitswurzel  e  soll  immer  als  adjungiert  gelten.     K.] 
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zusammengehörig    bleiben.     Auf    diese  Weise    findet    man    die   60   Substi- 
tutionen 

(a)  n'  =  e'r], 

(b)  V=--f, 


(3)  {  f^^  ^'_„uil±f!ll±i:  (/.,>' =  0,1,  2,  3,  4) 

die  ich  kurz  als  die  60  Ikosaedersvhstitutionen  bezeichne.  Eine  derselben 
(^rf  =  tj)  hat  die  Periode  1;  15  haben  die  Periode  2,  nämlich  die  (b),  und 
diejenigen  (c),  und  (d),  bei  denen  jti  =  v;  20  haben  die  Periode  3:  die- 
jenigen (c),  für  welche  ju  =  v  dz  2,  und  die  (d),  bei  denen  ju  =  vdzl; 
die  24  übrigen  endlich  haben  die  Periode  5;  es  sind  die  (a),  bei  denen 
^^  =  1,  2,  3,  4,  die  (c),  bei  denen  fi  =  v  ±  l  und  die  (d),  bei  denen 
ju  =  v  ±2.  Man  kontrolliert  diese  Angabe  zweckmäßig  durch  Berechnung 
der  bei  den  einzelnen  Substitutionen  ungeändert  bleibenden  Werte  von  ?y  ^^ ) . 
Legt  man  /,  H,  T  in  nicht  kanonischer  Form  zugrunde,  so  treten  an 
Stelle  der  Substitutionen  (3)  in  leicht  verständlicher  Weise  solche,  die 
sich  darstellen  lassen,  wenn  man  in  (3)  statt  ?]'  und  t]  bez.  schreibt 

arj'  -j-  ß        ccT}  -j-  ß 

WO  a:  ß:y:d  geeignet  zu  wählen  sind. 


§3- 
Die  Gruppe  der  120  binären  Substitutionen. 

Schreibt  man  in  (3)  —  statt  w,  ^   statt  i?'  und  sondert  Zähler   und 

Nenner  in  der  Art,  daß  die  entstehenden  binären  Substitutionen  die  De- 
terminante +  1  haben,  so  entstehen  folgende  Formeln,  in  denen  das  Vor- 
zeichen notwendig  willkürlich  ist,  so  daß  sie  eine  Gruppe  von  120  binären 
linearen  Substitutionen  vorstellen.     Es  werden  rj[,  rj'^  bez.  gleich: 


^2)  Vgl.  die  Darstellung  bei  Gordan,    Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),  S.  45,  46. 
[Es  mag  interessieren,   zuzufügen,   daß   eine  Wurzel   von  Ä  =  0  durch  \  —  as  —  a^e^ 

2  ni 

gegeben  ist,  unter  a  die  dritte  Einheitswurzel  e  ^  verstanden,  ebenso  eine  Wurzel 
von  T  =  0  durch  —i{e  —  e'^)  +  {e^  +  s^);  die  andern  Wurzeln  ergeben  sich  natürlich 
durch  die  60  Ikosaedersubstitutionen.     K.l 
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(4; 


±£2  ,y^,         ±e    2  ^2 


£2   7^2 


+ 


E-   \{s  +s*)£     "^  rfi+^^  V<i 


4Ne2 


±e 


+ 


»yi-(f  +  f^)^sJ 


^^_(f  +  ^4)^      ^2 


+ 


{e+s^)s        Vi  +  ^'^V-i 


l3^ 


Aus  der  Gruppe  von  60  Substitutionen  der  einen  Veränderlichen  r]  wird 
also  eine  doppelt''  so  zahlreiche  Gruppe  binärer  Substitutionen.  Durch  die- 
selben gehen  übrigens,  wie  man  von  vornherein  einsehen  kann,  f,  H,  T 
auch  dem  Vorzeichen  nach  in  sich  über. 

Verzichtet  man  darauf,  daß  die  Substitutionsdeterminante  =  +  1  sein 
soll,  sondern  setzt  sie  nur  (damit  die  Gruppe  überhaupt  aus  einer  end- 
lichen   Anzahl    von    Substitutionen    bestehe)    einer   Einheitswurzel    gleich: 

yl,  so  wird  die  Gesamtzahl  der  Substitutionen  120  n,  indem  ri[  und  r]'^ 

2w,— 

mit  einer  beliebigen  Potenz  von  Vi  simultan  behaftet  werden  können. 
Es  ist  dies  eine  sehr  selbstverständliche  Bemerkung,  die  ich  hier  nur  an- 
führe, um  das  Verhalten  der  weiterhin  zu  gebrauchenden  hypergeometri- 
schen Reihen  zu  erklären.  Bei  ihnen  ist  ti  =  6 ,  r}'^  und  rj'^  können  immer 
simultan  um  zwölfte  Einheits wurzeln  geändert  werden.  Dabei  bleibt  /* 
ungeändert,  aber  nicht  H  und  T,  sondern  erst  H    und  T  . 

Die  Schlußbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  findet  natürlich  auch 
hier  Anwendung;  man  hat  nur  noch  die  Bedingung  ad  —  ßy  =^  l  zuzufügen. 


§4. 
•  Charakterisierung  der  Ikosaedergleichung. 

Nach  den  Untersuchungen,  welche  ich  [nach  vorläufiger  Ankündigung 
in    den    Erlanger    Sitzungsberichten    vom    13.    Juli    1874]    in   den   Math. 

^^)  [  Nach  der  symmetrischen  Schreibweise,  die  im  Ikosaederbuch  eingehalten  ist, 
würden  die  letzten  beiden  Zeilen  so  lauten: 


{e--s^)E        rj^-\-{£-e^)s     V^f        __  « 


4\c2 


(f  —  e*)  E 


ie'-e')e^V, 


v/5 


V5 


£='\,(^_j')f    ä,,_(s2_j3)j2^j       _^    2  V(^3_e»)^    a^^_,_(-^_^4)^ä^^ 


In  dieser  Form  sind  sie  dann  ohne  weiteres  verallgemeinerungsfähig.    Vgl.  die  unten 
abgedruckte  Abh.  LVI.     K.] 


328  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI]  ausführte  und  die  Gor d an  neuerdings  auf  dem 
Wege  der  Rechnung  bestätigte  [Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),  S.  23—46], 
gibt  es  nur  dreierlei  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Veränderlichen, 
welche  60  Substitutionen  umfassen  ^* ) .  Die  eine  derselben  ist  die  Ikosaeder- 
gruppe,  wie  sie  durch  (3)  in  kanonischer  Form  dargestellt  ist.  Die  zweite  gehört 
dem  Kreisteilungstypus  an  und  kann  in  kanonischer  Form  geschrieben 
werden : 

wo  «  =  cos^  +  *sin^,  die  dritte  dem  Diedertypus;  sie  kann  y^  =  cosY^ 
4-  i  sin  ^  gesetzt,  in  kanonischer  Form  folgendermaßen  dargestellt  werden : 

_  i     _  ^  -.ßl 

Unter  diesen  dreierlei  Gruppen  ist  die  Ikosaedergruppe  durch  mannig- 
fache Kennzeichen  zu  charakterisieren.  Das  einfachste  und  von  mir  später 
verwandte  ist  dieses:  Die  Ikosaedergruppe  enthält  im  Gegensatze  zu  den 
beiden  anderen  keine  Substitution,  deren  Periode  größer  als  5  ist. 

Infolgedessen  kann  man  den  allgemeinen  Satz  aussprechen:  Wenn 
eine  Größe  rj  durch  eine  Gleichung  sechzigsten  Grades  von  gegebenen 
Größen  a,  b,  c,  ...  in  der  Weise  abhängt,  daß  sich  jeder  Wert  von  rj 
aus  einem  beliebigen  der  60  Werte  durch  lineare  Substitution  mit  nume- 
rischen Koeffizienten  ergibt,  wenn  ferner  keine  dieser  Substitutionen  eine 
Periode  >  5  besitzt,  so  hängt  rj  von  einer  Ikosaedergleichung  ab: 

lBf{ti)  V    '     '     '        ^      ^' 

WO  die  Koeffizienten  von  f,  H  numerisch  sind. 

Führt  man  dann  statt  ri  durch  geeignete  lineare  Substitution  em 
neues  rj  ein,  so  erhält  man  in  kanonischer  Form: 

1728^^  =  ct)(a,  &,  c,  ...). 

Der  hiermit  ausgesprochene  Satz  wird  weiterhin  die  allerwesentlichste 
Rolle  spielen.  In  den  Fällen,  in  denen  er  zur  Anwendung  kommt,  ist 
die  Wahl  eines  kanonischen  tj  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  jedes- 
mal von  vornherein  ermöglicht,  so  daß  eine  Reduktion  der  allgemeineren 


^*)  Vgl.  auch  Camille  Jordan  in   den  Comptes   Rendus.     1877.    1,    (Bd.  84). 

^^)  Wenn  »?  =  ^ ,  so  schreibe  ich  künftig  ^U^  statt  -  J-^1^  . 
'^a  f\r))  f{Vi,V^) 
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Ikosaedergleichung  auf  die  kanonische,  wie  sie  nun  gelehrt  werden  soll, 
nicht  noch  notwendig  ist.  Aber  die  folgende  Auseinandersetzung  muß  hier 
ihre  Stelle  finden,  damit  der  Zusammenhang  deutlich  sei,  welcher  zwischen 
der  Darstellung  in  meiner  vorigen  Arbeit  [Math.  Annalen,  Bd.  9  ( Abh.  LI)] 
und  der  nun  eingehaltenen  besteht. 


§5. 
Die  allgemeine  Ikosaedergleichung  ist  mit  zwei  kanonischen  äquivalent. 

Um   die  allgemeinere  Ikosaedergleichung  (die  ich  durch  Indizes  bez. 
Akzente  auszeichnen  will): 


(5) 

auf  die  kanonische 

(6)  1728^-'-^  =  Z 

zurückzuführen,    muß   man,    wie   bereits  bemerkt,    statt  -^   eine  geeignete 
lineare  Kombination  '^^\  ,  ^^^    als  neue  Unbekannte   einführen.     Die  Be- 

yril  +  ö  rjl 

Stimmung  von  a,  ß,  y,  d  verlangt,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eben  wieder 
die  Auflösung  einer  kanonischen  Ikosaedergleichung. 

Um  nämlich  die  Substitution  zu  finden,  welche  (5)  in  (6)  überführt, 
hat  man  nur  diejenigen  drei  Werte  a,  b,  c  von  rj  zu  suchen,  welche  drei 
beliebig  angenommenen  Werten  a\  b\  c'  von  rj^  vermöge  der  Substitution 
entsprechen.  Nun  ist  aber  die  linke  Seite  von  ( 5 )  —  wenn  der  Ausdruck 
gestattet  ist  —  eine  absolute  Kovariante,  die  sich  bei  linearer  Substitution 
nicht  ändert.    Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  a ,  b,  c  die  Gleichungen : 

f\a)  IBjlia')    '  f{h)  lBjt{h')    ' 


1728 


H\c)  5-144£?i(c') 


r{c)  1BJ:{o') 


Diese  drei  Gleichungen  [in  denen  wir  a\  b\  c'  als  rational  bekannt 
ansehen],  sind  „kanonische"  Ikosaedergleichungen.  Es  genügt,  eine  der- 
selben zu  lösen,  da  man  die  drei  Werte  a',  b\  c'  konsekutiv  nehmen 
kann  und  sich  dann  aus  den  Wurzeln  der  einen  Gleichung  die  zugehörigen 
Wurzeln    der    beiden    anderen    Gleichungen    rational    ergeben. 

Die  allgemeinere  Ikosaedergleichung  wird  also  dadurch  gelöst,  daß 
man  nacheinander  zwei  kanonische  Ikosaedergleichungen  erledigt  [wobei 
die  fünfte  Einheitswurzel  e  natürlich  nur  das  einemal  zu  adjungieren  ist]. 


330  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

Einen  besonderen  Fall  der  allgemeineren  Gleichungen,  der  wieder 
mit  den  kanonischen  Gleichungen  auf  derselben  Stufe  steht,  hatte  ich  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI]  betrachtet.  Es  ist  der  Fall  Z  =  00, 
wo  also  die  Gleichung 

fM'nD  =  o 

zur  Lösung  vorgelegt  ist.     Da  die  spezielle  Gleichung 

gelöst  ist,  [weil  eben  e  als  bekannt  vorausgesetzt  wurde]  ( siehe  oben  §  2 ) , 
so  verlangt  das  damals  gestellte  Problem  im  Sinne  der  hier  gebrauchten 
Ausdrucksweise  nur  die  Lösung  einer  kanonischen  Ikosaedergleichung. 
Hierin  ist  die  Übereinstimmung  begründet,  welche  zwischen  den  weiter- 
hin abzuleitenden  Eigenschaften  der  (kanonischen)  Ikosaedergleichung 
und  den  damals  gewonnenen  Resultaten  besteht. 

§6. 
Gruppe  der  Ikosaedergleichung.   Konforme  Abbildung. 

Man  kann  (nach  Adjunktion  des  e)  jede  Funktion  der  Wurzeln  der 
Ikosaedergleichung  vermöge  der  Formeln  (3)  als  Funktion  einer  einzelnen 
Wurzel  darstellen.  Substituiert  man  nur  für  diese  eine  Wurzel  eben  wieder 
vermöge  der  Formeln  (3)  der  Reihe  nach  jede  andere  und  ändert  .sich 
dabei  der  Wert  der  Funktion  nicht,  so  ist  sie  offenbar  rational.  Daher: 
Die  Galoissche  Gruppe  der  Ikosaedergleichung  besteht  aus  60  Permuta- 
tionen. Man  erhält  dieselbe^  wenn  man  die  60  Wurzeln  als  Funktionen 
von  einer  unter  ihnen  auffaßt  und  auf  diese  eine  die  Substitutionen  (S) 
anwendet.  Die  Struktur  dieser  Gruppe  läßt  sich,  wie  ich  auch  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI,  S.  301]  angab,  am  besten  folgendermaßen 
charakterisieren.  Es  gibt,  wie  weiterhin  noch  ausführlich  zu  erläutern  ist, 
fünf  wertige  Funktionen  von  rj,  welche  bei  jeder  der  60  Substitutionen  (3) 
eine  Permutation  erfahren.  Nun  läßt  sich  aus  den  120  Vertauschungen 
von  fünf  Dingen  nur  eine  Gruppe  von  60  zusammensetzen,  das  ist  die 
Gesamtheit  der  geraden  Vertauschungen.  Ihr  also  entspricht  die  hier  vor- 
liegende Gruppe  der  Ikosaedergleichung. 

Äußerst  anschaulich  werden  die  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln 
durch  die  konforme  Abbildung,  welche  Schwarz  a.  a.  O.  angibt.  Durch  die 
Symmetrieebenen    des  Ikosaeders   wird   die   ?/ -Kugel   in    120   abwechselnd 

kongruente   und   symmetrische  Dreiecke   mit   den  Ecken  winkeln  "o"?  -=-?  y 

zerlegt.    Die  60  Dreiecke  der  einen  Art  sind  dann  das  Bild  der  posi- 
tiven, die  60  Dreiecke  der  anderen  Art  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 
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Die  Ecken  ^)  ^5  ^  ^'^^^P'^^^^^'^  Z  =  0,  oo,  1  ^^).  Die  60  Wurzeln  einer 
Ikosaedergleichung  sind  immer  durch  60  homologe  Punkte  zusammen- 
gehöriger Dreiecke  vorgestellt.  Die  Permutationen  der  Wurzeln,  welche 
die  Galoissche  Gruppe  bilden,  werden  durch  die  60  Drehungen  erzeugt, 
welche  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen. 


§7. 

Lösung  der  Ikosaedergleichung  resp.  unseres  Fundamentalproblems 
'^  durch  hypergeometrische  Reihen^^). 

Der  zitierten  Abhandlung  von  Schwarz  kann  man  ferner  unmittelbar 
entnehmen,  daß  sich  die  Ikosaedergleichung  resp.  unser  Fundamental- 
problem durch  hypergeometrische  Reihen  lösen  läßt^^).  Dies  läßt  sich  auf 
verschiedenartige  Weise  bewerkstelligen  (vgl.  §9),   am  einfachsten  in  der 

Weise,   daß   man   rj  =  ^    gleichsetzt    dem    Quotienten    zweier    geeigneter 

Partikularlösungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

Q  _  1^    ,    7-{a+ß+\)X    dy^ g.ß 

dX""  Xl-X        dX       X  l-X  ^' 

wo  X  den  Parameter  der  Ikosaedergleichung  selbst  bedeutet  und  die  Aus- 
drücke (1  —  7)",  {a  —  ß)\  [y  ~  a  —  ßY  in  irgendeiner  Reihenfolge  gleich- 
zusetzen   sind   — ,  — ,  — .     Ich    will    diese   Partikularlösungen    selbst  mit 

f}^^  T}^  bezeichnen;  sie  sind  zunächst,  wie  selbstverständlich,  nur  bis  auf 
einen  gemeinsamen  konstanten  Faktor  bestimmt.    Ferner  wähle  ich: 

l-j'  =  y,     a-ß=-,     y-a~  ß  =  -^ 
und  also: 

/7X  11  ."  1  2 

Dann  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung: 


*«)  Beiläufig  sei  bemerkt:  Aus  dieser  Abbildung  gehen  Sätze  wie  folgende  hervor: 
Für  jedes  X  kann  man  die  60  Wurzeln  rj  von  vornherein  separieren,  für  reelles  X  sind 
immer  4  und  nur  4  Wurzeln  fj  reell. 

^')  Die  Entwicklungen  der  §§  7,  8,  9  stehen  mit  den  übrigen  Betrachtungen  des 
Textes  nur  in  losem  Zusammenhange.  In  §  10  nehme  ich  die  algebraische  Unter- 
suchung wieder  auf. 

^^)  Die  gleiche  Bemerkung  macht  Brioschi,  Annali  di  Matematica ,  Serie  II, 
Bd.  8,  (1876)  a.a.O. 
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für  71  =  ^-,  und  durch  Anwendung  des  bekannten  Satzes: 

das  einfache  Resultat: 

vfiv)  vfiv) 

und  also  f(^l.^2)=^'^ 

wo  o  einen  konstanten  Faktor  bedeutet^®). 

Handelt  es  sich  jetzt  um  Auflösung  des  in  §  1  aufgestellten  Funda- 
mentalproblems, so  verfahre  man  folgendermaßen.    Man  berechne  zunächst 

die  Größe  77  V^^ 

X  =  1728V^. 
f  iv) 

und  dann  aus  ihr  die  sogleich  noch  näher  zu  bezeichnenden  hypergeome- 
trischen 7]^,  7]^,  wobei  man  g  so  wählen  muß,  daß  es  gleich  ist  der  zwölften 
Wurzel  aus  dem  vorgegebenen  Werte  von  f.  Hierdurch  sind  t]^  ,  rj^  bis 
auf  eine  zwölfte  Einheitswurzel  bestimmt;  diese  letzteren  gewinnt  ma;i,  soweit 
sie  überhaupt  bestimmbar  sind  (nämlich  bis  aufs  Vorzeichen)  durch  Ver- 
gleich der  vorgegebenen  Werte  von  H  und  T. 

In  den  Formeln,  die  ich  nun  aufstellen  werde,  ist  q  der  Einfachheit 
wegen  gleich  1  gesetzt;  man  hat  also  die  mitzuteilenden  Werte  von  »y^ ,  ?72 

X2, 

im  einzelnen  Falle  mit  Vf{f]j^,  rj^)  zu  multiplizieren.  Aus  den  Formeln  (8) 
geht  hervor,  daß  fj^^rj^,  wenn  sich  X  in  der  komplexen  Ebene  bewegt, 
ein  System  von  720  binären  linearen  Substitutionen  erfahren,  wie  in  §  3  zum 
Schluß  angegeben  wurde. 

§8. 

Bestimmung  der  Partikularlösungen  i^ijt^ä* 

Da  sich  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  t/^,  rj,-,  aus  einem 
Wertepaare  durch  die  120  binären  Ikosaedersubstitutionen  (4)  ergeben,  so 
genügt  es,  ein  Paar  rj^,  yj^  zu  berechnen,  und  ich  benutze  die  soeben 
genannte  konforme  Abbildung  zur  Berechnung  dieses  Paares.  Um  den 
Unendlichkeitspunkt  der  »y- Kugel  scharen  sich  fünf  der  oben  bezeichneten 
60  Dreiecke,  welche  die  Bilder  der  positiven  Halbebene  X  sind;  sie  sind 
in  der  Fig.  1,  welche  die  Umgebung  des  Punktes  rj  =  oo  schematisch  dar- 
stellen soll,  schraffiert-^). 

^®)  Vgl.  meine  Note  über  lineare  Differentialgleichungen  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  12  (1877)  [Abh.  LIII,  S.  318—320]. 

^^)  [Das  ?y- Argument  von  H'  ist  das  oben  angegebene 

1  -  af  -  a^  «4  ^  1  +  2  cos  :^  =  2,9563  . . . , 
das  »y- Argument  von  T   ist 

e^  [(^2+  ^3)  _  j  (f  _  f4)j  ^  2  (cos  ^  -  sin  ?^)  ^3^  -  3,5201  s^  K.] 
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Die  Richtung  des  geradlinigen  Pfeiles  soll  die  Richtung  des  durch 
den  Punkt  t]  =  oc  in  dem  Sinne  —  oo ,  0 ,  -j-  oo  hindurchgehenden  Meridians 
der  reellen  Zahlen  bedeuten.  So  wähle  ich  als  Bild  der  positiven  Halb- 
ebene X  dasjenige  schraffierte  Dreieck,  wel- 
ches mit  dem  Buchstaben  tjq  bezeichnet  ist 
(und  später  als  Bild  der  negativen  Halb- 
ebene  X  das  mit  dem  gleichen  Buchstaben 
bezeichnete,  anliegende,  nicht  schraffierte  Drei- 
eck). Läßt  man  jetzt  X  in  positivem  Sinne 
den  Unendlichkeitspunkt  (der  X- Ebene)  um- 
kreisen, so  bewegt  sich  rj^  im  Sinne  des  in 
der  Figur  beigesetzten  (gekrümmten)  Pfeiles 
und    verwandelt    sich    in    ^i^^).      Dies    aber 

kommt  einer  positiven   Drehung   der   ?;- Kugel   durch  ^  um    den  Durch- 
messer 0  oo  gleich,  d.  h. 

Der  Funktionszweig  rj^  hat  die  Eigenschaft,  wenn  X  den  Unendlich- 
keitspunkt in  positivem  Sinne  umkreist,  den  Faktor  e  zu  erhalten. 

Nun  gibt  es  aber  von  konstanten  Faktoren  abgesehen  nur  zwei  Inte- 
grale der  hypergeometrischen  Differentialgleichung,  welche  bei  Umkreisung 
des  Punktes  X  =  oo  in  Multipla  ihrer  selbst  übergehen ;  es  sind  im  vor- 
liegenden Falle  (unter  x,  X  die  konstanten  Faktoren  verstanden): 


Fig.  1. 


2jr 


A=y\\ 


XT^F 


1_     29     £ 

'60'  60'  y 


oder,  in  anderer  Darstellung: 


^""■^^^l 


1-Z 

1 


A^  =  yiX    F 


Jl   ^^  A  1 

60'   60'    5  '  Z 


^1     ^1^      -^  Veo'  60'  T'  x)' 


Setzen  wir  wieder  yj^^—,  so  muß  bei  richtiger  Wahl  der  x,  l  bez.  >i^,l^ 

das  Yi^  mit  A  und  A^,  das  t;^  i^i^  ^  und  B^  übereinstimmen,  weil  — 
für  X  =  OO  selbst  oo  wird.  Die  Konstanten  ;tf,  i  berechnen  sich  [aus  dem 
Umstände,  daß  für  große  Werte  von  r]  in  erster  Annäherung  1  —  X  =  -~ö 

1  I  ^o 


■-^)  [Um   Verwechslungen   vorzubeugen,    sei  ausdrücklich  bemerkt,    daß   r]^    hier 
nicht  homogene  Koordinate  ist.' 
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ist,  und  der  Forderung,  die  ich  gemäß  §  7  einführe,  daßf{r}^,  yj^)  gleich  Eins 
sein  soll.    So  findet  man^^)  bis  auf  zwölfte  Einheitswurzeln: 


(9) 


,,^fl2-{l-Xf.F^      '     ''     ' 


60'  60'    5  '   1 


?i^ 


y^     ^)     ^  Veo'  60'  5 '  i-xA 


wobei  ^12  =  1,13229  und   1  :>^1 2'^  =.  0,25495;   oder  man  hat,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt: 


(10) 

wobei 
und 


.,60    20,—    ^60^/  1        19       4         1 

^   _    e««~        -^        /ll     31      6       1 

^2  20, •  ^  •  -^ 


Vl2" 


60'  60'    5  '    Z 


20/ 


e   '''  yi2  =  1,13074  -  0,059  26  t 

11 1^ 


^60   :yi2^^=  0,21382 +  0,13885*2^). 
Von  diesen  Darstellungen  konvergiert  die  erste  für  alle  Werte  von  X,  für 
welche  der  absolute  Betrag  1 1  —  -3l  |  ^  1 ,  die  zweite  für  diejenigen,  deren 
absoluter  Betrag  |X|^1.    Die   sechzigsten  Wurzeln   sind   so  zu  nehmen, 
daß  die  Amplitude  zwischen  0  und  3  Grad  liegt. 

Um  für  die  hierdurch  noch  ausgeschlossenen  X  ebenfalls  eine  [zu 
Fig.  1  gehörige]  Formel  zu  haben,  benutze  ich  in  bekannter  Weise  andere 
Integrale   der   hypergeometrischen  Differentialgleichung.    Ist: 

F   -f(^-1     _  i    .-^      y) 
^1       -^  V60'         60'    3"'       / 

F  -f(^^    _1  1   ^  -y\ 

2       ^  V60'         60'    2  '  /' 


(ip    I '/i-^v^,09072  + 1,731 16«)i^,  +  (      1,02130-1,768950^. 


so  kommt 

\fj^  =  (3,32355  -  5,11783*)^,  +  (-  3,01928  +  5,229  54^  F^  2*), 

und  diese  Darstellung  konvergiert  für  alle  bislang  ausgeschlossene  X,  die- 
jenigen nämlich,  bei  denen  gleichzeitig  |X|  ^  1  und  1 1  —  -X^  |  ^  1. 

2'^)  Die  konforme  Abbildung  zeigt  immer  unzweideutig,  welche  Werte  nach 
Annahme  der  yi2  den  vieldeutigen  Wurzelzeichen  beizulegen  sind.  Hierauf  ist  in 
den  Darstellungen,  welche  ich  kenne,  nicht  genügend  Rücksicht  genommen. 

^^)  [Beim  Wiederabdruck  wurden  die  numerischen  Konstanten  genauer 
charakterisiert.  ] 

^*)  Bei  diesen  Rechnungen,  sowie  bei  vielen  der  im  folgenden  ausgeführten,  hat 
mich  Herr  stud.  Gierster  in  dankenswerter  Weise  unterstützt. 
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Die  Formeln  (9),  (10),  (11)  definieren  die  gewünschten  tj^,  t]^  für 
jedes  X  der  positiven  Halbebene. 

Um  auch  Formeln  für  die  negative  Halbebene  zu  haben,  welche  dem 
oben  bezeichneten  nicht  schraffierten  Dreiecke  entsprechen,  hat  man  (9) 
unverändert  beizuhalten  und  in  (10)  and  (11)  das  i  der  konstanten 
Faktoren  in    —  i  zu  verwandeln. 

§9. 
Anderweitige  Lösungen  der  Ikosaedergleichung. 

Neben  die  iiiier  entwickelte  Lösung  der  Ikosaedergleichung  stellen 
sich  unbegrenzt  viele  andere  von  ähnlichem  Charakter.  Schreibt  man 
nämlich  in  rrs  /   , 

1728  ^  =  X 

statt  X  eine  rationale  Funktion  einer  neuen  Veränderlichen  x: 

f  iv) 
so  kann  r)  wieder  (und  noch  auf  unbegrenzt  viele  Weisen)  dargestellt 
werden  als  Quotient  zweier  Partikularlösungen  einer  linearen  Differential- 
gleichung, bei  der  x  die  unabhängige  Variable  ist  und  die  Koeffizienten 
rational  in  x  sind.  Man  kann  dann  E{x)  insbesondere  so  wählen,  daß 
die  Differentialgleichung  selbst  wieder  eine  hypergeometrische  wird;  der- 
artige Werte  von  R[x)  sind  von  Brioschi  (Math.  Annaleri,  Bd.  11  (1877), 
S.  410  [=  Werke  Bd.  V,  S.  222])  und  von  mir  ( Math.  Annalen ,  Bd.  12 
(1877)  [Abh.  LUX,  S.  315  ff. J)  angegeben.  Ich  will  hier  nur  den  einen 
Wert  von  i?(a;)  herausgreifen,  der  dem  Falle  XIII  der  von  Schwarz^'"^) 
gegebenen  Tabelle  entspricht,  insofern  ich  bei  einer  späteren  Gelegenheit 
von  diesen  Formeln  Gebrauch  machen  möchte: 

Für    die    entsprechende    hypergeometrische    Differentialgleichung    hat    man 

(1  — /)■',    (a  ~  ß)  ,    [y  —  a  —  ßY     in     irgendeiner     Anordnung     gleichzu- 

.  1       1      16       1         ^  4  1      ^  1 

^^*"""  25'  25'  -25'    ^1'^  ^^^^  ^  =  T'  ^  =  lö'  ^  =  -  iö- 

Setzt  man  wieder  rj  =  ~~  und  nimmt  rj  ,  rj^  als  Partikularlösungen 
dieser  Differentialgleichung,  so  kommt: 

60,  ^  ,15  60/1  \  15 

X     (1  —x)     tj  X    (l  —x) 

Vi  =  Q' — 1^;=: — .  V2  =  Q — ü 


Vf(v)  ^  Vf(v) 


*)  S.  323  der  zitierten  Arbeit. 
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und  man  hat  also ,    für  ^  =  1 ,    die  Lösungen  der  folgenden  Aufgabe  vor 
sich,  die  ein  besonderer  Fall  des  Fundamentalproblems  des  §  1  ist: 


(12 


l  T (t]^,  rj.,)  =  x^  -  SSx""  -  SSx  +  1. 
Ich  unterlasse  es  hier,  die  Partikularlösungen  t;^,  9/2  explizite  anzugeben  ^^). 


§10. 
Resolventen  niederen  Grades  der  Ikosäedergleichung. 


^ 


Wenn    man    auf    eine    ganze    homogene    Funktion    gerader    Ordnung 
von  f]^,  f]^  (und  solche  will  ich  allein  betrachten)  die  120  binären  Ikosa 
edersubstitutionen  (4)  anwendet,   so  nimmt   sie   im   allgemeinen  60  Werte 
an;  sie  kann  selbstverständlicherweise  im  besonderen  Falle  weniger  Werte 
erhalten,  deren  Zahl  ein  Teiler  von  60  ist. 

Dann  stellt  sie,  gleich  Null  gesetzt,  eine  solche  Punktgruppe  auf  der 
^y- Kugel  dar,  welche  durch  einige  der  60  Drehungen,  die  das  Ikosaeder 
mit  sich  zur  Deckung  bringen,  ungeändert  bleibt.  Umgekehrt,  indem  man 
die  einfachsten  solchen  Punktgruppen  aufsucht,  gewinnt  man  die  niedrigsten 
Funktionen  der  gemeinten  Art,  welche  als  Wurzeln  von  Resolventen  der 
Ikosäedergleichung  verwandt  werden  können. 

Aus  den  60  Drehungen,  welche  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung 
bringen,  lassen  sich  Untergruppen  von  2,  3,  5,  4,  6,  10,  12  Substitutionen 
bilden,  von  denen  die  drei  ersten  dem  Kreisteilungstypus,  die  folgenden 
drei  dem  Diedertypus,  die  letzte  dem  Tetraedertj^us  angehört.  Ent- 
sprechend erhält  man  Resolventen  vom  Grade  30,  20,  12,  15,  10,  6,  5.  Da 
es  meine  vorzügliche'  Absicht  ist,  vom  Ikosaeder  aus  zu  den  Untersuchungen 
über  die  Gleichungen  fünften  Grades  und  über  die  Jacob ischen  Gleichungen 
sechsten  Grades  zu  gelangen,  so  werde  ich  mich  auf  die  Herleitung  einer 
Resolvente  vom  sechsten  Grade  und  verschiedener  Resolventen  fünften 
Grades  beschränken. 


2«)  [Ich  habe  diesen  FaU  ursprünglich  herausgegriffen,  weil  ich  den  Legendreschen 
Modul  eines  elliptischen  Integrals  so  einführen  wollte,  wie  es  Abel  tut.  Heute  würde  ich 

lieber,  um  an  dieser  Stelle  den  Anschluß  an  Jacobi  zu  haben,  i?(a;)  ==  pr^  — ^". :-r 

27   ä:2(1  —x)^ 

wählen.  Vgl.  meine  oben  zitierte  in  Bd.  3  abzudruckende  Abhandlung  über  elliptische 
Funktionen  und  Gleichungen  fünften  Grades,  besonders  Abschnitt  III,  §  7  und  die 
Figuren  daselbst.     K.] 
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§11. 

Eine  Resolvente  vom  sechsten  Grade. 

Eine  Kesolvente  vom  sechsten  Grade  gewinnt  man  am  einfachsten, 
wenn  man  beachtet,  daß  die  Wurzelpunkte  von  f  =  0  in  sechs  Paare  gegen- 
überstehender zerfallen.  Sei  9^  ('71,^2)  =  ^  ein  solches  Punktepaar.  Durch 
eine  lineare  Substitution  von  der  Determinante  +  1 ,  welche  99  =  0  un- 
geändert  läßt,  geht  bekanntlich  +9^  in  +  9^  oder  —  cp  über,  je  nachdem 
bei  der  Substitution  die  Wurzeln  von  99  ^  0  einzeln  ungeändert  bleiben 
oder  untereinander  vertauscht  werden.  Nun  gibt  es  unter  den  Drehungen, 
die  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  allerdings  solche,  welche 
gegenüberstehende  Eckpunkte  des  Ikosaeders  vertauschen.  Daher  ist  cp  {ji^ ,  r}^ ) 
{mit  bestimmter  Determinante  genommen)  eine  zwölf  wertige  ^  und  erst  99^ 
eine  sechswertige  Funktion. 

Ich  will  (p{Vi,y].2)  i^it  der  Determinante  +5  annehmen.  Dann  hat 
man,  bei  willkürlich  angenommenem  Vorzeichen  und  auch  sonst  gebräuch- 
licher Indexbezeichnung  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI,  S.  298]): 


^^^^      ■  {9^r  =  e-^7]l-{-r]^r]^-8+^y!,       (,.  =  0,1,2,3,4) 

und 

Setzt  man  jetzt  z--=--(p^,  also  z^  =  (fl,  Zy=cp^,  so  erhält  man  die 
Gleichung,  der  z  genügt,  unmittelbar  aus  der  Bemerkung:  daß  die  sym- 
metrischen Funktionen  der  sechs  (p^  jedenfalls  ganze  Funktionen  von  f,  H,  T 
sind.    Daher  kommt: 

vfo  X,  X  Zahlenfaktoren  bedeuten,    die  man  durch  ein  einzelnes  Glied  be- 
stimmt.   Auf  diese  Weise  findet  man: 

(14)  z^ -XOfz^'+lUHz-i-^f^O, 

Die  Diskriminante  dieser  Gleichung: 

hat  eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft.    Es  ist 

"Pi  -  "p!  =  (9^f  +  "Pk)  i^Pi  -  "Pk) 
und  es  stellt,  wie  ich  früher  bemerkte  (Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI, 
S.  298])  sowohl  (p.-\-  (p^^  =  0  als  (p.  —  (p^  =  0  eins  der  15  Punktepaare 
von  T  vor.  Daher  ist  die  Diskriminante  bis  auf  einen  Zahlenfaktor 
gleich  T  .  Ist  also  die  vorstehende  Gleichung  sechsten  Grades,  d.  h.  ist 
einfach  f  und  H  gegeben,  so  ist  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 

Klein,  Gesammelte  matb.  Abhandlungen.  II.  22 
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rational  bekannt;  ist  aber,  wie  beim  Fundamentalprobleme  in  §  1  voraus- 
gesetzt wird,  von  vornherein  auch  T  gegeben,  so  kennt  man  sogar  die 
vierte  Wurzel. 

§12. 

Die  Jacobischen  Gleichuogen  sechsten  Grades. 

Bekanntlich  hat  Ja c ob i^")  als  Eigenschaft  der  Multiplikatorgleichungen 
vom  {n-\-\)-tQn  Grade,  die  bei  Transformation  ti-ter  Ordnung  der 
elliptischen  Funktionen   auftreten  [n  Primzahl),    angegeben,  daß   sich  die 

aus  den  (n  +  1)  Wurzeln  gezogenen  Quadratwurzeln  aus  -^  Größen 
Aq,  ...,An-i  in  folgender  Weise  zusammensetzen  lassen: 


J 


Vzo     =  -4«  +        ^1  +  A^+  ...+  A^2 


e  ==  cos h  *  sm  — 

n  n 

und  es  sind  diese  Gleichungen  von  Kronecker  und  Brioschi  für  n  =  h 

allgemein  untersucht  worden  ^^). 

Die    prinzipielle   Bedeutung    dieser  Gleichungen  —   ganz   unabhängig 

von  ihrem  Zusammenhange   mit  den  elliptischen  Funktionen  —  läßt  sich 

unter   den   allgemeinen  Gesichtspunkt  der  Einleitung  subsummieren.     Die 

V ertäuschungen    der   Größen  Vz,    welche    [nach  Adjunktion  des- s]   die 

Galoissche  Gruppe  der  Jacob i sehen  Gleichung  ausmachen,  sind  durch 

lineare  Substitutionen  der  Größen  Aq  . . .  A^-i  vorgestellt.    Denn  bestimmt 

2 

man  für  eine  vorgelegte  Ja co bische  Gleichung  alle  Systeme  von  Größen 
Aq,  A^,  ...,  welche  den  zulässigen  Anordnungen  der  Wurzeln  entsprechen, 
so  geht  das  einzelne  System  dieser  Größen  aus  einem  beliebigen  zugrunde 
gelegten  durch  homogene  lineare  Substitution  mit  [rational  bekannten] 
numerischen  Koeffizienten  hervor.  Ich  werde  dies  weiter  unten  (Abschn.  II, 
§8)  für  die  Jacobischen  Gleichungen  vom  sechsten  Grade  noch  näher 
ausführen  und  dadurch  zeigen,  weshalb  zwischen  ihnen  und  den  Ikosaeder- 

2')  Grelles  Journal,  Bd.  3  (1828),  S.  308.    [=  Werke  Bd.  I,  S.  255 f.] 
2^)  Vgl.  die  Zitate  der  Einleitung,  sowie  die  Auseinandersetzungen  des  zweiten 
hier  folgenden  Abschnittes. 


(17 
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Problemen  der  engste  Zusammenhang  bestehen  muß.  Hier  begnüge  ich  mich, 
diesen  Zusammenhang  in  dem  zunächst  vorliegenden  Falle  einfach  aufzuweisen. 
Für    die    Jacob i sehen    Gleichungen    sechsten    Grades    hat    man    die 
Definitionsgleichungen : 

(15)  V27=V5..4o,     V^.=  ^o+^'A  +  ^"'^2 

fe  =  cos-^  + *sin-^,     v  =  0,  1,  2,  3,  4J 
und  findet  durch  Ausrechnung: 

(16)  {z-  A)''  -  4.A{z-  Af  -^\OB{z-  Af  -  G{z-  A)^hB''  -  AG  =  0 , 
wo  A,B,C  die  'folgenden  Ausdrücke  bedeuten: 

A=Ao+ÄiA2 

B  =  SAoAiA2~2A^A!Al-i-A!A^-Ao{A!-{-A'i) 
C  =  S20  A^  A!aI- 160  A^A!A!-{-20A!AtA^ +  6  A^A^ 
-iAo(A!  +  Al){S2A^-20AoAiA2  +  SA!A!)  +  Al^  +  A^^'^ 
Setzt   man  nun  insbesondere  A  =  0,   wodurch  man  spezielle  Gleichungen 
erhält,  die  Kronecker  seiner  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  zu- 
grunde legte,  so  kommt  einfach: 
(18)  2^+  lOBz^  -Cz-^  55'  =  0. 

Diese  Gleichung   aber   wird   mit  der  Gleichung  (14)  des  vorigen  Para- 
graphen identisch,  sobald  man  setzt: 

B=-f,    'g=  -lUH. 
In    der    Tat    stimmen    auch    die    Definitionsgleichungen    des    vorigen 
Paragraphen    für  Vz    mit    den    hier    angewandten    überein;    man   hat   nur 
zu  setzen:  J    —  y,  ^         a    A-  n'^      A    —  —  r\^ 

und  befriedigt  dadurch  zugleich  in  allgemeinster  Weise  die  Bedingung  ^  =  0 . 
Wird  die  Gleichung  (18)  gegeben  und  zugleich  die  vierte  Wurzel  aus 
ihrer  Diskriminante  adjungiert,  so  hat  man  die  Zahlenwerte  von  /",  H^  T. 
Alle  Entwicklungen  also,  die  hier  an  das  Fundamentalproblem  des  §  1 
angeknüpft  werden,  können  auch  so  dargestellt  werden,  daß  die  spezielle 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Grades  den  Ausgangspunkt  bildet.  Doch 
scheint  das  weniger  naturgemäß. 

§13. 
Die  Resolventen  fünften  Grades  der  Ikosaedergleichung.  Einleitung. 

Daß  die  Jaco bischen  Gleichungen  sechsten  Grades ^^)  nach  Adjunktion 
der  vierten  Wurzel  ihrer  Diskriminante  sehr  einfache  Resolventen  fünften 
Grades  besitzen,  bei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der 

'^®)  Richtiger  wohl:  die  Gleichungen  zwölften  Grades,  von  der  die  -^z  abhängen. 

22* 
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Wurzelkuben  gleich  Null  ist,  hat  Brioschi  zuerst  gefunden.    Seine  haupt- 
sächlichen Formeln,  die  ich  später  benutze,  sind  diese ^^).    Setzt  man: 

(19)  yr  =  ^;z-{{z^—Zr){z^+i—z,-i){z„+2--  z,-2)y 

(eine   Formel,    die   auf  mannigfache   Weise   umgeschrieben   werden   kann), 
so  drücken  sich  die  y,.  folgendermaßen  durch  die  Aq,  A^^,  A^  aus: 

(20)  y.  =  e^P,  +  e'^P,  +  s^^  P,  +  s^^P,, 


wo 


(21) 


P,=  ~A,(4A^-A,A,), 
P,  =  {+2A,A!-AI), 


P,  =  {-2A,A!+A!), 
P,=  +  A,{4A';-A,A,), 
und  genügen  der  Gleichung  fünften  Grades: 

(22)  y'-i-10By^  +  b(9B''-AC)y-i/f]  =  0, 
wo  TT  die  Diskriminante  der  Jaco bischen  Gleichung  und 

(23)  VÜ=-n28B'^720ACB^-80A^C''B  +  Q4.A\bB''-ACf-^& 
ist. 

Wenn  A  =  0,  so  wird  die  Gleichung  (22): 

(24)  2/'+10^2/'  +  455'2/-i'n  =  0 
und,  im  B=-f,  C=  -  lUH: 

Vff  =--  1728f'-  U4:^H^=1UT\ 
Um    jetzt    vom   Ikosaeder  aus  zu  dieser  Resolvente  fünften  Grades    und 
anderen  desselben  Grades  zu  gelangen,    die  später  wichtig  werden,    stelle 
ich  folgende  Betrachtungen  an. 

§  U. 

Die  Resolventen  fünften  Grades  der  Ikosaedergleichung. 
Geometrische  Orientierung. 

Die  Existenz  der  Resolventen  fünften  Grades  beruht  auf  dem  Umstände, 
daß  sich  aus  den  60  Drehungen  des  Ikosaeders  Untergruppen  von  12 
bilden  lassen,  und  diese  Untergruppen  gehören,  wie  oben  bemerkt,  dem 
Tetraedertypus  an.  Es  bleiben  also  bei  solchen  12  Drehungen,  geometrisch 
zu  reden,  ungeändert :  zwei  reguläre  Tetraeder,  r^  und  r^ ,  welche  zusammen 
die  Ecken  eines  Würfels  W  bilden,  dann  ein  Oktaeder  t,  und  übrigens 
Aggregate  von  je  12  zusammengehörigen  Punkten.  In  unserem  Falle  ist 
der  Würfel  W  unter  den  Ecken  von  H^  das  Oktaeder  t  unter  den  Ecken 

^)  Die  Zahlenkoeffizienten  sind  im  Texte  so  mitgeteilt,  wie  sie  Joubert  später 
berechnet  hat  (Comptes  Rendus  1867,  1,  Bd.  64,  S.  1237). 
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von  T  zu   suchen.    Die  Ecken   von  f  bilden  eine  Gruppe  von  zusammen- 


H 

W 


während    die  —   in    zwei    solche 


gehörigen    12   Punkten,    ebenso    die 
Gruppen  zerfallen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  entsprechenden  ganzen  Funktionen  von  rj^ ,  t/.^ 
und  ersetzen  die  12  Drehungen  durch  die  entsprechenden  24  binären  Ikosa- 
edersubstitutionen  von  der  Determinante  +  1-  ^^n  findet  dann,  daß 
nicht  Tj  (i^j,  7]^)  und  t^  (j;^,  rj,^)  in  sich  übergeführt  werden,  sondern  erst  ihre 
dritten  Potenzen.  Unmittelbar  ungeändert  bleibt  dagegen  t{ri^,Yj^)  (die 
Funktionaldeterminante  von  r^  und  t^)  sowie  das  Produkt  t^-t^  =  W [yj^,  tj^) 
(welches  sich  zi^leich  als  Hessesche  von  t  auffassen  läßt).  Ungeändert 
bleiben  ferner  alle  Funktionen  zwölften  Grades,  welche  gleich  Null  gesetzt,  zu- 
sammengehörige Punkte  vorstellen,  insbesondere  also  f^^).  Alle  derartigen 
Funktionen  kann  man  in  der  Form  xt^ -]- Xf  anschreiben. 

Die  einfachsten  Funktionen  also,  welche  man  als  Wurzeln  der  Resol- 
venten fünften  Grades  wählen  kann,  sind  t{ri^,ri^)  und  W{r}y^,ri^)j  und 
mit  ihnen  mögen  wir  uns  zunächst  beschäftigen.  Wünschen  wir  später 
Funktionen  nullter  Ordnung  von  jy^,  rj^^  d.  h.  Funktionen  von  r},  so  ist  die 

nächstliegende  y  und    durch    sie    drücken   sich  alle   anderen  rational  aus. 

(Vgl.  meineNote  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12  [Abh.  LIII,S.  309und313].) 
Ich   will  hier  noch  die    12  linearen  Substitutionen  zusammenstellen, 
welche  im  Sinne  der  sogleich  einzuführenden  Bezeichnung  das  Oktaeder  t^ 
resp.  den  Würfel   Wq  ungeändert  lassen.    Es  sind  diese 

1 .  Die  Identität  rj'  =  r] 

2.  Drei  Substitutionen  von  der  Periode  2: 
' ^  _  1     (g+g^)^-H     ->y  +  (g-l-g") 

3.  Acht  Substitutionen  von  der  Periode  3:* 


(25) 


n'  = 


^2(^  + 

e')v  +  ^' 

'    e^rj- 

-(«  +  e^)' 

^3(^  + 

S^)fj  +  S^ 

St]   - 

■ie^e')' 

^3^'V- 

-(s  +  s*) 

'    {e  + 

s')r}  +  e^' 

.2   ^V- 

-(s  +  s*) 

(s  +  8^)fl+e* 


Diese  Formel  möge  dazu  dienen,  um  einige  Angaben,  die  ich  später  ohne 
Beweis  mache,  zu  kontrollieren. 


^^)  Diese  Angaben  ßtimmen  überein  mit  den  Formeln,  die  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  12  :Abh.  LIII,  S.  319]  unter  (III)  mitgeteilt  sind. 
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§  15. 
Die  ßesolvente  der  ty. 

Man  berechnet  für  die  fünf  Oktaeder  t{7]^,  ^g),  die  ich  jetzt  als  t^, 
^15  ^2»  h->  h  bezeichnen  will,  die  folgenden  Werte  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  9 
[Abh.  LI,  S.  299]): 

(26)  t^  =  -e^-br]lrj^+e^^{7j^-2r]^f]l)-\-6^^(rj^-^2rjlf)^)+8^^'^r]^rjl 
Die  symmetrischen  Funktionen  der  ty  sind  ganze  Funktionen  von  f,  H,  T. 
Zuvörderst  kommt  t,t,W,  =  12T, 

und   dann  hat   man,    unter  x,  X  Zahlenfaktoren   verstanden,    den   Ansatz: 

und  findet  so  die  Gleichung: 

(27)  °         t^-10t^f^4btf-12T  =  0. 

Dies  ist   eine  Gleichung  fünften  Grades,    welche   durch   die  Relationen 
charakterisiert  ist: 

Sie  ist  der  spezielle  Fall,  der  sich  aus  der  Brioschischen  Ke- 
solvente  (22)  ergibt,  wenn  man  ^=0  setzt,  Zugleich  gehen  dann  die 
Formeln  (20),  (21)  in  (26)  über,  nachdem  für  A^,  A^,  A^  bez.  gesetzt 
ist  rij^T}^,  -\-  tj^,  —  7]^.  Vielleicht  hat  die  Bemerkung  Interesse,  daß  die 
Diskriminante  von  (27)  eine  sechste  Potenz  ist.  Denn  man  findet  sie 
durch  Ausrechnung  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich: 

Also    stellt  ^^  —  ^^  =  0   ein    Aggregat    von    drei    zu   H    gehörigen    Punkte- 
paaren dar,  was  man  durch  unmittelbare  Überlegung  bestätigt. 

§16. 

Die  Resolvente  der  TF„. 

Berechnet  man  Wy  als  Hessesche  Form  von  ty,  so  findet  man  bis 
auf  einen  Zahlenfaktor,  den  ich  durchgängig  unterdrücke: 

(28)  Tf.  =  (^^^i-6^^^,)(-^J+7^f^,^)  +  (6^^^,+  ^^^^,)(-7»;,^^|-i?J). 
Man  hat: 

2JW  =  0,     2JW^  =  0,     2:W^=-120f\     2JW' =  2SS0  fH, 

2JW'  =^WoW^W^W^W,=  -b- 12' H\ 

Also  kommt: 

(29)  W'  +  40/''.  IT'  -  720fH-  W  +  12'^'  =  0, 
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eine  Gleichung,  die  durch  die  Relationen 

charakterisiert  ist. 

Ich  notiere  noch  die  Beziehung 

(30)  '^  =  t;-sf. 

§17. 
Eine  allgemeinere  Resolvente  fünften  Grades. 

Die  Überlegungen,  welche  ich  im  dritten  Abschnitte  des  Folgenden  aus- 
einandersetze, ließen  es  mir  wünschenswert  erscheinen,  eine  allgemeinere 
Resolvente  fünften  Grades  zu  besitzen,  welche  nur  den  Bedingungen 
yjy  =  0,  yy"^  ==  0  genügt  (unter  y  die  Wurzeln  verstanden).  Ich  bin  dazu 
auf  folgendem  Wege  gelangt.  Eine  Kombination  von  f  und  ty,  welche 
den  genannten  Bedingungen  genügt,  ist  diese,  wie  man  leicht  kontrolliert: 

(31)  o,=  24.f-7ft^+tt. 

Nun  ergibt  sich  dieselbe  durch  Ausrechnung  gleich: 

(e^-  £2.^^^^_  46^20^3 _|_  1173»/i5^«+391^io^f  +  207 rj^rjl' -  rjl^) 
+  (f-'^^i-f  «''^^2)(^f  +  207 rjl^ril-  391  fj^^ rj^^  +  1173 rj^fj^^-i-  iOfj'^r]!"^), 
Sie  hat  also  dieselbe  Form 

welche  auch  Wy  besitzt.  Da  umgekehrt  aus  dieser  Form  folgt,  daß  die 
Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der  Wurzelquadrate  verschwindet, 
so  erhält  man  eine  allgemeinere  Funktion  der  gesuchten  Eigenschaft, 
indem  man  Wy  und  o,,  mit  einem  Parameter  zusammenfügt.  Ich  setze 
also  homogen  machend: 

(32) y.=  '^  +  ^'% 

^2)  Ich  bemerkte  im  Gespräche  mit  Gordan,.der  seinerseits  auf  ganz  anderem 
Wege  zu  eben  diesen  Ausdrücken  geführt  worden  war  (vgl.  seine  in  der  Einleitung 
zitierte,  in  den  Erlanger  Berichten  (Juli  1877)  erschienene  Note  [sowie  die  Erläute- 
rungen in  dem  dieser  Abhandlung  folgenden  Zusatz  auf  S.  380  f.  ],  daß  sich  unter  ihnen 
insbesondere  noch  folgende  einfache  befinden: 

K^r-^  ,      Kitl-lf)T 


In  der  Tat  ist 

fH         "'^               f' 

f'H            H      ^     f   ' 

ty{tl-7f)-T               fW^.      2ö^ 
r                   ""    H         f 

wo 

r/3 

Z  =  1728      ,   . 

r 
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vfo  k.fJL  beliebige  Konstante  sind.    Dann  ergibt  sich  eine  Gleichung  fünften 

Grades,  die  folgendermaßen  lautet: 

(33)  2/^  +  5A2/^+5B2/+r  =  0, 

wo  A,  B,  r  die  Ausdrücke  bezeichnen^*): 


A  =  12'  i^-^  -  12A V  +  6;i/i^  -  (2  -  Z)/i«) 


B  =  9.12'(:^i5^^^^-24;iV'+8(2Z-l);i/^^-(5Z-4)/.*j, 

r  =  i2-p^^^^-^^^-^^-^  +  ioa2-(i+|^)AV^-iQi2^r/ 

+  45 •12^Z>l/x*- 72(12 -27X  +  24XV') 
Ich  habe  in  denselben  statt  1728  -^  wieder  X  geschrieben.    Macht  man 
durch  Wahl  von  -    k  =  0,  so  hat  man  die  Jerrardsche  Form^^). 

§18. 

Rationale  Transformationen  einer  Ikosaedergleichung  in   eine   zweite. 

Ein  Problem,  welches  um  so  interessanter  ist,  weil  es  eine  sehr  ein- 
fache Lösung  gestattet,  ist  die  Frage  nach  der  rationalen  Umformung 
einer  Ikosaedergleichung  in  eine  zweite.  Ich  suche  solche  rationale  Funk- 
tionen C  von  rj,  welche  selbst  wieder  einer  Ikosaedergleichung  genügen. 
Wendet  man  auf  tj  die  60  Substitutionen  (3)  an,  so  muß  also  auch  C 
diese  Substitutionen  erfahren.  Aber  es  ist  nicht  nötig,  daß  C  im  einzelnen 
dieselbe  Substitution  wie  rj  erleidet;  nur  die  Periode  der  Substitution 
muß  beiderseits  die  gleiche  sein.  Die  Reihe  der  hier  vorliegenden  Möglich- 
keiten reduziert  sich  inzwischen  bedeutend.    Lassen   wir   nämlich   etwa  rj 


d*r 


^^)  Bestimmt  man  —  auB  den  Gleichungen  — ^  =  0  einerseits  und ^  =  0    oder 

ju  dl  -dl 


-  =  0  andererseits,  und  trägt  die  Werte  in  (32)  ein,  so  erhält  man  bis  auf  Faktoren 

dr 

eben   die  beiden  in  der  voranstehenden  Fußnote   genannten  Funktionen  t^  (t^—  7  f) 
bez.  t^W^. 

^)  [  Entsprechend  der  Angabe  der  Fußnote  ^2)  auf  S.  343  wird  die  Resolvente  des 
Textes  im  Ikosaederbuch  (S.  105 — 106)  in  etwas  einfacher  Form  mitgeteilt.  Sie  wird 
dann  als  Hauptresolvente  bezeichnet,  weil  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung  fünften 
Grades,  speziell  der  sogenannten  Hauptgleichung  verglichen  werden  soll.  —  Ich  habe 
ebenda  S.  143  angeführt,  daß  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades 
in  die  sogenannte  J  er  rar  d  sehe  Form  bereits  1786  von  dem  schwedischen  Mathematiker 
Bring  gefunden  wurde.  H.  Weber  spricht  bei  dieser  Sachlage  in  seinem  Lehrbuch  der 
Algebra  von  der  ßring-Jerrardschen  Form,  was  in  der  Folge  ebenfalls  geschehen 
soll.     K.l 
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in  er]  übergehen,  so  wird  unter  den  60  Ausdrücken,  welche  aus  C  durch 
die  Ikosaedersubstitutionen  (3)  entstehen,  jedenfalls  einer  sein,  der  auch 
in  ein  Multiplum  seiner  selbst  übergeht,  und  zwar  muß  der  zutretende 
Faktor,  da  die  Periode  der  Substitution  5  ist,  eine  fünfte  Einheitswurzel 
sein.  Diesen  einen  Ausdruck  nennen  wir  dann  C  und  operieren  mit  ihm. 
Die  zutretende  fünfte  Einheitswurzel  kann  noch  e  oder  £^,  e^,  e*  sein. 
Aber  den  dritten  und  vierten  Fall  führt  man  sofort  auf  den  zweiten  und 

ersten  zurück ,   indem  man  t  durch ~  ersetzt  ( welches  auch  einer  der 

60  Ausdrücke  ist).    Es  bleiben  also  nur  noch  zwei  Fälle: 

1 .  C  ändert  ''^ich  durch  dieselben  Substitutionen  une  rj ; 

2.  man  erhält  die  Substitutionen,  welche  C  erleidet,  wenn  man  in 
derjenigen,  die  rj  erfährt,  e  in  e'^  verwandelt. 

Im  ersten  Falle  setze  ich 

r  =,  ^  ^  _  fiiHiLÜil 

WO  die  (p  ganze  homogene  Funktionen  vom  Grade  n  sein  mögen.  Ich 
schreibe  dann:  ;.         \    >•  ^        n 

und  entwickele  die  linke  Seite  in  bekannter  Weise  (Clebsch,  Theorie  der 
binären  Formen  (Leipzig  1872)  S.  15,  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  3  (1871) 
S.  360)  nach  Polaren: 

wo  P,  Q  zwei  Funktionen  von  r]^ ,  r]^  vom  Grade  n-\-  1,  n  ~  1  sind. 
Indem  man  jetzt  C  =  rj  setzt,  erschließt  man,  daß  P,  Q  solche  Funktionen 
von  f]^ ,  rj^  sind,  welche  sich  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  reproduzieren, 
d.  h.  es  sind  ganze  Funktionen  von  f,  H,  T.  Umgekehrt,  wenn  man  für 
P,  Q  ganze  Funktionen  von  f,  H,  T  setzt,   welche  um  zwei  Einheiten  im 

Grade  differieren,  so  hat  y'  ^^^  gewünschte  Eigenschaft.    Dies  also  ist  die 

allgemeine  Lösung  des  Problems  im  ersten  Falle^^). 

^^)  Die  einfachsten  in  Betracht  kommenden  Funktionen  sind  diese: 

df  dH  dT 

IL'        ^JL'        ^' 

dri^  drj^  drj^ 

Man  zeigt  leicht:   Wenn   sich  —  auf  der  »/  Kugel   über  eins   der  120  Dreiecke  (§  6) 

'/2 

mit   den  Winkeln  -k-,  ^,   -5-  bewegt,  so  bewegen  sich  die  drei  hingeschriebenen  Werte 
o        5        2 

von  C  über  die  drei  anliegenden  von  denselben  Kreisbögen  begrenzten  Dreiecke,  welche  die 
Winkel  _,    -,   -,  be^.  -,  -,  -,  bez.  -^,   -,   ^  besitzen. 
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Man  kann  ihr  noch  eine  viel  einfachere  Form  geben,  wenn  man 
bemerkt,  daß  es  genügt,  nur  einen  Parameter  in  die  Transformationsformel 
aufzunehmen,  da  doch  die  Ikosaedergleichung  selbst  nur  einen  Parameter 
besitzt.    Man  setze  also  etwa: 

(35)  ^-\,h'  f\ 

und  diese  Formel  begreift  für  geeignete  Werte  von  X  in  der  Tat  alle 
anderen  unter  sich. 

Was  den  zweiten  Fall  unseres  Problems  betrifft,  so  wird  er  durch 
Betrachtung  der  fünf  wertigen  Funktionen  der  vorigen  Paragraphen  erledigt.  Sei 

die  allgemeinste  dort  definierte  Funktion,  so  ist  einfach 

^        S 

die  allgemeinste  hier  aufzustellende  Transformationsformel.  Der  Beweis 
ergibt  sich  am  einfachsten  aus  den  Entwicklungen  des  dritten  Abschnittes, 
auf  die  ich  hier  verweisen  muß  (§  4  Schluß) ^^). 

Abschnitt  II. 

Das  Ikosaeder  und  eine  quadratische  Form. 

Dieser  zweite  Abschnitt  bringt  eine  Theorie  der  allgemeinen  Jacob i- 
schen  Gleichungen  vom  sechsten  Grade  (vgl.  §  12  des  vorhergehenden). 
Aber  ich  gehe  dabei  zunächst  wieder  aus  von  einem  Probleme,  welches 
man  beim  Ikosaeder  stellen  kann  und  zeige  erst  hinterher  die  Beziehung 
zu  den  Jac ob i sehen  Gleichungen.    Man  kann  das  Fundamentalproblem  des 


I 


3.  Sei 

ä 


^*)  [Gemäß  der  Angaben  auf  S.  343  hat  man  vier  bezügliche  Hauptformeln,  welche 
den  hervorgehobenen  fünf  wertigen  Formen: 

Wy,   Wvtv,  tv{tl-lf),  tt-lftv  +  24:f 

entsprechen.  (Vgl.  auch  die  am  Schluß  dieser  Abhandlung  folgenden  Bemerkungen 
über  die  Arbeit  von  Gordan  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  13).  Läuft  t]  über  das 
Elementardreieck  des  Ikosaeders,  so  bewegt  sich,  wie  0.  Fischer  in  seiner  Disser- 
tation (Konforme  Abbildung  sphärischer  Dreiecke  aufeinander  mittelst  algebraischer 
Funktionen,  Leipzig  1885)  S.  67  bemerkt,  das  zugehörige  C  über  ein  von  denselben 
Symmetriekreisen  der  Ikosaederteilung  umgrenztes  Dreieck   bzw.  mit  den  Winkeln: 

71  27t  n  71  %7l  7t  ^  27t^        27t  JT  2jr  SjT  TT 

3  '    ~T'    ¥'         T'    ~5"''  ¥'         ~3"'    T"'    "^'         "3"'    T'     2' 
Vgl.  die  Figuren  bei  Fischer.  •  K.] 
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vorigen  Abschnittes  (§1)  so  hinstellen:  Es  ist  ein  Ikosaeder  f{x^^x.^)  in 
kanonischer  Form  gegeben  und  es  sind  die  Zahlwerte  gegeben,  welche  die 
simultanen  Invarianten  des  Ikosaeders  und  einer  unbekannten  linearen  Form 

besitzen,  man  soll  die  Koeffizienten  rj^^rj,^  der  letzteren  bestimmen. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Aufgabe  ergibt  sich  sofort,  wenn  man 
an  Stelle  der  linearen  Form  eine  von  höherem  Grade  treten  läßt.  Ich 
beschränke  mich  hier  auf  die  Betrachtung  des  Falles  einer  quadratischen 
Form,  deren  Untersuchung,  wie  man  sofort  sieht,  dadurch  besonders  er- 
leichtert wird,  daß  die  Kovarianten  /*,  H^  T  des  Ikosaeders  alle  eine  gerade 
Ordnung  besitzen. 

§1. 
Das  simultane  System  eines  Ikosaeders  und  einer  quadratischen  Form. 

Es  sollen  /",  H,  T  in  der  immer  festgehaltenen  kanonischen  Form 
vorausgesetzt  sein,  aber,  um  Verwechslungen  zu  vermeiden,  mit  den 
Variabein  x^ ,  x^  geschrieben  werden.  Der  quadratischen  Form  erteile  ich, 
damit  später  in  der  Bezeichnung  Übereinstimmung  herrscht  mit  der  bei 
den  Jacob ischen  Gleichungen  üblichen,  die  Gestalt: 

q  =  AX^2A^x^x,^-A^^xl. 
Man  hat  dann  als  Invarianten  zunächst  die  Determinante: 
(1)  A  =  Al+A^A^, 

dann  weiter  die  Überschiebungen 

{f,q'\,,     (H,q-\„     {T,q''\„ 

die  ich  mit  B\  C ,  D  bezeichnen  will  und  die  ausgerechnet  folgende 
Werte  darbieten: 

2lB'=UA^-l20AUiA2^^0AlAlAl 

+  2\Ao{Al+Al)-hAlAl 
11  •  17  •  1440'=-  512^o'+  11 520^0^1^2— 40320^0%%' 
+  33600^0^1%'-  mmAoAtAt-\- 126  ^f^f 
+  AUr+^l)(22176^o-18480A'^i^2+1980^M|) 
2)        ^  _187Ur+^2^^),. 

12jD  =  Uf-^|)(-1024^o'+3840^o'^i^2 

-  3840^0^^2 +1200^o^MI 
-lOOAlAUt+A'Ut) 
+  ^oUi''-^2')(352^o-160^o^iA>  +  10^r^|) 
■+{Al'-An 
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Mit    diesen   Formen   ist   das   System   der  Invarianten   bereits   ah 
geschlossen,  wie  man  nach  Analogie  ähnlicher  Beweise  folgendermaßen  zeigt. 
Wenn  ^  =  0,  also  die  quadratische  Form  das  Quadrat  einer  linearen  ist: 

so  gehen  B\C\D  einfach  über  in  /"(^j,  ^g),  H{Yj^,rj^),  T{i]^,r)^)  und 
andere  simultane  Invarianten  gibt  es  dann  nicht  (Math.  Annalen,  Bd.  9, 
[Abh.  LI,  S.  290 ff.]).  Im  allgemeinen  Falle  bestehen  daher  die  gesuchten 
Invarianten  aus  B' ,  C  ,  Z>  resp.  aus  Gliedern,  welche  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzt sind,  plus  Gliedern,  welche  den  Faktor  A  enthalten.  Diese  Glieder 
müssen,  nach  Abtrennung  des  Faktors  ^,.  für  sich  Invariantencharakter 
besitzen,  für  sie  gilt  also  dasselbe  Gesetz  usw. 

Zwischen  diesen   vier   Formen  A,  B\  C\  D   besteht   dann    noch    eine 
Relation  entsprechend  der  früheren  Bedingung: 


mM 


ich  werde  erst  weiter  unten  diese  Relation  angeben  (§4,  Gl.  (10)). 

Das  neue  Problem  aber,  welches  ich  aufstelle,  ist  dieses:  Es  sind, 
in  Übereinstimmung  mit  dieser  Relation,  die  Zahlenwerte  gegeben,  welche 
A,B  ,C',D  für  eine  unbekannte  quadratische  Form  AiXi-\-2AoXiX2  —  A2X2 
annehmen:  man  soll  die  Koeffizienten  A^,  Aq,  A^  bestimmen. 

Dies  Problem  hat  60  Lösungen  resp.  Lösungssysteme.  Denn  zunächst 
ergeben  zwar  die  Gleichungen:  A,  B  ,  C  =  gegebenen  Konstanten  2-6-10 
=  120  Lösungen,  aber  von  diesen  unterscheiden  sich,  da.  A,  B\  C  gerade 
Funktionen  von  A^,  A^,  A^  sind,  je  zwei  immer  nur  durch  die  Vorzeichen 
der  Aq,  A^,  A^,  und  D,  welches  eine  ungerade  Funktion  ist,  entscheidet 
dann,  welche  Vorzeichenkombination  zu  nehmen  ist. 


§2. 
Ableitung  aller  Lösungen  aus  einer  derselben. 

Wenn  wir  eine  quadratische  Form  kennen: 

q  =  A^xl  +  2A^x^x,^-A,^xl, 

welche  dem  gestellten  Probleme  genügt,  so  ergeben  sich  die  59  anderen, 
indem  man  auf  x^,  x^  die  120  binären  Ikosaedersubstitutionen  (4)  des 
vorigen  Abschnittes  anwendet.  Denn  da  es  sich  um  simultane  Invarianten 
von  q  und  f  handelt,  f{x^,  x^)  aber  durch  diese  Substitutionen  in  sich 
übergeht  und  die  Substitutionsdeterminante  +  1  ist,  so  werden  die  simul- 
tanen Invarianten  der  transformierten  quadratischen  Form  und  des  ur- 
sprünglichen Ikosaeders  die  vorgeschriebenen  Werte  behalten   haben.     In 
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der  Tat  entstellen  durch  die  120  Substitutionen  aus  der  einen  quadrati- 
schen Form  auch  nur  60,  da  sich  immer  zwei  Substitutionen  nur  durch 
gleichzeitige  Vorzeichenänderung  beider  Variablen  x^,  x.^  unterscheiden. 
Ich  will  diese  60  Formen  mit 

A'^xlAr'^A'^x^x^-  A[xl 
bezeichnen.     So  findet  man  für  die  A^,  ^o?  ^2   folgende  Tabelle: 


(3) 


_,-'' 


V5 


V5 


((e^  +  e')«-4,  +  2^0 +  (£  +  «*)£+' A3) 


A, 


-6  +  ^^., 


-*/" 


V5 


((£  +  E^)E-''A^  +  2^  +  («'  +  e')€  +  ^4 


(V5  =  £  +  £*-6^-6'^). 

Jfa?i  Inat  also  hier  an  Stelle  der  seither  betrachteten  Gruppe  von 
120  binären  Substitutionen  eine  Gruppe  von  60  ternären.  Die  Deter- 
minante der  einzelnen  Substitution  ist  wiederum  =  +  1. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Gruppe  von  Substitutionen  zugleich 
die  Galoissche  Gruppe  des  neuen  Problems  ist.    In  der  Tat,  die  rational 
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bekannten  Größen  A,  B\  C\  D  werden  durch  diese  60  Substitutionen  in 
sich  verwandelt,  und  umgekehrt  läßt  sich  zeigen,  daß  jede  ganze  Funktion 
von  Aq,  A^,  A^,  welche  durch  diese  Substitutionen  in  sich  verwandelt 
wird,  eine  ganze  Funktion  von  A,  B\  C\  D  ist  (sie  hat  also,  wenn  un- 
gerade, notwendig  D  zum  Faktor).  —  Der  Beweis  ist  derselbe,  der  soeben 
beim  Nachweise  der  Vollständigkeit  des  Systems  der  simultanen  Invarianten 
gebraucht  wurde.  Wenn  A  =  0,  so  ist  die  Behauptung  richtig,  wie  ich  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  9  [=  Abh.  LI,  S.  290 ff.]  nachwies.  Also  bestehen  die 
gesuchten  Ausdrücke  aus  ganzen  Funktionen  von  B' ,  C\  Z),  plus  Gliedern, 
welche  A  zum  Faktor  haben.  Diese  Glieder  behandelt  man  nach  Abtrennung 
des  Faktors  ebenso  usw.  Also  auch  hier  decken  sich  die  rational  bekannten 
Funktionen  mit  den  Invarianten. 


d 


§3. 

Verschiedene  Arten  der  geometrischen  Veranschaulichung. 

Eine  geometrische  Veranschaulichung  des  neuen  Problems  erhält  man 
sofort,  wenn  man  die  Wurzelwerte  der  quadratischen  Form  als  Punkte  auf 

der  f  —  j- Kugel    deutet,    und    diese   Interpretation    leistet    nach  Seite   der 

vollen  Anschaulichkeit  alles,  was  man  wünschen  kann.  Inzwischen  werde 
ich  fortan  des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  zumeist  Gebrauch  machen  von 
der  geläufigeren  Deutung,  welche  die  Verhältnisse  A^iAj^:  A^  als  tri- 
metrische  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  betrachtet.  Dieser 
Punkt  wird  durch  die  60  ternären  Substitutionen  der  vorigen  Paragraphen, 
welche  jetzt  die  Bedeutung  von  60  KoUineationen  gewinnen,  auf  60  Weisen 
versetzt,  und  unser  Problem  verlangt  vor  allen  Dingen,  die  so  entstehenden 
60  Punkte  zu  bestimmen,  hernach,  die  absoluten  Werte  ihrer  Koordinaten 
anzugeben.  Die  Kurven  ^  =  0,  B'-=0,  C'  =  0,  D  =  0  gehen  bei  den 
KoUineationen  in  sich  über,  ebenso  z.  B.  die  Kurven  B'  —  XA^  ^=  0, 
C'  —  juA^^^O,  als  deren  vollständiger  Schnitt  jedes  System  von  60  zu- 
sammengehörigen Punkten  dargestellt  werden  kann. 

Neben  diese  Interpretation  in  der  Ebene  stellt  sich  noch  eine  andere 
im  Räume,  die  ich  wenigstens  anführen  will,  wenn  ich  sie  auch  nicht 
weiter  benutze^').   Unter  o;,  y,  z  rechtwinklige  Raumkoordinaten  verstanden, 

setze  ich: 

A^^^z,     Aj^  =  x-^iy,     A^  =  x  —  iy. 

So  wird  A  =  Aq  -\-  Aj^  A^  =  x^  -}-  y^  -{-  z^,  und  die  60  gesuchten  quadra- 
tischen Formen  werden   vorgestellt   durch   60  auf  der  Kugel  vom  Radius 


i 


'")  [Wegen    der    hier    folgenden  Erörterungen  vgl.  den  Zusatz  II  zu  der  Arbeit 
,Über  Flächen  dritter  Ordnung"  (Abh.  XXXV  dieses  Bandes,  S.  59).] 
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VA  befindliche  Raumpunkte.  Die  ternären  Substitutionen  (3)  erhalten 
jetzt,  in  X,  y,  z  geschrieben,  reelle  Koeffizienten,  und  da  sie  x^  -{-  y'^  +  z^ 
in  sich  überführen,  übrigens  die  Determinante  1  besitzen,  so  gewinnen  sie 
die  Bedeutung  von  60  reellen  Drehungen  um  den  Anfangspunkt.  Es  sind 
keine  anderen  als  die  60  Drehungen,  welche  ein  der  Kugel  eingeschriebenes 
Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen.  Dies  ist  also  ein  ganz  elemen- 
tarer Weg,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  J ac ob i sehen  Gleichungen 
und  dem  Ikosaeder  zu  erkennen. 

Verbindet  man  den  Punkt  Aq,  A^^,  A^  mit  dem  Anfangspunkte  durch 
eine  gerade  Linie  und  betrachtet  sie  als  Vertreterin  der  Verhältnisgrößen 
AqI  Aj^iA^,  so  hat  man  eine  letzte  Interpretation,  die  sich  von  der  Inter- 
pretation in  der  •  Ebene  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  als  Träger  des 
ternären  Gebietes  der  Kugelmittelpunkt  mit  den  durch  ihn  hindurchgehen- 
den Strahlen  gedacht  ist^^).  Ich  werde  weiterhin  zeigen,  daß  die  von  uns 
in  der  Ebene  zu  studierenden  Figuren  auf  das  genaueste  zusammenhängen 
mit  der  ebenen  Abbildung  der  von  Clebsch  so  genst,nnten  Diagonal  fläche 
dritter  Ordnung  (Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  S.  331).  Clebsch  spricht  bei 
diesen  Untersuchungen  insbesondere  von  einem  merkwürdigen  durch  die  sechs 
Fundamentalpunkte  der  Abbildung  gebildete  Sechsecke,  welches  die  Eigen- 
schaft besitzt,  zehnfach  Brianchonsch  zu  sein.  Betrachten  wir  statt  der 
Ebene  den  vom  Mittelpunkte  des  Ikosaeders  ausgehenden  Strahlenbündel, 
so  erkennen  wir,  daß  dieses  Sechseck  eine  sehr  bekannte  Konfiguration  ist. 
Die  sechs  durch  die  Ecken  des  Ikosaeders  hindurchlaufenden  Durchmesser 
sind  sein  Gegenbild.  Denn  in  der  Tat  schneiden  sich  die  fünfzehn  durch 
zwei  derselben  hindurchgelegten  Ebenen^®)  zehnmal  zu  drei  in  einer  geraden 
Linie,  nämlich  längs  der  zehn  Durchmesser,  welche  die  Ecken  des  zu- 
gehörigen Pentagondodekaeders  enthalten. 


§4. 
Orientierung  in  der  Bildebene  A^iAiiA^* 

Wenn  die  quadratische  Form 

q  =  A^xl  +  2  Aq x^  ic^  —  ^2 ^2  » 
wie  zunächst  angenommen  sei,  das  Quadrat  einer  linearen  wird: 

q  =  (i?2^i  —  r}^x^X\ 
so  rückt  der  Punkt  A^.A^.A^  der  Ebene   auf  den  Kegelschnitt  ^  =  0, 

3®)  Leider  sind  bei  dieser  Interpretation  die  Kegel  ^  =  0,  5  =  0,  C  =  0  durchaus 
imaginär. 

^^)  Diese  Ebenen  zusammen  bilden  den  Kegel  D  =  0.  [Es  sind  die  15  Symmetrie- 
ebenen des  Ikosaeders.     K.] 
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und  dessen  Punkte  also  repräsentieren  die  Größensysteme  t;^  :  y]^.  Insbesondere 
also  befinden  sich  auf  ^  =  0  Gruppen  von  bez.  12,  20,  30  ausgezeichneten 
Punkten,  entsprechend  fiVi^V^)^^^  ^ iVi^  V2)  ^  ^^  ^{ViyV^)  =  ^' 
Wichtig  zumal  ist  die  Beziehung  eines  Punktes  A^iA^iA^  der  Ebene  zu 
den  beiden  Berührungspunkten  der  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  A  ge- 
legten Tangenten.  Diese  Berührungspunkte  erhalten,  wie  man  sofort 
zeigt,  als  Werte  von  —  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

q{r])  =  A,rj!  +  2A,fj,rj,  -  A.rjl  =  0. 

Fragen  wir  nach  der  Lage  derjenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  der 
Zerlegung  von  f,  H,  T  in  quadratische  Faktoren  entsprechen.  So  haben 
wir  zunächst  sechs  Punkte  mit  den  Koordinaten 


(4) 


A 


VI 

2 

J_ 
2 


entsprechend  der  Zerlegung  von  f.  Sie  bilden  das  soeben  erwähnte  zehn- 
fach Brianchonsche  Sechseck  und  sollen  als  die  Fundamentalpunkte 
der  Ebene  bezeichnet  werden.  —  Wir  haben  ferner,  entsprechend  der  Zer- 
legung von  H,  zehn  zusammengehörige  Punkte: 


3  +  ^5 
4 

€-"         e+" 

gehörige  Punkte,  welche  d 

[         ^0 

^1         ^2 

2 

g-r            g+v 

0 

€-"           €+^ 

(S) 

und  fünfz 
sprechen : 

(6) 


Die  15  Verbindungslinien  der  sechs  Fundamentalpunkte  (4)  schneiden 
sich  zu  je  drei  in  den  Punkten  (5),  zu  je  zwei  in  den  Punkten  (6);  sie 
sind  überdies  die  Polaren  der  Punkte  (6)  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt 
u4  =  0.  Ihre  Schnittpunkte  mit  A  bilden  die  30  Punkte  T {r]^,  rj^)  =  0 . 
Man  entnimmt  diese  Angaben  in  bekannter  Weise  der  Figur  des 
Ikosaeders;   übrigens  mag  man  sie  durch  die  Gleichungen  der  15  geraden 

Linien :  _ 

({l±Vb)A^  +  e^A^  +  e-^-A.,  =  0, 


(7 


€''  Aj^  —  e 


A.. 
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kontrollieren.  Diese  15  Geraden  zusammengenommen  stellen  eine  Kurve 
fünfzehnter  Ordnung  vor,  welche  bei  den  60  ternären  linearen  Substitu- 
tionen (3)  ungeändert  bleibt.     Daher  folgt  aus  §  2: 

Das  Aggregat  der  15  Geraden  ist  dargestellt  durch  D  =  0. 

Für  die  Kurven  B'  =  0,  C' =  0'  ergeben  sich  nicht  gleich  einfache 
Interpretationen.  Ich  will  dieselben  mit  Hilfe  von  ^  ==  0  in  der  Weise 
modifizieren,  daß  sie  in  den  sechs  Fundamentalpunkten  möglichst  hohe 
vielfache  Punkte  erhalten.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  nur  dafür  zu  sorgen, 
daß  einer  dieser  Punkte,  z.  B. 

vielfacher  Punkt  wird,  dann  werden  es  die  anderen  Fundamentalpunkte 
von  selbst,  wegen  der  Eigenschaft  der  in  Betracht  kommenden  Ausdrücke, 
bei  den  60  ternären  Substitutionen  ungeändert  zu  bleiben.  Das  heißt  also: 
wir  müssen  vermöge  A  =  Aq  -\-  A^A^  die  Ausdrücke  B\  G  so  modifi- 
zieren, daß  möglichst  die  höchsten  Potenzen  von  A^  herausfallen.  Auf 
diese  Weise    gewinnt    man   zwei  Ausdrücke,    die  B  und  C  heißen  sollen: 


(8) 


=  ^A',A,A,  --2AU!a!  +  A!A^  -  Ao{A^  +  ^|), 
G  =  -1U&-'§A'B'  +  ^^A' 

=  320  A^  A!  A!  -  160  Ai  A!  AI -\- 20  A^AtA.^  + 6  AtA^ 


-4A(^f+^|)(32A'-20^o'^i^2  +  5^M|)+^i'  +  ^2' 
Die  Kurve  B  =  0  hat  in  den  Fundamentalpunkten  Doppelpunkte,  ist 
übrigens  vom  Geschlechte  4.  Die  Kurve  C  =  0  zehnter  Ordnung  hat  in 
den  Fundamentalpunkten  Spitzenpaare,  d.  h.  vierfache  Punkte;  ihr  Ge- 
schlecht ist  Null.  Übrigens  sind  jetzt  B  und  C  eben  die  Ausdrücke 
sechster  bzw.  zehnter  Ordnung  geworden,  welche  wir  oben  (I,  §  12)  bei 
den  allgemeinen  Jacobischen  Gleichungen  so  bezeichneten.  Dadurch  also 
sind  B,  C  in  neuer  Weise  definiert :  als  gewisse  simultane  Invarianten  des 
in  kanonischer  Form  gegebenen  Ikosaeders  und  einer  zutretenden  quadra- 
tischen Form''^).  Aber  auch  die  Diskriminante  der  Jacob ischen  Gleichung 
findet  ihre  volle  Deutung:  die  vierte  Wurzel  aus  der  Diskriminante  ist 
bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  D: 

(9)  y'T^^nD. 


^^)  Eine  andere  Art,  diese  Ausdrücke  zu  definieren,  erhält  man,  wenn  man  sie 
als  ternäre  Formen  auffaßt.  Ich  will  hier  nur  ohne  Beweis  angeben:  Betrachtet  man 
C  als  Grundform,  so  lassen  sich  A,  B,  D  als  Ko Varianten  derselben  darstellen,  und 
zwar  bilden  sie  das  volle  System  der  Kovarianten. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  23 
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In  der  Tat  findet  man  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (23)  (AbschnT 
(10)      144  D'  =  -  1728  5^+720^(75^  -  80  A^ C^ B 

was  zugleich  die  Relation  zwischen,  den  Invarianten  A,  B,  C,  D,   resp 
A,  B  ,  C\  D  ist,  welche  noch  aufzustellen  war  ( Abschn.  II,  §  1 


§5. 
Die  allgemeinen  Jacob i sehen  Gleichungen  vom  sechsten  Grade 

Aus  den  letzten  Bemerkungen  geht  bervor,  daß  sieb  unser  neues 
Problem  mit  den  allgemeinen  Jacobiscben  Gleichungen  sechsten  Grades 
deckt,  sobald  man  bei  der  letzteren  die  vierte  Wurzel  aus  der  Diskrimi- 
nante  adjungiert*^).  In  der  Tat  berechnet  sich  die  Jacob i sehe  Gleichung 
als  Resolvente  unseres  Problems  nunmehr  folgendermaßen  einfach.  Die 
sechs  Wurzeln  der  Jacob ischen  Gleichung: 

z,  ={A^-^e^A^-^e-^A^f 
stellen,  gleich  Null  gesetzt,   doppeltzählend  die  sechs  Polaren  dar,  welche 
die   sechs  Fundamentalpunkte   in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  A  besitzen. 
Es  ist  einfacher,  statt  ihrer  die  Aggregate 

Z^  A,  Zy  A 

zu  betrachten.  Sie  repräsentieren,  gleich  Null  gesetzt,  diejenigen  sechs 
Kegelschnitte,  welche  durch  fünf  der  sechs  Fundamentalpunkte  hindurch- 
gehen. Infolgedessen  hat  man  nämlich  folgenden  Ansatz.  Die  in  Betracht 
kommenden  symmetrischen  Funktionen  der  (z  —  A)  sind  (als  gerade 
Funktionen  der  A^^  A^^  A^)  ganze  Funktionen  von  A,  B,C,  die,  gleich 
Null  gesetzt,  Kurven  vorstellen,  welche  in  den  Fundamentalpunkten  viel- 
fache Punkte  von  bekannter  Multiplizität  besitzen.  Es  ist  daher  unter 
X,  X^  . .  .  numerische  Faktoren  verstanden : 

2Jiz,-A)  =  xA, 
y](z,-A)(z,~A)  =  0, 
Z{z,  -A){z^-A)  {z,  -A)  =  XB,  usw. 

Denn  z.B.  y^z^  — A)  {z^  — A)  repräsentiert,  gleich  Null  gesetzt,  eine 
Kurve    vierter   Ordnung,    welche    durch   jeden   Fundamentalpunkt    einfach 

^^)  Wenn  man  eine  Ja co bische  Gleichung  sechsten  Grades  nach  K ro necke r- 
Brioschi  als  Resolvente  einer  Gleichung  fünften  Grades  aufstellt,  so  ist  diese  Ad- 
junktion von  vornherein  geleistet.  Ich  finde  dies  in  dem  zitierten  Kronecke  rechen 
Aufsätze  (Grelles  Journal,  Bd.  59  (1861))  nicht  exphzite  angegeben  und  doch  beruhen, 
wie  mir  scheint,  verschiedene  Aussagen  nur  auf  diesem  Umstände  und  gelten  nicht 
für  Jacobische  Gleichungen  sechsten  Grades  schlechthin. 


I 
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hindurchgeht.  Eine  solche  Kurve  läßt  sich  aber  aus  A,  B,  C  nicht  zu- 
sammensetzen, also  ist  der  Ausdruck  identisch  Null.  —  So  kommt  schließ- 
lich die  Jacobische  Gleichung  in  bekannter  Form: 

(12)  {z-Ay-iÄ{z-A)'  +  10B{z-A'f-C(z-A)  +  {^B'-AC)=0, 
wo  nur  die  Zahlenkoeffizienten  durch  Vergleich  einzelner  Glieder  haben 
bestimmt  werden  müssen. 

§6. 
Berechnung  gewisser  Ausdrücke. 

Weiterhin  bedarf  ich  gewisser  Ausdrücke,  die  ich  gleich  hier,  unter 
Benutzung  des  geometrischen  Bildes,  berechnen  will. 

Die  erste  Aufgabe  sei:  das  Aggregat  der  12,  20,  30  geradlinigen 
Tangenten,  welche  A  =-  0  in  den  Punkten  f{rj-^,rj^)  =  0,  H  {r}^,  rj^)  =  0^ 
T {r}^,  ri^)  =  0  berühren,  als  ganze  Funktionen  von  A,  B,C  darzustellen. 

1.  Die  12  Tangenten  in  den  Punkten  f.  Ein  Paar  zusammen- 
gehöriger Tangenten  heißt  Ay^A^=^(),  oder,  wenn  wir  die  Wurzeln  z  der 
Jacobischen  Gleichung  benutzen,  z^  —  h  A  =  0.  Daher  erhält  man  den 
gesuchten  Ausdruck  (bis  auf  einen  unbestimmt  bleibenden  Zahlenfaktor), 
wenn  man  in  die  linke  Seite  der  Ja cobi sehen  Gleichung  z  =  h  A  einträgt. 
Auf  diese  Weise  kommt: 

(13)  L  =  B^  -AC  +  12^A^B. 

2.  Die  20  Tangenten  in  den  Punkten  H.  Einen  Punkt,  der  sich  auf 
einer  dieser  Tangenten  bewegt,   kann  man   folgendermaßen   darstellen*^): 

^  =  (.^-.«)(A  +  (5  +  3V5)), 

^,  =(£^-£»)(/l&-4V5), 

\a  +  b)  =  ^+fi,    a6=-l). 

Setzt  man  X   =2   -S-ju,  so  wird  hiermit : 
A  =  -300, 

5  =  2'^5'(/^^  +  10/^-2), 
(7=-2'^3.5'''(5/x^-2.3.5^^-2). 

Nun   eliminiere   man  /i  zwischen  -y  und  — ^.     So  gewinnt  man,   ab- 

A  A 

gesehen  von  Zahlenfaktoren,  den  Ausdruck: 

(14)  Jf  =  C'  +  2'.  75-45'  +  2'. 35  ^'5(7 

-^2''l2hA'B'-2''l^A'C-2''hA'B  +  2''A'\ 

*2)  [Hierbei  sind  die  Werte  von  h'  und  T'  benutzt,  die  in  der  Fußnote  ^2)  auf 
S.  326  angegeben  sind.     K.] 

23* 
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3.  Die  SO  Tangenten  in  den  Punkten  T,     Man  setze 


A^==i\l  +  2iX, 

A,=  ■Vi+Ti-x  +  V'^, 

A^=    VlA-2i-X-V~^. 


Dann  wird: 


-4-=  -a'-  5/+  5/  +  1, 

A 
—,-=- 3;i''+ 45^+10/ +  50/ +  25 A'  +  l, 

4:A 

und  hieraus  durch  Elimination  von  A": 

(15)  N  =  C^  —  2^S^B'-2^3^^b'7AB''C-2''Sb'nA''BC' 

-2^3'-5.349^'.B'+2''-3.511^*5'C-2'-3.11.17^'C' 
+  2''. 5 -691  ^'5'-  2''-3-5'-17^'50-2''.3-5-37^'5' 
+  2'^3-23^''C-2'^3.5^''5+2''.^''^^).    - 

Die  zweite  Aufgabe  erwächst  aus  folgendem.  Jedesmal  60  Punkte 
des  Kegelschnittes  A  werden  durch  die  ternären  Substitutionen  (3)  zu- 
sammengeordnet. Man  konstruiere  in  ihnen  die  Tangenten  und  bringe 
sie  zum  gegenseitigen  Durchschnitte.  Es  handelt  sich  darum,  den  geome- 
trischen Ort  dieser  Durchschnittspunkte,  bzw.  die  verschiedenen  Teile, 
aus  denen  er  besteht,  durch  A,  B,  G,  D  darzustellen. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  lineare  Transformation  in  sich  ver- 
wandelt wird  und  man  bringt  die  Tangenten  zum  D;irchschnitt,  welche 
in  Punkten  berühren,  die  durch  die  Kollineation  einander  zugeordnet  sind, 
so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Durchschnittspunkte  bekanntlich  ein 
Kegelschnitt,  welcher  den  gegebenen  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt, 
die  bei  der  Kollineation  fest  bleiben.  Derselbe  Kegelschnitt  wird  erhalten, 
wenn  man  die  betr.  lineare  Substitution  durch  ihre  inverse  ersetzt. 

Nun  sind  uns  60  lineare  Substitutionen  gegeben,  von  denen  eine,  die 
Identität,  als  mit  der  Problemstellung  nicht  verknüpft,  von  vornherein 
auszuschließen  ist.  Unter  den  59  anderen  finden  sich  zunächst  15  von 
der  Periode  2,  welche  je  ein  Punktepaar  von  T  ungeändert  lassen.  Bei 
ihnen  ist  die  anfängliche  Substitution  mit  der  inversen  identisch.  Infolge- 
dessen artet  der  Ortskegelschnitt  für  jede  derselben  aus  in  die  gerade 
Linie,  welche  das  festbleibende  Paar  von  Punkten  verbindet.  Daher  haben 
wir  als  ersten  Bestandteil  der  gesuchten  Ortskurve  die  aus  15  geraden 
Linien  bestehende  Kurve 

D  =  0. 

*^)  [Die  Formeln  (13),  (14),  (15)  wurden  mit  entsprechenden  Formeln  von 
Herrn  Coble  in  den  Transactions  of  American  Mathematical  Society  Bd.  9  (1908) 
verglichen,  nachgeprüft  und,  wo  es  nötig  war,  verbessert.] 
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Betrachten  wir  ferner  die  20  Substitutionen  von  der  Periode  3.  Sie 
lassen  paarweise  dasselbe  Punktepaar  von  H  ungeändert,  und  von  zwei 
in  dieser  Weise  zusammengehörigen  Substitutionen  ist  die  eine  die  inverse 
der  anderen;  Daher  erhalten  wir  zehn  Ortskegelschnitte,  welche  ^  =  0  in 
den  Punktepaaren  von  H  berühren.     Ich  finde  für  einen  derselben: 

Ein  beliebiger  Punkt  desselben  wird  gewonnen,  wenn  man  setzt: 

^,  A  =  — ^-7^  [3 (5  +  V6) aV^  -  (3  +  V5)  V2  (aV  +  V") 

Trägt  man  diese  Werte  in  A,  B,  C  ein,  so  erhält  man  Formeln  von 
folgender  Gestalt: 

A 


1 


A 
wo  a,  ß,  ...    reelle  ganze  Zahlen   sind    (die  ich  noch  nicht  berechnete) 

und  Q  =      3  ^      gesetzt    ist.     Die  Elimination  von   g  gibt  den  gesuchten 

Ausdruck : 

(16)  H  =  C'-^AR, 

der,  gleich  Null  gesetzt,  das  Aggregat  der  zehn  Kegelschnitte  darstellt. 
{R  bedeutet  dabei  eine  von  mir  noch  nicht  berechnete  ganze  Funktion 
von  Ä,  B,  C.) 

Die  24  Substitutionen  von  der  Periode  5,  welche  noch  übrig  sind, 
liefern  noch  zwei  Bestandteile.  Die  vier  Substitutionen  nämlich,  welche 
ein  Punktepaar  von  f  ungeändert  lassen,  gehören  paarweise  wieder  zu- 
sammen als  direkte  und  inverse  Operation,  und  durch  sie  werden  also 
zwei  Kegelschnitte  bestimmt.     Ich  finde  für  eins  dieser  Paare: 

^  +  (5±2V5)^o'  =  0 
oder,  unter  Benutzung  der  Jacobischen  z: 

2„  =  (5T2V5)^. 
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Substituiert  man  diese  Werte   in  die  Jaco bische  Gleichung,   so  kommen 
die  beiden  noch  fehlenden  Ausdrücke: 

'  jPi  =  2"(445  +  199V5)^'-5-2'(9  +  4V5)4'5. 

■+(5  +  2V5)^0  +  5  5'',^ 
F^  =  2'' (445  -  199  V5)yl'  -  5.2'(9  -  4  V5)^'^ 

+  (5-2V5)^C  +  55', 


(17) 


und   die   Ortskurve,    welche   wir  suchten,    hat  also   schließlich' diese  Glei- 


I 


§7. 


Zurückführung  des  neuen  Problems  auf  das  Fundamentalproblem  des 

ersten  Abschnitts. 

Mit  Hilfe  dieser  Rechnungen  kann  man  nun  die  Bestimmung  der 
Aq,  A^,  A^  aus  A,  B,  G,  D  folgendermaßen  explizite  auf  das  Funda- 
mentalproblem des  vorigen  Abschnittes  zurückführen**).  Es  seien  —  und 
jr-  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung : 

Q  ="  A-i  x^^  -f-  2i  Jxq  x^  x^       -^2  *^2  ^^^^  ^5 

so  werden  —  und  -~,  jedes  für  sich,  durch  die  60  Ikosaedersubstitutionen 
des  vorigen  Abschnittes  transformiert,  wenn  A^^,  A^,  A^  durch  die  60 
ternären  Substitutionen  (3)  umgewandelt  werden.    Daher  hängen  ~  und 

^  jedes  von  einer  Ikosaedergleichung  ah: 


V-2 


3/  X  rrS 


(18)  1728^^4^  =  X„         1728^4^J=Z„ 

wo  die  Parameter  X^,  X^  rationale  Funktionen  von  VA,  B,  C,  D  vor- 
stellen. 

Diese  X^,  X^  berechne  ich  nach  einer  Methode,  die  ich  auch  im 
folgenden  Abschnitte  bei  ähnlichen  Aufgaben  noch  anwende  (obgleich  ich 
ihr  keinerlei  prinzipielle  Bedeutung  beilege).     Ich  setze  vorab: 

q  =  Aj^xl-i-2  Aq  x^  ajg  —  A^  xi  =  (t]^  x^  —  rj^  x^)  (C^  ^1  —  ^i  ^2 ) 

und  betrachte  nun  die  drei  Resultanten: 


**)  Vgl.  dazu  ßrioschi,   Annali  di  Matematica,   Ser.  II,  t.  I  (1867/68),  S.  230. 
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(19) 


Diese  drei  Resultanten,  gleich  Null  gesetzt,  stellen  im  Sinne  des 
vorigen  Paragraphen  die  dort  berechneten  Aggregate  der  an  A  in  den 
Punkten  f,  H,  T  konstruierbaren  Tangenten  vor.  Denn  wenn  z.  B.  die 
Resultante  von  /  und  q  verschwindet,  so  bedeutet  das,  für  jene  Inter- 
pretation, daß  eine  der  beiden  Tangenten,  welche  man  von  Aq,  J.^,  A<^ 
an  A  legen  kann^,  in  einem  Punkte  f  berührt.  —  Die  Besultanten  l,  m,  n, 
sind  daher,  bis  auf  Zahlenfaktoren,  gleich  den  drei  soeben  berechneten 
Ausdrücken   L,  M,  N.     Die  Zahlenfaktoren    aber   ergeben   sich  einfach, 

weiin  man  ^  =  ^  setzt,  wo  denn  ^  =  0,   B=  —  t  C  =  ~  144: H  wird. 

Auf  diese  Weise  kommt : 


(20) 


l=12^L, 

m  =  12~^  M, 

N 


n  = 


18 


Aber  es  sind  X^,  X^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 


Hier  ist  der  erste  Koeffizient 
berechnet  sich  wegen 


144'  der  dritte  =  j^ 


und  der  mittlere 


gleich : 


T"=  12f'-l2^H' 


l'+ 


144 


Daher  erhält  man  als  Werte  der  Parameter: 
(21) 


!^:1 


l  +m'' 


V{f  +  m^-n^"f-U^m^ 


21 


wo  die  l,  m,  n  durch  Formel  (20)  definiert  sind. 

Untersuchen  wir  noch  den  Wert  der  Diskriminante.  Es  werden  X^ 
und  X^  zunächst  einander  gleich,  wenn  —  mit  -^  identisch  ist.  Dies  gibt 
für  die  Diskriminante  den  Faktor  A.  X^  und  X^  werden  aber  auch 
einander  gleich,  wenn  —  aus  ~,  oder,  was  dasselbe  ist,  ^  aus  —  durch 
eine  der  59  nicht  identischen  Ikosaedersubstitutionen  hervorgeht.    Die  Dis- 


360  SubßtitutionBgruppen  und  Gleichungstheorie. 

kriminante  enthält  daher  noch  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten 
Ausdrücke  D,  H,F^,F^,  jeden  quadratisch.  Hiermit  ist  sie,  da  sie  vom 
hundertzwanzigsten  Grade  ist: 

120  =  2  +  2  (15  +  20  +  12  +  12), 
erschöpft,  man  hat  also,  unter  c  einen  Zahlenfaktor  verstanden: 


(22)  ±V(Z'  +  m^-n^)'-4Z'm^  =  ±cDHF^F.^^/a. 
durch  Vergleichung  eines  Gliedes  beiderseits  findet  man: 

(23)  c  =  |. 

§  8. 

Bestimmung  der  JLo,  Ai,  A^. 

Um  jetzt  ^Q,  A^^  A^  zu  bestimmen,  berechne  man  zunächst  yj^  und 
»/2,  sowie  ti  und  ^2  [ihren  Verhältnissen  nach]  gemäß  Anleitung  des  vorigen 
Abschnittes  aus  den  hier  aufgestellten  Ikosaedergleichungen  und  bemesse 
ihre  absoluten  Werte  derart,  daß  die  Resultanten  f{rj^,  Vi)'f{^ii  ^2)  ^^^• 
mit  L,  M,  N  übereinstimmen.  Die  Frage,  welche  Werte  rj  und  C  zu- 
sammengehören, beantwortet  sich  im  allgemeinen  aus  der  Formel: 

(24)  r,^i,-v,C,=VA. 

Die  zusammengehörigen  Vorzeichen,   welche  man   r]^,  rj^  und  C15  C^  zu  er- 
teilen hat,  folgen  aus  dem  Werte  von  D.     Schließlich  ist: 

(25)  A,  =  v,C„      A,=  -r,,C„      ^„=-l'-toiiL. 

Man  kann  verlangen,  das  Ci,  ^2?  welches  zu  einem  t;^,  t]^  gehört, 
rational  durch  dieses  und  bekannte  Größen  auszudrücken.  Nach  einer 
Mitteilung,  die  ich  Gordan  verdanke,  erreicht  man  dies  z.B.  folgender- 
maßen.    Man  stelle 

fiv„  %)-f{^i,  fj  =  L,       H{r,„  n^)-H{i:„  Q  =  12-* Jf, 

7'(^.,,,).T(f.,CJ  =  ^, 

wie    soeben  geschehen,    als  Funktionen  von  A,  B,  C  dar  und  polarisiere 

^  nach  |i.     So  wird  A^  fd.  h.  ^.rj^M.r)    gleich    Null    und    also: 

12^ff(,),.ff(C)  =  ^.£.  +  ^-C„ 
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Daher: 


(26) 


fivh 


H(vh 


'  f{n) 

'-  '^'^  HM 

iO  •  XT 

dL 
dB 

dM 
dB 

dN 

dB 

dL 

dM 

dN 

dC 

dC 

dC 

Diese  Formel  ist  in  ti,  C2  linear,  liefert  also  -^  als  rationale  Funktion 
von  ^  *% 

§9. 

Über  die  Notwendigkeit  der  bei  der  Auflösung  benutzten 
Quadratwurzel  ^^). 

Die  Quadratwurzel,  welche  die  beiden  Parameter  X^,  X^  scheidet, 
spielt  eine  bemerkenswerte  Rolle.  Sie  dient  nicht  dazu,  die  Galoissche 
Gruppe  des  Problems  zu  reduzieren.  Denn  die  Galoissche  Gruppe  umfaßt 
vorher  wie  nachher  (bei  der  Ikosaedergleichung)  60  Substitutionen.  Trotz- 
dem ist  sie  (oder  eine  äquivalente  Irrationalität)  bei  der  Zurückführung  des 
Problems  auf  eine  Ikosaedergleichung  im  allgemeinen  notwendig.  [  Sie  ist  das, 
was  ich  später  eine  akzessorische  Irrationalität  nannte.]    Es  sei  nämlich 

wiAo,  A^,  ^2)' 

wo  (p,  yj  ganze  rationale  Funktionen  ohne  gemeinsamen  Teiler,  von  einer 

Ikosaedergleichung  abhängig.    Dann  soll  sich  — ,  sobald  auf  A^,  A^^  A^ 

die  60  ternären  Substitutionen  (3)  angewandt  werden,  durch  die  60  Ikosa- 
edersubstitutionen  transformieren.  Das  ist  bei  durchaus  willkürlichen 
Aq,  A^,  A^  nur  möglich,  wenn  sich  99  und  yj  durch  die  binären  Substi- 
tutionen (4)  des  vorigen  Abschnittes  umformen.  Aber  die  Zahl  dieser 
Substitutionen  ist  (mindestens)  120,  und  das  ist  mit  der  Zahl  60  der 
ternären  Substitutionen  unverträglich. 

Dagegen  gibt  es  selbstverständlich  spezielle  Wertsysteme  von  A^^A^^A^^, 
bei  denen  die  Quadratwurzel  vermieden  werden  kann.  Ein  Beispiel  ist 
dieses.  Es  gibt  rationale  Kurven,  welche  durch  die  60  ternären  Substi- 
tutionen in  sich  übergeführt  werden.  So  ist  der  Kegelschnitt  ^  =  0  (bei 
dem  unsere  Behauptung  selbstverständlich  ist),  so  ist  die  Kurve  zehnter 
Ordnung    0  =  0.      Stellt    man    jetzt    die    Koordinaten    A^,  A^,  A^    eines 


*^)  [Im  Ikosaederbuch,  S.  235 — 236  wird  die  im  Text  behandelte  Aufgabe  noch 
einfacher  gelöst.     K.] 

^®)  Vgl.  den  letzten  Paragraphen  des  dritten  Abschnittes. 
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Punktes  einer  solchen  Kurve  in  gewöhnlicher  Weise  rational  durch  einen 
Parameter  X  dar,  so  wird  ^,  sobald  man  eine  der  60  ternären  Substitu- 
tionen macht,  seinerseits  eine  (gebrochene)  lineare  Substitution  erfahren, 
weil  das  ganze  Gebiet  der  Kurve  eindeutig  in  sich  transformiert  wird. 
Daher  hängt  nach  §  4  des  ersten  Abschnittes  eine  geeignete  lineare  Funk- 
tion von  X,  d.  h.  eine  rationale  Funktion  von  A^,  A^^,  A^  von  einer  Ikosa- 
edergleichung  ab.  —  Eine  ähnliche  Überlegung  war  es,  wie  ich  beiläufig 
bemerke,  welche  mich  zuerst  zu  der  Methode  des  §  7  geführt  hat*').  Um 
das  allgemeine  Problem  auf  eine  Ikosaedergleichung  zurückzuführen,  suchte 
ich  dem  Punkte  Aq,  A^,  A^  in  einer  durch  lineare  Substitution  unzerstör- 
baren Weise  einen  Punkt  des  Kegelschnittes  A  zuzuordnen,  dessen  Be- 
stimmung dann  von  einer  Ikosaedergleichung  abhängen  mußte.  Die  Zu- 
ordnung, wie  sie  in  §  7  verwandt  wird,  besteht,  geometrisch  zu  reden, 
einfach  darin,  daß  man  von  Aq,  A^,  A^  eine  Tangente  an  A  legt  und 
nun  den  Berührungspunkt  als  zugeordnet  ansieht. 

Ein  anderes  Beispiel  von  mehr  partikulärem  Charakter  gibt  der  Fall 
B=0.  Die  sogleich  aufzustellende  (Brioschische)  Resolvente  fünften 
Grades  nimmt  dann  die  Bring- Jerrard sehe  Form  an,  und  diese  subsumiert 
sich  unter  diejenigen  Gleichungen  fünften  Grades,  welche  ich  im  dritten 
Abschnitte  durch  eine  Ikosaedergleichung  löse.  Dem  geht  folgende  Kon- 
struktion in  der  Ebene  Aq,  A^,  A^  parallel,  wie  ich  hier  ohne  Beweis 
angebe.  Man  kann  um  A  =  0  unendlich  viele  Dreiecke  beschreiben,  deren 
Ecken  auf  B  liegen,  Jeder  Punkt  auf  B  ist  Ecke  eines  solchen  Dreiecks, 
während  jede  Tangente  von  A  dreimal  als  Dreiecksseite  benutzt  wird. 
Ordnet  man  nun  dem  Punkte  auf  B  den  Berührungspunkt  der  gegenüber- 
stehenden Seite  mit  ^  zu,  so  ist  B  auf  A  eindeutig  (allerdings  nicht  um- 
kehrbar eindeutig)  bezogen.  Der  Punkt  auf  A  ist  durch  eine  Ikosaeder- 
gleichung bestimmt,  und  von  ihm  geht  man  rational  zu  dem  Punkte  auf 
B  zurück,  indem  man  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Jaco bischen 
Gleichung  benutzt. 

§10. 

Brioschis  Resolvente  vom  fünften  Grade  und  die  Diagonalfläche 

dritter  Ordnung. 

Ich  betrachte  zum  Schlüsse  noch  die  Resolvente  fünften  Grades,  welche 
Brioschi,  wie  in  §  13  des  ersten  Abschnittes  berichtet,  bei  den  allge- 
meinen Jaco  bischen  Gleichungen  aufgestellt  hat.  Dieselbe  erwächst  geo- 
metrisch aus  dem  Umstände,  daß  man  die  15  Verbindungsgeraden  der 
sechs  Fundamentalpunkte  der  Ebene  A^,  A^,  A^  derart  auf  fünf  Dreiecke 

^')  [Vgl.  die  Erlanger  Sitzungsberichte  vom  13.  Nov.  1876.] 
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verteilen  kann,  daß  die  Seiten  jedes  Dreiecks  alle  Fundamentalpunkte  ent- 
halten^^).   In  der  Tat  stellt  der  Ausdruck  (Gleichung  (20)  des  Abschn.  I): 

(27)  y^  =  e^P^-\-e^^P^+e^^'P^  +  e^^P,, 

gleich  Null  gesetzt,  für  die  verschiedenen  Werte  von  v  die  fünf  Dreiecke 
dar,  wie  leicht  zu  kontrollieren.  P^,  P^,  Pg,  P^  repräsentieren,  gleich 
Null  gesetzt,  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  ebenfalls  durch  sämtliche 
Fundamentalpunkte  hindurchgehen.  Die  Gleichung  fünften  Grades  selbst 
(Gleichung  (22)  des  Abschn.  I): 

2/!  +  10  ^2/"  +  5  (95' -  2l  0)  2/ -  12i)  =  0 

berechnet  man  wieder  mit  Leichtigkeit  aus  dem  Verhalten  der  Kurven  y,, 
in  den  Fundamentalpunkten  (vgl.  §  5,  Abschn.  II).  Zumal  sieht  man 
a  priori  ein,  daß 

(28)  2^2/ =  0,    Zy'  =  ^ 

sein  muß,  weil  es  keine  ganze  Funktion  von  A,  B,  C,  D  gibt,  welche 
den  dritten  oder  neunten  Grad  besitzt. 

Nun  kann  man  diesen  Formeln  eine  geometrische  Deutung  geben, 
durch  welche  der  Zusammenhang  dieser  Betrachtungen  hergestellt  wird 
mit  denjenigen,  die  Clebsch  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  S.  336 ff. 
entwickelt  hat.  Die  in  A^,  Aj^,  A^  rationalen  Ausdrücke  y^  befriedigen 
in  allgemeinster  Weise  die  Bedingungen  yy  =  0,  2Jy^  =  ^-  Betrachtet 
man  also  {wie  im  folgenden  Abschnitte  durchgängig  geschieht)  die  y  als 
Pentaeder koordinaten  im  Baume,  so  vermitteln  sie  die  eindeutige  Ab- 
bildung der  durch  dieses  Gleichungspaar  dargestellten  Diagonalfläche  auf 
die  Ebene  A^,  A^,  Ac^.  Es  ist  nützlich,  sich  zu  orientieren,  was  die 
hauptsächlichen  in  der  Ebene  verlaufenden  Kurven  für  die  Fläche  bedeuten. 
Die  sechs  Fundamentalpunkte  der  Ebene  sind  in  der  Tat  die  Fundamental- 
punkte der  Abbildung;  sie  stellen  sechs  auf  der  Fläche  verlaufende  ge- 
rade Linien  dar.  Die  sechs  weiteren  geraden  Linien,  welche  mit  ihnen 
die  ausgezeichnete  Doppelsechs  bilden  (Clebsch,  Math.  Annalen,  Bd.  4, 
S.  336),  sind  durch  die  Kegelschnitte  z  —  A  =  0  des  §  5  gegeben.  Die 
Kurve  D  =  0  repräsentiert  die  15  übrigen  geraden  Linien  der  Diagonal- 
fläche. J5  =  0  gibt  den  Schnitt  der  Diagonalfläche  mit  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  2!y^  =  0,  und  endlich  ^  =  0  und  0  =  0  bilden  gemeinsam  den 
in  zwei  rationale  Bestandteile  zerfallenden  Schnitt  der  Diagonalfläche  mit 
der  Fläche  vierter  Ordnung  20  ^ 2/^  =  (2/2/")^  (^g^-  Abschn.  I,  §15). 

Wenn  man  jetzt  die  y  beliebig  untereinander  vertauscht,  so  erfährt 
die  Diagonalfläche  (räumliche)  Kollineationen,  welche  sie  in  sich  überführen. 
Denselben  entsprechen  eindeutige  Transformationen  der  Bildebene  in  sich. 

**)  Diese  fünf  Dreiecke   sind  zugleich  Polardreiecke  für  den  Kegelschnitt  ^  =  0. 
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Den  geraden  Vertauschungen  der  y  insbesondere  entsprechen  die  60  ternären 
Substitutionen  des  §  3  dieses  Abschnittes.  Die  ungeraden  Vertauschungen 
aber  ergeben  Umformungen,  welche  über  den  Kreis  der  bisher  betrachteten 
Gegenstände  hinausführen.  Es  sind  60  Cremonatransformationen,  welche 
die  geraden  Linien  der  Ebene  in  Kurven  fünfter  Ordnung  überführen, 
die  in  den  Fundamentalpunkten  Doppelpunkte  haben*^).  Sie  bilden  mit 
den  60  Kollineationen  zusammen  eine  Gruppe  von  120  Transformationen. 
Bei  ihnen  bleiben  die  Kurven  5^0,  D  =  0  ungeändert,  die  Kurven 
^  =  0  und  (7=0  vertauschen  sich,  desgleichen  die  Fundamentalpunkte 
mit  den  Kegelschnitten,  welche  durch  fünf  Fundamentalpunkte  hindurch- 
gehen. Wendet  man  auf  die  ursprünglichen  ^^ ,  A^,  A^  die  ternären  line- 
aren Substitutionen  an,  so  erfahren  auch  die  transformierten  A^,  A^,  A^ 
derartige  Substitutionen.  Aber  e  ist  dabei  durch  e^  ersetzt.  Wir  finden 
also  eine  Umformung  der  allgemeinen  Ja co bischen  Gleichung  in  eine  zweite, 
analog  der  zweiten  Klasse  von  Umformungen,  die  wir  beim  Ikosaeder  in 
§18  des  vorigen  Abschnittes  studierten.  Eben  diese  Umformungen  (und 
die  anderen  hier  nicht  berührten,  welche  s  ungeändert  lassen)  hat  Bripschi 
in  den  Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  1  untersucht;  ich  gehe  deshalb  nicht 
näher  auf  sie  ein;  aber  ich  wollte  wenigstens  aussprechen,  wie  naturgemäß 
man  zu  ihnen  gelangt,  wenn  man  von  den  Kollineationen  ausgeht,  welche 
die  Diagonalfläche  in  sich  überführen. 


Abschnitt  III. 

Eine  neue  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades. 

In  diesem  dritten  Abschnitte  zeige  ich,  daß  man  die  Gleichungen 
fünften  Grades,  bei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der 
Wurzelquadrate  verschwindet,  explizite  mit  Hilfe  einer  Ikosaedergleichung 
lösen  kann.  Es  ist  das  gewissermaßen  die  Umkehrung  der  Betrachtungen  in 
§  16,  17  des  ersten  Abschnittes.  Die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  ist  dadurch  darauf  zurückgeführt,  die  Gleichung  vorab  durch 

^*)  Z.  B.  unter  q  einen  ProportionaHtätsfaktor  verstanden: 

^  ^0  =  —  8^0^  ^1^2  +  6^0^1  A^  —  {A1+A2), 
gA[  =  2  (8^0  a!  -  4.AI  aI  -  2A^  A^  aI  +  aI  A^), 
QA[^2{SAlAl-^AlA!-2A,AlA^^-A^At). 

[Vgl.  zu  dem  ganzen  §  10  wieder  den  Zusatz  II  zu  der  Arbeit  „Über  Flächen  dritter 
Ordnung"  (Abb.  XXXV,  S.  56 ff.).  Ich  empfehle  besonders,  die  gestaltlichen  Umände- 
rungen zu  verfolgen,  welche  die  dem  Ikosaeder  umgeschriebene  Kugelfläche  bei  den 
im  Text  besprochenen  Cremonatransformationen  fünfter  Ordnung  erleidet.  Hinsicht- 
lich dieser  Cremomitransformationen  vgl.  Näheres  bei  Wim  an  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  48  (1896/97).     K.] 
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eine  Tschirnhausen -Transformation  auf  die  genannte  einfache  Form  zu 
bringen.  Ich  würde  gern  eine  ausgeführte  Vergleichung  dieser  Lösungsmethode 
mit  der  Her  mit  eschen  und  der  Kronecker  sehen  hinzugefügt  haben,  die 
alle  untereinander  enge  verwandt  sind.  Aber  es  verlangt  das  durchaus  ein 
Eingehen  auf  die  Eigentümlichkeit  der  elliptischen  Funktionen  und  deshalb 
verschiebe  ich  noch  diese  Auseinandersetzung'^^). 

§  1. 
Geometrischer  Ansatz. 

Es  mögen  <lie  fünf  Wurzeln  y^,  y^,  y.^,  y^,  y^  einer  Gleichung  fünften 
Grades  an  die  Bedingung  geknüpft  sein :  Vy  =  0  und  übrigens  nur  die 
Verhältnisse  der  Wurzeln  beachtet  werden.  Dann  fasse  ich  die  y  auf  als 
Pentaederkoordinaten  eines  Raumpunktes,  der  120  im  allgemeinen  ver- 
schiedene Lagen  annimmt,  wenn  man  die  y  auf  beliebige  Weise  permutiert. 
Diesen  Permutationen  gebe  ich  dann,  und  das  ist  für  meine  Anschauung 
das  Wesentliche,  die  Bedeutung  von  KoUineationen  des  Baumes.  (Vgl. 
meine  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  [=  Abh.  L,  S.  262 ff.].) 

Ist  nun  insbesondere  noch  Tjy'^  =  0  [in  welchem  Falle  ich  die  Glei- 
chung fünften  Grades  später  als  Hauptgleichung  bezeichnete],  so  liegen  die 
120  Punkte  alle  auf  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Fläche  zweiten 
Grades,  die  ich  als  Fläche  Y  [=  Hauptfläche  ]  bezeichne.  Aber  eine  Fläche 
zweiten  Grades  trägt  zwei  Scharen  geradlinig  Erzeugender,  und  auch  diese  wer- 
den bei  den  120  KoUineationen  transformiert.  Man  zeigt  leicht:  Bei  den 
60  KoUineationen,  welche  durch  gerade  Vertauschungen  der  y  vorgestellt 
sind,  wird  jede  Schar  der  Erzeugenden  in  sich  transformiert;  hei  den 
übrigen  KoUineationen  werden  die  Scharen  untereinander  vertauscht. 
Nun  mache  man  denselben  Schluß,  der  schon  in  §  9  des  vorigen  Ab- 
schnittes angewandt  wurde.  Die  Erzeugenden  einer  Art  der  Fläche  zweiten 
Grades  bilden  eine  rationale  Mannigfaltigkeit  erster  Dimension;  sie  lassen 
sich  rational  durch  einen  Parameter  l  darstellen,  so  daß  zu  jeder  Er- 
zeugenden nur  ein  Wert  von  l  gehört.    Eine  räumliche  Kollineation  daher. 


^^)  Vgl.  indes  die  bereits  genannte  Note  in  den  Rendiconti  del'  Istituto  Lom- 
barde vom  April  1877.  [Ausführlicher  ist  dies  in  der  wiederholt  genannten  Arbeit  „Über 
die  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auflösung  des  Gleichungen 
fünften  Grades"  (1878)  geschehen.  —  Ich  will  auch  gleich  bemerken,  daß  die  ganzen 
umständlichen  Rechnungen  mit  symmetrischen  Funktionen,  die  in  §  3,  5,  9,  10  des 
Textes  folgen,  von  Gordan  invariantentheoretisch  abgekürzt  sind  und  schließlich 
durch  den  einfachen  Gedanken  überflifssig  gemacht  sind,  den  L.  Kiepert  in  den 
Göttinger  Nachrichten  vom  17.  Juli  1878  oder  auch  in  Grelles  Journal,  Bd.  87  (1879) 
ausgesprochen  hat:  die  ausgerechnete  Hauptre solvente  der  Ikosaedergleichung  direkt 
mit  der  zur  Auflösung  vorgelegten  Hauptgleichung  fünften  Grades  zu  vergleichen. 
So  ist  es  auch  im  Ikosaederbuch  ausgeführt.     K. 
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welche  die  Erzeugendenschar  in  sich  transformiert,  ist  mit  einer  linearen 
Transformation  von  l  äquivalent.  Also  sind,  nach  §  4  des  ersten  Ab- 
schnittes, die  60  Werte  von  X ,  welche  60  zusammengehörigen  Erzeugenden 
entsprechen,  von  einer  Ikosaedergleichung  abhängig  (vgl.  Math.  Annalen, 
Bd.  9  [=  Abh.  LI,  S.  300 f.]). 

Um  jetzt  die  Gleichung  fünften  Grades  zu  lösen,  bei  der  ^2/  =  ^j^H 
2Jy^  =  0,  bestimme  man  vor  allem  die  60  Erzeugenden  der  einen  (ersten)  ^ 
Art,  welche  durch  die  60  Punkte  hindurchlaufen,  die  aus  dem  Punkte 
Vol^iy^y-sVi  ^^^^^  die  geraden  Vertauschungen  der  y  entstehen.  Die  Para- 
meter dieser  Erzeugenden  sind  gebrochene  lineare  homogene  Funktionen 
der  y;  es  wird  in  erster  Linie  darauf  ankommen,  die  Parameter  so  zu 
wählen,  daß  die  aufzustellende  Ikosaedergleichung  in  kanonischer  Form 
erscheint.  Dann  handelt  es  sich  zweitens  darum,  die  Ikosaedergleichung 
wirklich  zu  bilden.  Und  drittens  sind  die  Wurzeln  y  als  rationale  Funk- 
tionen der  Wurzeln  dieser  Ikosaedergleichung,  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, als  rationale  Funktionen  einer  Wurzel  der  Ikosaedergleichung 
darzustellen.  Mit  diesen  drei  Problemen  werde  ich  mich  der  Reihe  nach 
beschäftigen. 

§  2. 
Nähere  Betrachtung  der  Fläche  W, 

Durch  die  60  geraden  Vertauschungen  der  y  —  welche  fortan  allein 
in  Betracht  kommen  sollen  — ,  werden  die  Erzeugenden  erster  Art  auf  Y 
und  ebenso  die  Erzeugenden  zweiter  Art  in  Gruppen  von  je  60  zusammen- 
gefaßt. Unter  diesen  Gruppen  muß  es  jedesmal  eine  geben  —  sie  soll 
f^  bez.  f^  heißen  — ,  die  nur  aus  12  verschiedenen  Linien  besteht,  eine 
zweite  —  H^^  oder  H^  — ,  die  nur  20,  und  eine  dritte  —  T^  oder  T^  — , 
die  nur  30  verschiedene  Linien  umfaßt.  Ich  werde  hier  zuvörderst  diese 
ausgezeichneten  Gruppen  analytisch  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man,  daß  man  auf  Y  von  vornherein 
gewisse  Gruppen  zusammengehöriger  Punkte  kennt,  die  weniger  als  60 
verschiedene  Punkte  umfassen.     Es  sind  dies: 

I.  Zwei  Gruppen  von  je  12  Punkten.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
sind  die  fünften  Einheitswurzeln.    Man  erhält  die  ersten  zwölf,  wenn  man 

J.«         C^         Ca         C«         Cf 

auf  gerade  Weise  vertauscht,  und  die  zweiten  zwölf  entsprechend  aus 

J.«        Ök        ^9        ^       9        C* 

IL  Eine  Gruppe  von  20  Punkten,  Unter  a  eine  dritte  Einheits- 
wurzel verstanden,  sind  die  Koordinaten  dieser  Punkte  in  wechselnder 
Anordnung:  j^  ^^  „.^  (,^  0. 


Jk 
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III.  Eine  Gruppe  von  SO  Punkten.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
sind,  abgesehen  von  der  Eeihenfolge: 

1,  ß,  ß\  ß\  0, 
wo  ß  eine  primitive  vierte  Einheitswurzel  [also   +  *']  bedeutet. 

In  demselben  Sinne,  wie  die  Punkte,  gruppieren  sich  die  zugehörigen 
Tangentialebenen  und  die  Erzeugenden  erster  Art  oder  zweiter  Art,  welche 
dieselben  ausschneiden.     Die  Tangentialebene  eines  Punktes  y'  lautet: 

2^2// ^^  =  0. 

Es  entsprechen  also  den  Punkten  I,  II,  III  folgende  Tangentialebenen 
(in  den  hingeschriebenen  Gleichungen  hat  man  die  y  immer  vermöge  der 
60  geraden  \'ertauschungen  umzusetzen) : 


(1) 


*2/o  +  «'2/i  +  eya    +  «*2/3  +  «^  ^i  =  0 


(2) 


n.    «/(, +  «2/1 +  «''2/2  =  0, 

III.    y,  +  ßy,  +  ß"y,  +  ß^y,  =  Q. 

Dabei  bemerke  man,  daß  die  Erzeugenden,  welche  die  2  12  Ebenen  I 
ausschneiden,  paarweise  identisch  sind.  Denn  man  kann  die  2-12  Ebenen 
in  der  Weise  auf  sechs  Tetraeder  verteilen,  daß  immer  vier  Kanten  des 
Tetraeders  der  Fläche  ¥  angehören.  Ein  solches  Tetraeder  bilden  z.  B. 
die  vier  Ebenen: 

>i  ==  2/o  +  ^' 2/i  +  «' 2/2  +  «^  2/3  +  «  2/4  ' 

/^2  =  2/0 +  ^'2/1 +  «2/2    +«'2/3 +«^2/4. 

^3  =  2/o  +  «^2/i  +  «*2/2+«2/3    +«'2/4' 

2>4=2/o  +  «2/i    +«^2/2 +  €^2/3 +  «'2/4' 

die    in    der   Weise    zusammengehören,    daß    alle    aus    einer    hervorgehen, 

indem  man    statt    e    schreibt    e^,    e^,    e*^^).     Man    hat  nämlich  vermöge 

und  die  beiden  Erzeugenden  von  V  =  0  also,  die  etwa  durch  p^^^  0  aus- 
geschnitten werden,  sind  auch  bez.  enthalten  in  p^  =  0 ,  ^3  =  0. 

Man   erhält  daher  nur  24  Erzeugende  I,    dagegen  40  Erzeugende  II, 
60  Erzeugende  III,    die    sich    auf    12,   20,   30  Erzeugende    der   einen  Art 

^*)  Diese  vier  Ausdrücke,  durch  die  sich  die  y^  in  der  Form  darstellen: 

spielen  von  je  her  in  der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  eine  wichtige  Rolle, 
Ich  möchte  hier  nur  daran  erinnern,  daß  es  eben  diese  Ausdrücke  sind,  welche  oben 
(Abschn.  I,  §  13,  Abschn.  II,  §  10)  bei  der  Brioschischen  Resolvente  fünften  Grades 
mit  Pj,  Pg,  P3,  P4  bezeichnet  eind. 
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und  ebenso  viele  der  anderen  Art  verteilen.  Nun  gibt  es  unter  den  Lin^n 
erster  oder  zweiter  Art  keine  anderen  Gruppen  von  12,  20,  30  zusammen- 
gehörigen, als  /;,  ^1,  T^  bez.  f^,  H^,  T^.  Daher  werden  also  auf  ^  =  0 
die  24  Geraden  f^f^,  die  40  Geraden  H^H^,  die  60  Geraden  T^T^  aus- 
geschnitten durch  folgende  Aggregate  von  Tangentenebenen: 

1.  die  Geraden  f^f^  durch  die  12  Ebenen: 

(3)  n  (2/0  +  e'y,^  e'  2/2  +  ^'  2/3  +  ^2/4)  =  0  , 
12 

oder  auch  durch  die  12  Ebenen: 

(3a)  n  (2/0  -^e^y,+e  y,  +  e'y,  +  e^  y,)  =  0  ; 

12 

2.  die  Geraden  H^H^  durch  die  20  Ebenen: 

(4)  n(y,  +  c.2/,  +  c.^i/,)  =  0; 

20 

3.  die  Geraden  T^  T^  durch  die  30  Ebenen : 

(5)  ^{yo  +  ßy.  +  ß"y.  +  ß"y.)  =  ^^ 

20 

§  3. 

Berechnung  gewisser  symmetrischer  Funktionen. 

Sei  jetzt  die  Gleichung  fünften  Grades  mit  ^y  =  0,  2Jy^  =  0 ,  wie 
ich  immer  schreiben  will,  in  der  Gestalt  gegeben: 

(6)  2/'  +  5t.2/'  +  5^2/  +  r  =  0. 

Ich  stelle  zunächst  die  Aufgabe,  die  unter  (3),  (3a),  (4),  (5)  linker 
Hand  vorkommenden  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln  als  Funk- 
tionen von  a,  ß,  y  zu  berechnen. 

1.  Ein  Punkt,  der  aaf  einer  Erzeugenden  von  f^  oder  f^  gelegen  ist, 
ist  dargestellt  durch: 

yi  =  Q{ei  +  U^'), 

wo  ^,  .i  zwei  Parameter.  Die  Gleichung  (6),  von  der  diese  y.  abhängen, 
erhält  als  Koeffizienten: 

a=-gn\       ß=-Qn,       ;.=  -^^(l+P), 

und  also  ist  für  sie: 

a^-j-aßy  -  ß^  =  0. 

Daher  ist  die  symmetrische  Funktion  (3),  oder,  was  auf  dasselbe  hinauf- 
kommt, (3a),  bis  auf  einen  nicht  weiter  in  Betracht  kommenden  Zahlen- 
faktor gleich  dem  Ausdrucke . 

(7)  L  =  a^^aßy~ß^. 
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2.  Analogerweise  findet  man,  daß  die  zweite  symmetrische  Funktion 
verschwindet,  wenn  man  setzt: 

y,  =  Q{      2+^) 

y,^  =  Q{      2  +  Xa'^)  (oj  =  cos-^  +  *sin-^y  ^•2). 

2/4  =  ^(-3-V-15). 
Die  betreffende  Gleichung  fünften  Grades  lautet: 

y^  _  ^3 (^80,^  x^^y''  +  6 ^*  (40  -X')y-  24  ^^(8  +  f)  =  (} 
und   man  erhält  durch  Elimination  von  q,  l  den  gesuchten  Ausdruck: 

(8)  Jtf  =  -  192  a''y  +  640  a V'  +  40  ^V  /"  -  120  aß^  y  -  144/?'  +  yK 

3.  Endlich,  um  die  dritte  symmetrische  Funktion  zu  berechnen, 
multipliziert  man  am  einfachsten  zunächst  die  sechs  Faktoren,  welche  y^  in 
ausgezeichneter  Weise  enthalten.   So  kommt,  mit  Unterdrückung  des  Index : 

-hay'^  +  lhßy^  -2hyy-%a''. 

Sodann  eliminiere   man   zwischen  diesem  Ausdrucke  und  der  linken  Seite 
der  Gleichung  fünften  Grades : 

y^  +  hay^'  +  hßy  +  y 
das  y.     So  ergibt  sich: 

(9)  N  =  1728 a^""  -  7200 a'ßy+  2080 c^V'  -  576 ß^'V'  +  2760 a"^ ^'7' 

-  9360(^^/5V  +  lö200aV'  -  60(^^7*  +  ISOo^i^')/' 
-648^V-7'- 


§  4. 
Die  kanonischen  Parameter  der  Erzeugenden. 

Ich  will  den  Parameter,  durch  den  die  Erzeugenden  erster  Art  dar- 
gestellt werden,  mit  r]  =  ~^  den  Parameter  für  die  Erzeugenden  zweiter 
Art  mit  t  =  7^  bezeichnen.    Dieselben  sind,  damit  die  Ikosaedergleichung 

in  kanonischer  Form  erscheint,  in  der  Weise  auszusuchen,   daß  den  zwölf 
Linien    der  Gruppe  f^   und    ebenso    den    zwölf  Linien  der  Gruppe  f^   die- 


^^)  [Um  Verwechselungen  vorzubeugen,  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  das  x 
dieser  fünf  Formeln  verschieden  ist  von  dem  a  in  den  übrigen  Formeln  dieses  Para- 
graphen.    Jenes  ist  dritte  Einheitswurzel,  dieses  Koeffizient  der  Gleichung  (6).] 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  IL  24 
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jenigen  zwölf  Parameterwerte  zukommen,  welche  Wurzeln  der  kanonischen 
Gleichung  /"  =  0  sind,  d.  h. : 

Man  erreicht  dies,  indem  man  setzt: 


(10) 


^  =    +    -^1     —  -^2 


Ps  P4 

wo  ^j,  ^2»  Psi  Pi  ^i^  schon  wiederholt  genannten  Ausdrücke  bezeichnen. 
In  der  Tat: 

Pl=~^P2^      Pi=f^Ps 

stellen    die    Gleichungen    zweier   Ebenenbüschel    dar,    deren   Achsen    der 

Fläche  Y  angehören,    es   ist  also   —  —  ein  Parameter  für  die  Linien  der 

P2 

einen  Art,  welche  die  erste  heißen  soll,  -j-  —  ein  Parameter  für  die  Linen  der 

'    '    Ps 

anderen  Art.     Trägt    man   sodann    in   —  —  oder  +  ~    die    Koordinaten 

P2  Ps 

der  Punkte  I  (§  2)  ein,  so  entstehen  genau  die  eben  angegebenen  Wurzel- 
werte  von  f.  Durch  diese  Punkte  verlaufen  aber  die  zwölf  Linien  f^  und 
die  zwölf  Linien  f^ ,  deren  Parameter  diese  Werte  annehmen  sollten. 

Es  ist  auch  nicht  schwer,  durch  Rechnung  zu  verifizieren,  daß  sich  die 
Größen  rj,  t,  durch  die  60  Ikosaedersubstitutionen  (Abschn.  I,  Gleichung  (3)) 
transformieren,  sobald  man  die  y  in  gerader  Weise  vertauscht.  Man  braucht 
bei  der  Rechnung  nur  immer  die  Relationen  2^y=0,  ^^^  =  0  anzu- 
wenden. Dabei  zeigt  sich  das  sehr  bemerkenswerte,  ob  auch  selbstver- 
ständliche Verhalten,  daß  die  linearen  Substitutionen,  denen  yj  und  C 
unterworfen  werden,  zwar  in  ihrer  Gesamtheit  identisch  sind,  im  einzelnen 
aber  in  der  Weise  unterschieden,  daß  immer,  wo  bei  r]  die  Wurzel  e  steht, 

bei  C  zu   setzen  ist  e'^.     Denn   schreibt  man  in  ^  =  --  —  überall  e^  statt 

/  Pi 

e,  so  kommt  —  ^  =  -f-  ^  =  4  . 
P^  P^ 

Ich  füge  hier  zweckmäßig  eine  Ergänzung  zu  den  Betrachtungen  des 

ersten  Abschnittes  ein.     Bildet  man  für   die  Gleichungen  fünften  Grades, 

welche  in  §  17,  18  daselbst  betrachtet  wurden: 

die  Größen  p^^  so  kommt: 

p^  =  br)^8,      p^  =  -^hYi^S. 


LIV.  Weitere  Untersuchungen  über  das  Ikosaeder.    (Abschnitt  III.)  371 

Daher  wird  für  diese  Gleichungen  der  eine  Parameter  —  ^  =  ^ 
gleich  dem  ursprünglichen  — ,  von  dem  die  Betrachtungen  des  ersten  Ab- 
schnittes  ausgehen ;   der   zweite   Parameter  ^  =  —  -^    wird    gleich    -^ . 

7? 

Deshalb  ist,  wie  in  §  18  daselbst  ohne  Beweis  angegeben  wurde,  -^  eine 

Funktion   von  — ,    die    sich    selbst    ikosaedrisch    transformiert,    wenn  — 

den  Ikosaedersubstitutionen  unterworfen  wird,  doch  so,  daß  e  durch  e^ 
ersetzt  ist. 

§5. 
Aufstellung  der  Ikosaedergleichungen. 

Um  jetzt  die  Parameter  X^,  X^  der  Gleichungen: 

(11)  ma^^^X,,     1728  5^  =  Z, 

zu  berechnen,  schlage  ich  denselben  Weg  ein,  der  in  Abschnitt  II,  §  7 
zum  Ziele  führte,  indem  ich  vor  allen  Dingen  die  Produkte  /"(»?) /"(C), 
H{r))H{C),  T{f])T{C)  betrachte. 

Die  Gleichung  ^(,).^(O^0 

stellt,  wenn  man  sie  unter  Wegschaffung  der  Nenner  so  schreibt: 

p'.'prf{-^)-f{+^)=fi-p.,p,)-f(p„Ps)  =  o, 

ein  Aggregat  von  24  Ebenen  dar,  von  denen  zwölf  durch  die  Achse 
Pi  =  0 ,  P2  =  0  hindurchgehen  und  übrigens  durch  die  zwölf  Erzeugenden 
(erster  Art)  der  Gruppe  /"j,  während  die  zwölf  anderen  durch  die  Achse 
Pi  =  0,  Ps  =  0  hindurchgelegt  sind  und  die  zwölf  Erzeugenden  zweiter 
Art  der  Gruppe  f^  ausschneiden.  Aber  dieselben  Erzeugenden  werden  in 
gleicher  Multiplizität  auf  Y  =  0  ausgeschnitten  durch  die  Fläche 

Pi'L  =  0, 
wo  L  den  in  §  3  berechneten  Ausdruck  (7)  bedeutet.     Daher  kann  man 
setzen,  unter  X  einen  numerischen  Faktor  verstanden: 

(12)  fMfiC)'=^f^,-L. 

Pi    Pa 

Dieselbe  Überlegung  liefert  die  ferneren  Gleichungen : 

Pi    Pa 


(13)  { 

^  Pi    Ps 

wo  M ,  N  die  Ausdrücke  (8),  (9)  sind. 


24* 
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Um  die  Zahlenfaktoren  X,  fx,  v  zu  bestimmen,  betrachte  ich  besondere 
Werte  der  i/o- ••2/4-  Zunächst  setze  ich  die  y  gleich  0,  1,  i,  —  i,  —  1. 
Die  Gleichung  fünften  Grades  lautet  dann: 

(y*-l)y  =  0, 
und  für  sie  ist  also  , 

a  =  0,     ß=-j,     7  =  0, 

und  mithin  -  ... 

5  5 

Andererseits  wird: 

rt  =  S=-i,     pl  =  pl={l  +  2i)Vl, 

f{-i)  =  il-2i)\     ff(-i)  =  i(l-2^)^     r(-i)  =  0. 
Somit  kommt: 

(14)  X  =  b'\     iu  =  -^. 

V     ^  '     ^       1442 

Um  V  zu  finden,  schreibe  ich  die  betr.  Gleichung  (13)  in  der  Form: 

und  setze  jetzt  die  Wurzeln  y  gleich  1,  s,  e^,  e^,  e*.    So  ist  die  Gleichung 
fünften   Grades   y^  -1=0,    also    £^  =  0,    ß  =  0,    y  =  -  1,    N  =  —  1. 

Andererseits  Pj^  =  h,  P2  =  0,  ^3  =  0,  jT (  ±  5,  0)  =  -j^.     Also  ist : 

K  30 

(15)  "--m- 

Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung,  unter  Weglassung  sich  weghebender  Zahlen- 
faktoren :  2 

1=12^    L,        (Gleichung  (7)) 

m  =  12~^'M,     (Gleichung  (8)) 

n=-^'N,     (Gleichung  (9)) 

so  kommt,  durch  eine  Rechnung,  die  der  in  Abschn.  II,  §  7   angewandten 
ganz  ähnlich  ist: 


(16)  {J} 


21' 


§  6.  . 

Untersuchung  der  Diskriminante. 

Die  hier  auftretende  Quadratwurzel  läßt  sich  wieder  zerlegen,  nämlich 
in  das  Produkt  aus  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung 

fünften  Grades  und  zweier  rationaler  Faktoren.   Indem  man  etwa  C  =  H — ^ 

V3 


LIV.   Weitere  Untereuchungen  über  das  Ikosaeder.    (Abschnitt  III.)  373 

der   Reihe    nach    gleichsetzt   den   60  Werten   von   i^  =  —  -^,   findet  man 
folgende  Zerlegung: 


(17)  ±V{l'-\-m^-n''f  -4:l'm^=  ±kPQVA, 

wo  k  ein  Zahlenfaktor,  P  und  Q  die  symmetrischen  Funktionen  bedeuten 

(18)  P=:n(i/oCOs?^-2/,cos^ 

20   ^  ^  ^ 

(19)  Ö  =  TT  (i/o  +  iVi  +  2/2)  cos  ^  +  (1/3  +  y,)  cos  ^) , 

und  A  die  Diskripainante  der  Gleichung  fünften  Grades  bedeutet,  die  ich 
immer  von  dem  vortretenden  Zahlenfaktor  3125  befreit  denke,  so  daß  ich 
schreibe : 

(20)  A  =  108aV  -  135 a*^' +  90 a^;5 7^- 320 a^' 7  + 266 ^'  +  7^ 
Die  Funktionen  P,  Q  findet  man  (bis  auf  Zahlenfaktoren)  gleich* 

(21)  P^Sa^y  +  iOa^ß""  -  10 a"" ßy""  -  4.baß^ y -}- Sl ß^  +  y* , 

(22)  Q  =  6ia^''  +  4:0a'  ßy-WOa^ß^  +  a'^y^-ba^ß'^y'^  +  ba^ß^y 

-2ba^ß^-ß^y\ 
und   den   dann  eintretenden  Wert  von  k  durch  Vergleich   eines  einzelnen 
Gliedes : 

(23)  k  =  ^. 

§  7. 
Rechnung  für  die  Bring-Jerrardsche  Fonn. 

Es  hat  Interesse,  die  hier  entwickelten  Formeln  in  der  übersichtlichen 
Gestalt  zu  besitzen,  welche  sie  für  die  Bring- Jerrardsche  Form  annehmen. 
Ich  will  letztere  in  der  Gestalt  schreiben: 

(24)  y^^y  +  y^O, 

WO  also  c^  =  0 ,  ß  =  —  -^.     Dann  kommt : 

^  =  -^,    ^  =  -^(5   y'  +  lU),    n=^j^ g^ . 

Ich  schreibe  zur  Abkürzung 

(25)  b'y'=r. 

So  ergibt  sich  weiter: 

f  +  m'  -  «^  =  -^-ä  (144'  +  (r+  144)"  -  r(r  -  648)^} 

5     •  144 


{r'- 9-23  r+ 3456}. 
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Also: 


.,5  ,      3       o,2      ,,5    o      r(r-8i)  (r-256) 
In  Übereinstimmung  hiermit  findet  man: 


5^^144 


.  _  r-256  _  r-81       ^  _  _  ll  __ 


Vr 


5'     '     "  5'  5»;^' 

und  schließlich  kommt 

r9ß^  f  Xi)  _  r'-9-23r  +  3456  +  v/T(r-81)  vrr-256  53^ 

^    ^  \xj~  3456  ^ 

§  8. 

Berechnung  der  Wurzeln  y^^). 

Um  nunmehr  die  Wurzeln  y  rational  durch  das  t]  (oder  das  C)  ans 
zudrücken,  gehe  ich  von  der  Formel  aus: 

5  yr  =  e-p^  +  e^^'  p^  +  e^^p^  +  e^^'  p,  . 

Es  war  ri  =  —  =^  —  —  =  +!—  .  Man  kann  daher  setzen,  unter 
jB,  S  geeignete  Größen  verstanden: 

Aber  in  §  17  des  ersten  Abschnittes  haben  wir  die  allgemeinsten  fünf- 
wertigen  Funktionen  von  rj^ ,  yj^  konstruiert,  welche  diese  Gestalt  besitzen, 
und  gesehen,  daß  sie  in  der  Form 

enthalten  sind^^). 

Daher  kann   man  die  Wurzeln  y^  unmittelbar  in  der  Gestalt   hin- 
schreiben : 
(27)  y.  =  X.f-^  +  ^.^. 

Es  sind  nur  noch  die  von  r)  freien  Konstanten  X,  /u  als  rationale 
Funktionen  von  a,  ß,  y,  VA  auszurechnen. 

Ich  erreiche  dies  durch  Koef fizientenvergleichung ,  indem  ich  um- 
gekehrt   - — ^und-^   als    rationale    Funktionen   von    y,.    darstelle.      Setzt 

^^)  [Hier  ist  -^f  =  25  ^»^  \/¥  infolge  der  Adjunktion  von  s  als  rational  bekannt 
anzusehen.     K.] 

^)  Vgl.  hierzu  die  Darstellung  bei  Gordan  in  der  wiederholt  zitierten  Note 
(Erlanger  Berichte,  Juli  1877).  Es  sind  dort  die  Rechnungen,  welche  ich  im  Texte 
ausführe,  durch  systematischen  Formenbildungsprozeß  ersetzt.  [Siehe  auch  die  Be- 
merkungen am  Schluß  dieses  Wiederabdrucks.] 

^^)  Geometrisch:  Alle  Punkte,  deren  Koordinaten  diese  Form  besitzen,  gehören 
der  Erzeugenden  erster  Art  an,  welche  durch  den  gesuchten  Punkt  y  hindurchläuft. 


1^ 
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man  (siehe  §  16,   17  des  ersten  Abschnittes): 

(28)  |-  =  |., 
so  ist 

(29)  U^  =  JL.^     ^_|^2_7|^4_24. 

Ich  werde  daher  zunächst  ^„  rational  durch  y,,  ausdrücken. 

§  9. 
Die  Funktion  ^.  =  y  ^«). 

Zu  dem  Zwecke  stelle  ich  noch  einmal  ähnliche  Überlegungen  an, 
wie  in  §  7  des  vorigen  und  in  §  5  des  gegenwärtigen  Abschnittes.  Ich 
betrachte  vor  allen  Dingen  die  Produkte: 

an)f{^).  uMtriO,    ^(^>'^(^) 


Wr{v)'Wr{C)' 

Für  das  erstere  fanden  wir  bereits 

Für  die  anderen  beiden  berechnet  sich  in  ähnlicher  Weise,  indem  wir 
unter  den  Faktoren  der  Produkte  (5)  und  (4)  die  geeigneten  zusammen- 
fassen : 

(30)  t.{rj)t.(C)  =  ^^{-ay:  +  3ßy::-yy^  +  8a^).  '     ■     ' 

-{8cc'ß-y^^)y;  +  {Sa^^y-9ccß'')y, 
-i-(4:0a'-12ccßy-9ß^)). 
Nun  ist  das  gesuchte  i^  Wurzel  der  folgenden  quadratischen  Gleichung, 

in  der  ich  die  Indizes  v  unterdrückt  und  die  Buchstaben  r],  C  durch  1,  2 

ersetzt  habe: 

(32)  fj,  ■  f  -  {tu,  +  tlf,)i  +  tltl  =  0. 

Benutzt  man  hier,  daß 

i2'#^  =  (^?-3A)(^|-3/;), 


W^W, 


t; 


^")  [Diese  Funktion  -^  wird  im  Ikosaederbuch  mit  r,.  bezeichnet    und    für    sie 

durch    direkte   funktionentheoretische     Betrachtung     die    einfache     Resolvente     auf- 
gestellt (s.  S.  102): 

(r-3)*(r2_llr  +  64):r(r2-10r  +  45)'  :  -  1728  =  X  :  X- 1  :  1 
(die  man  natürlich  auch  aus   der  oben  S.  342  mitgeteilten  Resolvente  der  U   durch 
bloße  Umrechnung  ableiten  karm).     K.J 
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so  folgt: 


(33)1=^  —  6M  ~  ■ 

Die  Quadratwurzel  zerlegt  sich  wieder.    Die  beiden  Werte  -^  =   ^.  .    und 

/ 1  T  \V ) 

-ß-  =  -^~-  werden  einander  gleich,  wenn  t]  aus  C  hervorgeht   durch  eine 

/2  /    1^) 

derjenigen  zwölf  Ikosaedersubstitutionen,  welche  das  Oktaeder  ty  ungeändert 
lassen.  Ich  habe  diese  Substitutionen  in  §  14  des  ersten  Abschnittes  für 
das  Oktaeder  t^  angegeben.  Man  findet,  daß  zunächst  als  Faktor  auftritt 
das  Produkt  der  Quadrate  der  Differenzen  der  vier  von  y^  verschiedenen  y. 
Dasselbe  lautet,  nachdem  man  es  durch  125  dividiert  hat: 

(34)  A^  =  {{-6ay-^ASß')y^  +  {-21a'-~8ßr)y!  +  i27a^^ß  +  yny' 

-}-(-27a^-r  +  21Qaß'')yy  +  {-lSha'-72ccßy  +  2b6ß^)}. 

Außerdem  tritt  quadratisch  das  Produkt  der  sechs  Ebenen  auf: 

Vr  +  iVi  +  Vic)  cos  -{■  +  {yh  +  Vi)  cos-^ 

(wo  für  i,  k,  h,l  die  von  v  verschiedenen  Indizes  zu  setzen  sind).  Dieses 
Produkt  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich: 

(35)  ayl  +  ßyl  +  a\ 
So  wird  der  Wert  der  Quadratwurzel  einfach: 

Es  ist  zweckmäßig,  statt  A^  die  (durch  3125  dividierte)  Diskriminante 
der  Gleichung  fünften  Grades,  A  (Gleichung  (20)),  einzuführen,  die  mit 
Ay  durch  die  Formel  verknüpft  ist: 

±  V  A  =  ±  ( 2/ '  +  2  c^  2/v  +  ^ )  VÄ,  . 

So   ergibt  sich,    wenn  wir  in  die  Formel  (33)  jetzt  die  Werte  von  t^t^, 

/i/2.   W^,   eintragen:  • 

{ay  +  2ß^)yi  +  {a^-ßy)yi-ha^ßyl-^{Aa^y  +  \Zaß"^)y^  +  {na^  +  ^aßy)±L 

(^^)      ^^=  2{a^-^aßy-ß') 

WO  Dv   den  Ausdruck  bedeutet: 

^    {yi^2ccy^  +  ß)(ay;-{-ßy'^+a')Ay 
(37)  l>r-  ^- 

Setzt  man  hier  7  =  0,  2/^  =  0,  also 


lla^±f^W-135a^  +  256/?' 
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SO  erhält  man  nach  der  Formel  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  12  [=  Abh.  LIII, 

S.  309]):  1728(1 -Z)  =  |(|'- 101  + 45)' 

für  X  einen  Ausdruck,  dessen  irrationaler  Bestandteil  dieser  ist: 


-^~^^^"^'  +  ^fAlV2560c^^^yg'-1216(^^V'- 13960  c^V,'-2025(^V''). 

Derselbe  Ausdruck  ergibt  sich  mit  demselben  Vorzeichen,  wenn  man  in 
die  allgemeine  Formel  (16)  resp.  (17)  7  =  0  setzt.  Es  folgt  daraus,  daß 
das  obere  und  untere  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskrimi- 
nante,  sowie  dasselbe  hier  in  (36)  auftritt,  dem  oberen  und  unteren  Vor- 
zeichen derselben  Quadratwurzel  in  (17)  entspricht, 

§  10. 

Fertige  Formeln  für  die  j/y. 

Trägt  man  diesen  Wert  von  iy  in  die  Formeln  (29)  des  §  8  ein,  so 
erhält  man  nach  ziemlich  langer  Rechnung,  unter  L,  M  die  früher  so 
bezeichneten  Größen  verstanden: 

(38)      — ^  =  -^-=rr{[2/*(144 a^  7-720  c^V'  + 125^^7' -595  aV' 7 

+  808«V'  +  3a27*  -  15c^^V^  +  40y5V) 
+  yl{2ia^ßr  +  240a^ß^  +  10«*  y^  +  25^3/?'  7^  -  SlOa^^ß'  y 

+  2SSaß'  +  Saßy'-10ß^y^) 
+  yy{-4:Sa^y''  +  20Sa^ß''y~  320  (^V*  -hba^ßy^ 

+  165ciV'7^  +  224c^;ö'7-c^7^-384^'  +  /^V) 
+  yy{1296a^y  -  4320 «^^ -|-  1017 c^^^ 7^  -  5075aVV 

+  6102«^^'+  17t^V*-  130aVV'  +  350£^^'7^ 

-96^V-^7') 
+  (648a"/5  7-2160«V'  +  30«^7^  +  575«VV' 

—  3490«^y^V  +  2l£^V7*  +  4096«V^-90«^V'' 

+  160)5V^)]. 

+  VA[2/'(-16c^V-3f^V  +  7a^V  +  24/^') 
+  yy  {- 8a' y  +  4:8 a^ ß""  -aßy^-Qß^y) 
+  y;{16a^ßy-  64 a^^  +  ^^7^  -  /^V"") 
+  2/v(-  19«^7^  +  ll«VV  +  162«^'-/^7^) 
+  (- 24«^7  +  80«V' -  ISc^Vr' +  10^)^%' +  96^')]  }, 
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o  +1 

+  35c^  V  V' -  465  c^« /Ö  V  +  556  o:  V' -  4  f^  V  r* 

+  5(^^V'  +  4/^V') 

+  2/,^ (108 aV  +  66 (^V'+ 122 «VV- 327 (^*/?*  + 49 ßjVr^ 
-75c^V'7'-119ü;^/?'V  +  «V-  U4c^^' 

-2c^^V*-i^V') 

+  y^^(72ßjV- 144aV''-^9ojV7''-251o;VV  +  436c^V' 
+  3<^V' -  77«^/^  V  +  255o;VV'' -  344a^V 
+  192;5'+^V') 

+  y.(- 1080«^^-  1071c^V>'  +  2147a^;5'-31o^V' 

-432aVV-55(^VV  +  869ojV'-lS<^V)'* 

-  104  a'^ß^y^  +  349a^V  -  240^'  7  -  ß\^) 
+  {- UO cc^^ ß  + 198 a^y^--^  18 cc'ß^y  + 79 a^ß^  +  nia'^ßy'^ 

-85aVV'-1503e^^/?V+3(^V+1792(^V' 

-  22aVV'+ 17(^/^V  +  16y^V)] 
±VÄ[yt {9 a^ y  -  iSa^ ß''  -}-  4a^^ ß y""  -  llaß'^  y  +  12 ß^") 

+  yy(-12a'  -4ta^ßy-21a^ß^  -a''y^-{-2aß''y''-3ß^y) 

+  2/v(16ß^V-3c^V-9(^VV  +  28o^V'  +  /5'7') 

+  2/v(29aV+185c^^^'  +  llf^V/'  +  ^VV-9c^/^'-^V) 
+  {-SQa^  +  24.a^ßy^l09cc^ß^  -Sa'y^  +  22a''ß''y'' 

-bSaß*y-4.Sß')]}, 


[Die  Koeffizienten,  mit  deneiTy^,  y^,  y^,  y^  in  (38)  eingehen,  sind 
nun  in  der  Tat  von  den  entsprechenden  in  (39)  auftretenden  Koeffizienten 
je  um  denselben  Faktor  unterschieden  (worin  eine  große  Zahl  von  Kon- 
trollen für  die  Richtigkeit  der  Zwischenrechnung  liegt).]  Man  erhält  daher 
übereinstimmend  für  ^  =  4 ,  3 ,  2 ,  0  : 


(40)  2/v  =  ±  VA 


{A'i±B^y/A).-l^-(Ai±Biy/Ä)-^ 


[iA,Ai-  A[  Ai)  +  (J?i  J?/ - B[ 5,)]  ±  V A  [( A, Bi  -  A[ Bi)  +  (AiB, - A, Bi)] 
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§   11. 

Die  allgemeinen  Gleichungen J fünften  Grades. 

Um  eine  beliebige  Gleichung  fünften  Grades  zu  lösen,  bietet  sich  jetzt 
naturgemäß  der  Weg,  dieselbe  durch  Tschirnhausen-Transformation  in  eine 
solche,  bei  der  JJy  =  0,  ^2/^  =  ^  is^>  ^u  verwandeln.  Dies  kann  auf  sehr 
mannigfache  Weise  geschehen,  aber  jedesmal  benötigt  man  eine  Quadrat- 
wurzel, welche  keinen  Einfluß  hat  auf  die  Zahl  der  Substitutionen  der 
Galois sehen  Gruppe  der  Gleichung  [also  eine  aZ;2;e55omcÄe  Irrationalität]. 
Das  gleiche  galt  von  der  Quadratwurzel,  die  nötig  war,  um  eine  allgemeine 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Grades  auf  eine  Ikosaedergleichung  zu 
reduzieren  (Abschn.  II,  §  9),  und  in  der  Tat  zeigt  man  hier  genau  wie 
damals :  Es  gibt  hei  der  allgemeinen  Gleichung  keine  rationale  Funktion 
der  Wurzeln,  welche  einer  Ikosaedergleichung  genügt. 

Aus  dieser  negativen  Proposition  ergibt  sich  nun  auch  der  Beweis 
eines  Satzes,  den  Kronecker  1861  ohne  Beweis  mitteilte  und  den  man 
etwa  so  formulieren  kann:  Es  ist  unmöglich,  bei  durchaus  vnllkürlichen 
^0  5  •  •  • '  2/4  ß*^^  rationale  Funktion  (p{y)  zu  finden,  die  von  einer  Gleichung 
abhängt,  in  der  {wie  in  der  Ikosaedergleichung)  nur  ein  Parameter  auf- 
tritt. Wenn  nämlich  eine  solche  Resolvente  existierte,  so  könnte  man  sie 
auf  rationalem  Wege  in  eine  Ikosaedergleichung  verwandeln,  wie  folgende 
Betrachtung  zeigt. 

Die  verschiedenen  Werte,  die  (p  bei  Permutation  der  y  annimmt, 
seien  in  bestimmter  Anordnung: 

9^1,  9^2'  •••'  9^n- 
Vertauscht  man  die  y  durch  die  60  (hier  immer  allein  gemeinten)  geraden 
Permutationen,  so  erscheinen  die  99^ ,  . . . ,  cp^^  in  anderer  Anordnung  wieder, 
und  man  betrachte  die  60  Anordnungen  der  99,  welche  auf  diese  Weise 
entstehen.  Da  die  (p  nur  von  einem  Parameter  abhängen,  so  durchlaufen 
die  Anordnungen  99^,...,  99^,  wenn  sich  die  y  beliebig  ändern,  ein  irre- 
duzibeles  Wertgebiet  von  nur  einer  Dimension.  Dieses  Wertgebiet  ist 
rational  durch  einen  Parameter  darstellbar.  Denn  man  kann  die  y  jeden- 
falls solchen  rationalen  Funktionen  einer  Größe  X  gleichsetzen,  daß  die  99 
nicht  konstant  bleiben;  dann  durchlaufen  die  99^,  ...,99^^  als  rationale 
Funktionen  von  A  das  ganze  ihnen  gestattete  Wertgebiet.  Nun  kann 
man  statt  X  allemal  (wenn  es  nötig  sein  sollte)  einen  anderen  Para- 
meter ju  in  der  Weise  einführen,  daß  die  99  nicht  nur  rationale  Funktionen 
des  ju  sind,  sondern  auch  ju  eine  rationale  Funktion  der  99  und  also  der  y 
(vgl.   einen   Aufsatz  von  Lüroth    im   9.  Bd.   der   Math.  Annalen   (1875), 

S.  163).     Eine  geeignete  lineare  Funktion  dieses  ju,    ^     ^    muß  dann 


yfi 


380  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

von  einer  Ikosaedergleichung  abhängen.  Denn  bei  Permutation  der  y 
verwandelt  sich  das  ju  in  ju\  welches  eindeutig  dem  ju  zugeordnet  ist, 
und  umgekehrt  entspricht  dem  //'  nur  das  eine  ju,  wie  man  sieht,  wenn 
man  die  Permutation  der  y  rückgängig  macht.  Es  hängen  also  ju  und  ju' 
voneinander  linear  ab,  und  also  sind,  da  keine  der  60  Permutationen  der 
y  eine  Periode  >  5  besitzt,  die  Vorbedingungen  des  §  4  des  ersten  Ab- 
schnittes gegeben.  Es  ist  das  derselbe  Schluß,  der  in  mehr  partikulären 
Fällen  in  §  9  des  zweiten  Abschnittes  und  in  §  1  dieses  Abschnittes  bereits 
angewandt  wurde. 

Zugleich  sieht  man,  daß  ein  Satz  ähnlich  dem  nun  für  Gleichungen 
fünften  Grades  bewiesenen  bei  Gleichungen  höheren  Grades  aus  einem  viel 
einfacheren  Grunde  gilt.  Denn  es  gibt  keine  endlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  einer  Veränderlichen,  welche  den  geraden  Vertauschungen 
von  sechs  oder  mehr  Dingen  entsprächen,  und  darum  kann  bei  den  allge- 
meinen Gleichungen  sechsten  und  höheren  Grades  von  einer  Resolvente, 
die  nur  von  einem  Parameter  abhängt,  von  vornherein  nicht  die  Rede  sein. 

München,  den  20.  August  1877. 


[Ergänzende  Bemerkungen  über  Gordans  Arbeit  über  Gleichungen 
fünften  Grades  in  Bd.  13  der  Math.  Annalen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  verfolgen  das  Ziel,  die  Grundgedanken  der  Abhand- 
lung herauszustellen,  welche  Gordan  1878  in  Bd.  13  der  Math.  Annalen  über  das 
Auflösungsproblem  der  Gleichungen  fünften  Grades  veröffentlicht  hat.  (Vgl.  oben 
S.  257).  Handelt  es  sich  doch  dort  um  eine  weitere  Systematisierung  der  von  mir 
gegebenen,  vorstehend  abgedruckten  Überlegungen,  Ich  behalte,  der  Deutlichkeit  halber, 
meine  Bezeichnungen  bei.  Zugleich  verweise  ich  darauf,  daß  auch  im  Ikosaederbuch 
S.  194  —  204,  entsprechende,  allerdings  nach  Seiten  der  formalen  Invariantentheorie 
weniger  weitgehende  Erörterungen  ihre  Stelle  fanden. 

Einem  Wurzelsystem  i/o,  . . .,  y^^  der  „Hauptgleichung"  y^ -{-b  ccy^ +  5'ßy +  y  =  0 
werden  auf  S.  370  der  vorstehenden  Abhandlung  als  Parameterwerte  der  beiden  durch 
den  Punkt  y^  hindurchgehenden  Erzeugenden  der  Hauptfläche  Zy^  =  0,  Zy^  =  0  die 
Größen 

,  =  _-^  =  ^     und     C  =  ^^  =  -^ 

P2         i>4  Ps  Pa. 

zugeordnet,  unter  p^  die  bekannten  Lagrang  eschen  Ausdrücke  verstanden.  Unter- 
wirft man  die  y  den  60  geraden  Permutationen,  so  erleidet  r) ,  wie  C  die  60  Ikosaeder- 
ßubstitutionen,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  die  Substitution  des  C  aus  derjenigen 
des  f)  hervorgeht,  indem  man  s-  für  e  schreibt. 

Gordan  denkt  sich  nun  tj,  C  durch  -^,  ^  ersetzt,  wo  die  rj^,  »/g  ^^^  ^®  ^i'  ^2 

V2     C2 
die  homogenen  Ikosaedersubstitutionen  der  Determinante  1  erfahren  sollen  (wobei  sich 
die  Unbestimmtheiten  der  Vorzeichen  dadurch  kompensieren,  daß  man 

(1')  y,  =  e''v^C^+e"-'r),C,-e^'rJ,C^  +  e''v,C2 
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setzen  kann).  Die  Koeffizienten  ex,  ß,  y  der  Hauptgleichung,  sowie  das  DifPerenzen- 
produkt  V  =  y/A  der  y^  werden  dann  solche  doppeltbinäre  Formen  der  r},  C,  welche 
bei  den  simultanen  homogenen  Substitutionen  der  rj ,  C  überhaupt  ungeändert  bleiben. 
Ich  teile  beispielsweise  mit 

(2')  a  =  -f]H!c,-  v!  V2  Ü  -  v.  vi  c!  +  vi  C,  Ü . 

Gordans  Entdeckung  ist  nun  die,  daß  man  die  gesamten  für  die  Auflösung  der 
Hauptgleichung  erforderlichen,  an  das  Ikosaeder  anknüpfenden  algebraischen  Be- 
ziehungen erhält,  wenn  man  die  doppeltbinäre  Form  a  ohne  Berücksichtigung  ihrer 
individuellen,  speziell  gruppentheoretischen  Eigenschaften  in  der  Weise  invarianten- 
theoretisch behandelt,  daß  man  die  t]^,  rj^  und  f^,  C^  ö^^s  zwei  Reihen  Veränderlicher 
ansieht,  die  unabhängig  voneinander  linearen  Transformationen  unterworfen  werden. 

Bemerken  wi;p  zunächst,  daß  eine  solche  Behandlungsweise  der  Form  a  genau 
den  Grundsätzen  des  Erlanger  Programms  (vgl.  Abh.  XXVII  in  Bd.  1  dieser  Gesamt- 
ausgabe) entspricht,  sofern  man,  wie  dies  doch  selbstverständlich  erscheint,  beim 
Studium  der  auf  der  Hauptfläche 


2'2/.  =  0,  ^yl 


0 


gelegenen  geometrischen  Gebilde  die  größte  kontinuierliche  Gruppe  von  KoUineationen 

zugrunde  legen  wül,   welche   die  Hauptfläche  in  sich  selbst  überführen.     Denn  diese 

Gruppe  ißt  durch  die  Nebeneinanderstellung  voneinander  unabhängiger,  linearer  Trans- 

V  f 

formationen  des  -  -  und  des  —  gegeben  (siehe  etwa  Abh.  XXI  in  Bd.  1  dieser  Gesamt- 

ausgäbe,  S.  356 ff.).  Für  die  algebraische  Behandlung  der  zugehörigen  Formen  greift 
man  natürlich  zu  den  entsprechenden  homogenen  linearen  Substitutionen  der  »y^,  r}.^ 
und  der  d,  C^-  Dabei  kommt  noch  folgende  Bemerkung  in  Betracht.  Besagte  lineare 
Substitutionen  haben  an  sich  8  Koeffizienten,  aber  für  die  y^,  wie  für  die  Form  cc, 
resultiert  daraus  nur  eine  Gruppe  mit  7  Parametern,  weil  eine  gleichzeitige  Multiplikation 
der  tj^,  rj^  mit  jirgendeiner  Konstanten  für  sie  auf  dasselbe  hinauskommt,  wie  die 
gleichzeitige  Multiplikation  von  Ci,  C2  ^^^  derselben  Konstanten. 

Wir  greifen  nun  aus  den  Gor dan sehen  Entwicklungen  diejenigen  Punkte  heraus, 
die  für  uns  die  wesentlichsten  sind: 

1.   Übergang  von  a  zu  den  Ikosaeder  formen  f,H,T. 

Wir  betrachten  a  als  eine  kubische  Form  in  den  C^,  Co  allein  und  bilden  davon 
die  Diskriminante.  Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  zunächst  die  Hesse  sehe  Form  von  a 
(hinsichtlich  Ci,  C2)  und  erhalten,  von  einem  Zahlenfaktor  abgesehen  (was  ich  hier  und 
im  folgenden  durch  das  Zeichen  r>^  andeute): 

Indem  wir  sodann  die  Determinante  dieser  in  Ci  C2  quadratischen  Form  bilden,  er- 
halten wir  in  der  Tat  bis  auf  einen  Zahlenfaktor 

f=Vx^V2+^'^ViV2-ViVi^, 

also  die  Grundform  f  gleich  in  der  uns  geläufigen  kanonischen  Form,  von  der  wir 
durch  die  bekannten  invariantentheoretischen  Prozesse,  die  sich  auf  i]^,  tj.y  beziehen, 
zu  H  und  T  fortschreiten,     f  ist  die  Diskriminante  von  a  bezüglich  Ci,  Ca- 

In  entsprechender  Weise  wird  man  aus  a  natürlich  f  {Ci,  C.2)  —  f  usw.  ableiten 
können.  (Einen  Akzent  werden  wir  auch  in  der  Folge  gleich  zusetzen,  wenn  ij  und 
C  vertauscht  werden.) 
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2.   Definition  gemischter  Überschiebungen. 

Als  fernere  invariantentheoretische  Prozesse  brauchen  wir  solche,  bei  denen 
Überschiebungen  gleichzeitig  nach  den  rj  und  den  t  vorgenommen  werden.  Sei 
symbolisch : 


F=a^^bl 


0 


Wir  werden  dann  einfach  definieren; 


,Q  n^-^  r^~S 


dt". 


{bdrb[ 


d?- 


2  g  in  den  t]  und  vom  Grade 


und  haben   damit  eine  Kovariante  vom  Grade  k-\-  m 
l-\-n  —  2o  in  den  t- 

Beispielsweise  bekommt  man  die  Koeffizienten  ß,  y  der  Hauptgleichung  aus  den 
Überschiebungen  (a,  a)^  ^  und  («,  ß)^  ^. 

3.  lÄneare  Kovarianten. 

Die  Auflösung  der  Hauptgleichung  fünften  Grades  durch  die  Ikosaedergleichung 
reduziert  sich  nun  für  den  gewählten  Gedankengang,  wie  sogleich  noch  näher  darzu- 
legen sein  wird,  darauf,  daß  man  Kovarianten  von  a  bildet,  die  in  einer  der  Variabein- 
reihen, etwa  Ci  C-2,  linear  sind.  Als  mederste  solcher  Formen  (wir  setzen  den  Grad  in 
t]^,  f}^  als  einen  Index  dazu)  findet  Gordan: 


(4') 


{c^,ß\ 


C^v^vi  +  v^)C^  +  {-vl  +  '^v!vi)^, 


H, 


{r,Q)o.x^{v^'-^9f}!vi-2ßv^'vi')C^  +  {-26f},''fii  +  ^^V^vi  +  vi')C,. 


Außerdem  noch  folgende  zwei  Formen: 

Zt,  ^  if,  0)t,o  ^  (17  ^,",?|-  187^,^0,?,'  +  mr^lrj^^-rj^^)  C, 

+  (»/,!'  + 119  fji  vi'  +  I87.»7i'  vi'  + 17  v!  vi')  C„ 
E23  ^ (A  HX,o  ^  {vi'  +  20ivi' »yl-soi  v^''vi'  +  n^^vl  vi'  +  ^^vx'vi')C^ 

+  (46  v^'  vi  -  1173  vi'  vi  -  391  vi'  vi'  -  207  v^  vi'  +  vP)C2 • 

4.  Auflösung  der  Hauptgleichung. 
Die  Auflösung  der  Hauptgleichung  ergibt  sich  nun,  indem  wir  die  y^  (die  doch 
auch  in  den  Ci ,  C2  linear  sind)  aus  irgend  zwei  dieser  linearen  Kovarianten  linear 
zusammensetzen.  Die  einfachste  Darstellung  folgt  natürlich  bei  Benutzung  von  0  und 
H.  Wir  mögen  schreiben  ay^  =  b^,H  +  c^Q ,  wo  sich  a,  b,  c  aus  der  Identität  be- 
rechnen: 


(5') 


Hier  wird  a  eine  Ikosaederform  20-ten  Grades,  also  im  wesentlichen  II{vx,V'i)y 
b^  und  c^  aber,  die  noch  vom  Index  v  abhängen,  Tetraederformen  8-ten  bzw. 
14-ten  Grades.  Dies  müssen  gemäß  der  Tetraedertheorie  Multipla  von  W^{vi,  Vz) 
und  t^(vi>  V2)'^v  (^i>  ^^)  ^^^^'  woniit  man  den  Ansatz  hat,  der  zur  Auflösung  der 
Hauptgleichung  im  Ikosaederbuch,  S.  190  u.  S.  196  ff.,  weiter  verfolgt  und  dort  ins- 
besondere auch  geometrisch  interpretiert  wird. 

Statt  dessen  liegt  der  hier  wieder  abgedruckten  Abhandlung  LIV,  S.  374,  der  minder 
zweckmäßige    Ansatz    a'  y^^b^  E-\-  cl^Q    zugrunde,    wo    nun    a'    ein   Multiplum    von 


Vr 

H 
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T{rji,rj^),  bl  von  W^  (r]^,  T]^),  c^  aber  eine  lineare  Kombination  von  t^(vi>V2)> 
tl  (Vi,  V2)f,  f  {Vi,,  V2)  wird.  (Vgl.  S.343,  insbesondere  die  Fußnote  ^2)  daselbst.)  — 
Man  sieht,  wie  bei  dieser  Darstellung  —  und  das  ist  das  Schöne  daran  —  alles  aus 
den  Anwendungen  der  gewöhnlichen  invariantentheoretischen  Prozesse  auf  die  über- 
aus einfache  Grundform  a  folgt.  Gordan  hat  darüber  hinaus  a.  a.  0.  geradezu  das 
volle  Formensystem  von  a  aufgestellt;  er  meinte,  als  ich  ihn  danach  fragte,  dieses 
werde  bei  späteren  Untersuchungen  schon  einmal  wichtig  werden.  Dasselbe  enthält 
im  ganzen  35  Formen.  Das  Differenzenprodukt  V  der  fünf  Wurzeln  der  Haupt- 
gleichung ist  in  diesem  System  nicht  mit  enthalten.     Man  findet,  daß  es  zu 

proportional  ist. 

Merkwürdig  ist,  daß  Gordan  das  cc  nur  in  kanonischer  Form  aufstellt,  also  nicht 
unter  der  Gesamthteit  der  kubokubischen  Binärformen  ^  {tj^,  rj^^;  ti,  ta)  invarianten- 
theoretisch charakterisiert  (wie  dies  hinsichtlich  der  Ikosaederform  f  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI]   durch   die  Forderung    {f,f)4^0    geschehen   ist). 


Die  Gleichung  a  =  0  begründet  natürlich  auch  eine  einfache  konforme  Abbildung 
der  >;- Kugel  auf  die  ^- Kugel,  die  näher  zu  untersuchen  interessieren  mag.  Sowohl 
die  f}-  als  auch  die  ^- Kugel  sind  mit  drei  Blättern  überdeckt  zu  denken.  Da  einer- 
seits aus  »?i  =  0  sich  Ci  ta  =  0  und  andererseits  aus  ti  =  0  sich  fj^  V2  =  ^  ergibt,  so 
wird  ein  Winkel  der  »;- Kugel  in  »?i  =  0  bei  Abbildung  auf  die  C- Kugel  in  C^  —  ^ 
halbiert,  in  Ci  =  0  aber  verdoppelt.  Es  sind  also  von  den  drei  Blättern  der  t]  -  Kugel 
in  »/i  =  0  zwei  miteinander  verzweigt,  während  das  dritte  schlicht  verläuft;  die  Um- 
gebung von  J/i  =  0  in  den  beiden  verzweigten  Blättern  bildet  sich  auf  die  schlichte 
Umgebung  von  C«  =  0  ab,  während  die  im  schlichten  Blatt  sich  auf  die  Umgebung 
eines  einfachen  Windungspunktes  in  tj  =  0  abbildet.  —  Was  für  »/i  =  0  gilt,  ist  auch 
für  jeden  anderen  Ikosaedereckpunkt  auf  der  »y- Kugel  richtig,  und  andere  Wind ungs- 
punkte  als  diese  12  Eckpunkte  besitzt  die  dreifach  überdeckte  »7  -  Kugel  nicht,  da  die 
Diskriminante  von  a  gleich  f  ist.  Daher  hat  die  Fläche  das  Geschlecht  4.  Genau 
analog  sind  die  Verhältnisse  auf  der  C- Kugel. 

Durchläuft    nun    ij    bzw.    C    ein    halbes    sphärisches    Ikosaederdreieck    (  welches 

seinerseits  aus  drei  Elementardreiecken  mit  den  Winkeln    ^,  ^,  ^  besteht )    mit  der 

000  J 


Winkelfolge    -e~>  t"'  TT'    ®°   ^   ^^^-    ^   ®^^  Dreieck    mit   der   Winkelfolge       , 


jt    2jc    jt 
2' 


C_. 


k 

/ 

\\ 

-f' 

Fig.  2. 


Spiegelt    man    an    homologen    Seiten,    so    erhält    man    eine    Abbildung    eines    Drei- 
eckes mit  den  Winkeln   -— ,  — ^,  — ^    auf    ein  Dreieck    mit    den  Winkeln    ~,^,-ß. 
o       5       5  5     5      5 

(Vgl.   Fig.  2.)      Reiht    man    je    fünf    dieser     gleichschenkligen    Dreiecke    mit    ihren 
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Schenkeln  aneinander,  so  liefert  das  erste  ein  schlichtes  Fünfeck,  das  zweite  aber  ein 
Sternfünfeck  mit  einem  einfachen  Windungspunkt  im  Mittelpunkt.  (Vgl.  Fig.  3.) 
Setzt  man  endlich  je  zwölf  dieser  Fünfecke  zusammen,  so   erhält  man  jedesmal  eine 


Fig.  3. 

dreifache  Überdeckung  der  Kugel,  die  man  bzw.  als  zentrale  Projektion  zweier  be- 
kannter, höherer  regulärer  Polyeder  nämlich  (nach  der  Terminologie  von  Chr.  Wiener) 
des  regulären  12 -flächigen  Stern -12 -Ecks  bzw.  des  regulären  12 -eckigen  Stern- 12 -Flachs 
auffassen  kann.  In  der  Nebeneinanderstellung  dieser  beiden  regulären  Polyeder  hat 
man  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  a  =  0  sozusagen  vor  Augen.  Und 
wir  können  noch  hinzufügen:  nimmt  man  statt  der  Hauptgleichung  fünften  Grades 
speziell  die  Bring- Jerradsche  Form,  so  verlegt  man  die  Behandlung  von  der  ein- 
fach gedachten  {x -i- iy)-Kuge\  auf  die  in  Rede  stehende  Riemannsche  Fläche  vom 
Geschlecht  4.  K.] 


LV.  Beweis  für  die  Nichtaufiösbarkeit  der  Ikosaeder- 
gleichung  durch  Wurzelzeichen'). 

[Math.  Annalen,  Bd.  61  (1905/06).] 


Vielleicht  interessiert  ein  besonders  anschaulicher  Beweis  für  die  Nicht- 
aufiösbarkeit der  Ikosaedergleichung  —  und  also  der  allgemeinen  Glei- 
chungen fünften  Grades  —  durch  Wurzelzeichen.  Dieser  Beweis  benutzt 
den  einfachen  Umstand,  daß  die  Wurzeln  2^ ,  s^ ,  . . . ,  2^^  der  Ikosaeder- 
gleichung als  Funktionen  des  Ikosaederparameters  X  in  charakteristischer 
Weise  verzweigt  sind,  nämlich  so,  daß  von  den  Blättern  der  zugehörigen 
Riemann sehen  Fläche  bei  X  =  0  je  drei,  bei  X  ==  1  je  zwei,  bei  X  =  oo 
je  fünf  miteinander  im  Zyklus  zusammenhängen,  andere  Verzweigungen 
aber  nicht  auftreten. 

Wir  müssen  uns  zuerst  den  Ab  eischen  Satz  in  Erinnerung  rufen,  daß 
im  Falle  eine  Gleichung  durch  Wurzelzeichen  lösbar  ist,  man  allen  bei 
der  Auflösung  auftretenden  Wurzelgrößen  eine  solche  Form  geben  kann, 
daß  sie  rationale  Funktionen  der  Wurzeln  2^,  ...,z„  der  vorgelegten  Glei- 
chung vorstellen. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  die  Ikosaedergleichung  durch  Wurzelzeichen 
lösbar  sei,  und  richten  unsere  Aufmerksamkeit  insonderheit  auf  die  innerste 
dabei  auftretende  Wurzelgröße!  Dieselbe  ist,  eben  weil  sie  die  innerste 
Wurzelgröße  ist,  aus  einer  rationalen  Funktion  von  X,  welche  R  [X)  heißen 
mag,  gezogen.  Wir  wollen  den  Grad  der  Wurzel,  was  der  Allgemeinheit 
unseres  Ansatzes  keinen  Eintrag  tut  und  hinterher  eine  einfachere  Aus- 
drucksweise gestattet,   als  Primzahl  p  nehmen.     Bemerken  wir  noch,  daß 

^)  [  Dieser  Aufsatz,  der  einer  viel  späteren  Zeit  angehört,  wird  hier  angeschlossen, 
weil  er  eine  wesentliche  Ergänzung  der  vorangehenden  Abhandlung  LIV,  wie  auch 
des  Ikosaederbuches,  vorstellt.  Ich  bin  gelegentlich  gefragt  worden,  warum  er  erst  so 
lange  hernach  (Sommer  1905,  bei  einer  Vorlesung  über  Elementarmathematik  vom 
höheren  Standpunkte)  entstanden  ist.  In  der  Hauptsache  wohl  deshalb,  weil  ich 
geglaubt  hatte,  Betrachtungen  dieser  Art  (über  Gleichungen,  die  sich  nicht  durch  Wurzel- 
zeichen auflösen  lassen,  übrigens  aber  einen  Parameter  enthalten)  seien  längst  bekannt. 
Das  einzige,  was  ich  mir  für  die  Durchführung  des  Beweises  genau  zu  überlegen 
hatte,  war  die  Heranziehung  des  Ab  eischen  Satzes.     K.] 

Klein,  Gesammelte  raath.  Abhandlungen.  IL  25 
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7?(X)  gewiß  keine  p-te  Potenz   ist;    sonst  würde  man   vR(X)    nicht  als 

innerste  vorkommende  Wurzel  mitrechnen.  Nun  soll  VR(X)  nach  dem 
Ab  eischen  Satze  gleich  einer  rationalen  Funktion  der  Wurzeln  z^,  z.-^,  . . .,  z^^ 
der  Ikosaedergleichung  sein: 

i^BjX)  =  r{z,,z,,...,zJ. 

Ich  sage,  daß  hierin  bereits  ein  Widerspruch  liegt,  und  zwar  wegen 
der  Verzweigung  der  z^,  z^',  . . .,  z^^  in  bezug  auf  X . 

Aus  dieser  Verzweigung  folgt  nämlich  sofort,  daß  r  als  Funktion  von 
X  wieder  nur  bei  X  =  0,  1 ,  oo  verzweigt  sein  kann,  und  zwar  nur  so. 
daß  Blätter,  die  bei  X  =  0  nicht  isoliert  verlaufen,  zu  je  drei  im  Zyklus 
zusammenhängen,  Blätter,  die  bei  X  =  1  verzweigt  sind,  zu  je  zwei,  und 
Blätter,    die    es   bei  X  =  oo  sind,    zu   je   fünf.     Eine  solche  Verzweigung 

kann  aber  bei  einer  Funktion  vR{X)  nie  auftreten. 

Um  dies  möglichst  präzis  zu  fassen,  schreiben  wir  für  X  homogen 
machend  XJX^,  spalten  dann  R(X^,X^)  in  Zähler  und  Nenner: 

wo  (p,  y^  teilerfremde  Polynome  desselben  Grades  sein  werden,  und  zer- 
legen (p,  ip  in  ihre  Linearfaktoren.     Wir  erhalten  so  etwa 

Z«l    7«2  7  «1.  ßl  ßo  ß,, 

i  I2   ...  /„ '" ,        \p  =  m[  mr  . . .  m; ' , 

wo 

sein  wird.  Die  Blätter  der  zu  \R[X)  gehörigen  Rie  mann  sehen  Fläche 
werden  überall  da,  wo  ein  Linearfaktor  l  oder  m  verschwindet,  dessen  Multi- 
plizität  a  bez.  ß  nicht  durch  p  teilbar  ist,  alle  p  im  Zyklus  zusammen- 
hängen, andere  Verzweigungen  aber  nicht  aufweisen. 

Nun  ist  die  Sache  die,  daß  von  Verzweigurigsstellen  der  in  Rede 
stehenden  Art  notwendig  mindestens  zwei  auftreten.  In  der  Tat:  aus  der 
für  die  a,  ß  geltenden  Gleichung  schließen  wir  auf  das  Bestehen  der 
Kongruenz 

c.,  +  a,+  ...  +S^)^i+A+  •••  +A-         (mod.??), 

und  eine  solche  Kongruenz  kann  —  wenn  nicht  alle  a,  ß  einzeln  durch  p 
teilbar  sind,  was  auszuschließen  ist,  weil  dann  R{X)  eine  ^-te  Potenz 
sein  würde  —  nur  so  statthaben,  daß  mindestens  zwei  der  Zahlen  a,  ß 
nicht  durch  p  teilbar  sind. 

Die  Funktion  vR(X )  hat  also  in  der  Tat  eine  Verzweigung,  welche 
mit  derjenigen  einer  Funktion  r  {z^ ,  z., ,  .  . . ,  z^^^ )  niemals  übereinstimmen 
kann. 
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Offenbar  gewinnen  wir  durch  die  so  formulierte  Überlegung  gleich 
einen  allgemeineren  Satz.  Es  sei  f(z,X)=^0  eine  algebraische  Grleichung 
für  z,  die  den  Parameter  X  rational  enthält.  Als  Funktion  von  X  seien 
die  Wurzeln  z  bei  X  ^=  A,  B,  C,  . . .  verzweigt.  Bei  X  =  A  möge  eine 
Anzahl  von  Blättern  zu  je  x^  zusammenhängen,  andere  zu  je  x^  usw. 
Ich  bilde  mir  das  kleinste  gemeinsame  Multip lum  der  Zahlen  k^,  x^  . . . 
und  nenne  es  x.  Eine  entsprechende  Bedeutung  mögen  für  die  Verzwei- 
gungsstelle X  =  B  die  Zahlen  1^,1^^  ...  bez.  A,  für  die  Verzweigungsstelle 
X  ==  C  die  Zahlen  jn^,  /u^,  . . .  bez.  ju  haben.  Die  vorgelegte  Gleichung  ist 
gewiß  nicht  durch  Wurzelzeichen  lösbar,  wenn  die  Zahlen  x,  X,  ju,  . , , 
alle  relativ  prim'^sind. 

Juist,  den  26.  August  1905. 


[Man  hat  mir  den  Wunsch  ausgesprochen,  ich  möge  den  vorstehenden  Beweis, 
damit  er  jedermann  elementar  verständHch  sei,  vom  Ikosaeder  ablösen  und  an  das 
Beispiel  einer  geeigneten  Gleichung  fünften  Grades  anknüpfen.  Hierzu  genügt,  daß 
ich  die  einfache  Resolvente  fünften  Grades  hinschreibe,  welcher  nach  S.  100—102 
meines  Ikosaederbuches  die  dort  mit 

tv 

bezeichnete  Funktion  genügt.  Die  Resolvente  lautet  (vgl.  die  Fußnote  ^^)  auf  S.  375 
dieses  Wiederabdrucks): 

(r-3)'(r2-llr  +  64):r(r2-10r  +  45)':-1728  =  Z:X-l:12), 

wo  nun  in  der  Tat  ohne  weiteres  ersichtlich  ist,  daß  von  den  fünf  Blättern  der 
Riemannschen  Fläche  r{X)  drei  bei  X  =  0,  zweimal  zwei  bei  X  =1  und  alle  fünf 
bei  X  =  oo  im  Zyklus  verzweigt  sind,  während  andere  Verzweigungen  nicht  auftreten. 
Da  haben  wir  also  eine  Gleichung  fünften  Grades  mit  einem  Parameter  X,  welche 
bestimmt  nicht  durch  Wurzelzeichen  lösbar  ist,  womit  die  allgemeine  Nichtauflösbar- 
keit  bei  Gleichungen  fünften  Grades,  welche  beliebig  veränderliche  Koeffizienten  ent- 
halten, bewiesen  ist.     K.l 


-)  [Vgl.  auch  meine  Abhandlung  „Über  die  Erniedrigung  der  Modulargleichung" 
aus  den  Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878/79),  die  in  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe  ab- 
gedruckt wird.     Daselbst  insbesondere  §  2  und  §  6.] 
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LVI.  Über  Gleichungen  siebenten  Grades^). 

[Sitzungsberichte  der  physikalisch-medizinischen  Sozietät  zu  Erlangen  1877/1878.] 


Bekanntlich  hat  die  Modulargleichung,  die  der  Transformation  siebenter 
Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  entspricht,  eine  Galoissche  Gruppe 
von  168  Substitutionen,  und  es  ist  ein  altes  Problem,  Gleichungen  siebenten 
und  achten  Grades,  welche  eben  diese  Gruppe  besitzen,  durch  algebraische 
Prozesse  auf  die  betr.  Modulargleichung  zurückzuführen  und  also  durch 
elliptische  Funktionen  zu  lösen  (vgl.  Kronecker  in  den  Berliner  Monats- 
berichten von  1858).  Es  ist  mir  nun  gelungen,  der  Modulargleichung 
eine  solche  Form  zu  erteilen,  daß  diese  Zurückführung  sich  in  der  Tat 
ermöglicht;  man  bedarf  dabei  einer  Hilfsgleichung  vom  vierten  Grad,  von 
der  man  zeigen  kann,  daß  sie  nicht  zu  vermeiden  ist. 

Es   sei  J  =  ^   die    absolute    Invariante    des    gegebenen    elliptischen 

Integrals,  co  das  Verhältnis  der  zugehörigen  Perioden,  q,  wie  gewöhnlich, 
gleich  e*"^*^.  Es  sei  entsprechend  J'  die  absolute  Invariante  des  trans- 
formierten Integrals.  Dann  wird  die  Transformation  siebenter  Ordnung 
durch  folgende  Formel  geliefert.     Setzt  man: 


so  ist 


1728  a: 


^      /7(l-g2v)^' 

y/  (a:'2_l3a:'  +  49)(a;'2_5a:'  +  l)'  ,        ,^ 


^)  Diese  vorläufige  Mitteilung  wurde  am  4.  März  1878  vorgelegt,  [und  ist  hier 
dem  sonst  eingehaltenen  Brauch  entgegen  abgedruckt,  weil  sie  das  Problem  noch  erst 
viel  abstrakter  faßt  als  die  unmittelbar  folgende  Abh.  LVII.] 

^)  [^gl-  nieine  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  abzudruckende  Abhandlung:  „Über  die 
Transformation  der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades«  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878/79),  besonders  Abschnitt  II,  §  15, 
Formel  (20).     K.] 
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Ich  werde  nun  die  Gleichung 

*^  ~"  1728  a; 

in  der  Weise  geometrisch  interpretieren,  wie  ich  dies  bei  früheren  Gelegen- 
heiten schon  öfters  tat,  indem  ich  die  acht  Wurzeln 

als  Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume  von  acht  Dimensionen  betrachte, 
der  168  im  allgemeinen  verschiedene  Lagen  annimmt,  wenn  man  die  x 
durch  die  Galoissche  Gruppe  vertauscht.  Läßt  man  jetzt  J  sich  beliebig 
ändern,  so  durchfaufen  die  168  Punkte  ein  und  dieselbe  irreduzible  Kurve 
(Mannigfaltigkeit  erster  Dimension),  und  nun  kommt  alles  darauf  an  (was 
ich  aber  hier  nicht  ausführe),  zu  zeigen,  daß  das  Geschlecht  dieser  Kurve 
gleich  3  ist.  Infolgedessen  kann  man  nämlich  einem  beliebigen  Raum- 
punkte 

durch  rationalen  Prozeß  ein  Quadrupel  (4  =  2p  —  2)  von  Punkten  auf 
dieser  Raumkurve  zuordnen.  In  der  Tat:  auf  einer  Kurve  vom  Ge- 
schlechte 3  gibt  es  zweifach  unendlich  viele  Punktquadrupel,  welche  im 
Sinne  der  bei  den  Ab  eischen  Funktionen  geltenden  Terminologie  durch 
die  Funktionen  (p  bestimmt  werden.  Diese  zweifach  unendlich  vielen 
Quadrupel  werden  auf  unserer  Raumkurve  durch  Flächen  (Mannigfaltig- 
keiten der  {n—l)-ten  Dimension)  irgendwelcher  Ordnung,  welche  eine 
gewisse  Anzahl  Parameter  linear  enthalten,  ausgeschnitten.  Nun  kennt 
man  aber  außer  dem  Punkte  x^,x^,...,x^  eine  beliebige  Anzahl  Raum- 
punkte rational,  z.  B.  die  Punkte  x[,  x^,  . .  .^  x;,  wo  v  irgendeine  ganze 
Zahl  ist.  Unter  ihnen  wähle  man  so  viele  aus,  daß  durch  sie  gerade  eine 
der  genannten  Mannigfaltigkeiten  hindurchgeht.  Dann  ist  also  in  der  Tat 
dem  beliebigen  Raumpunkte  ein  Quadrupel  von  Punkten  auf  der  Raum- 
kurve zugeordnet,  und  dies  gibt,  algebraisch  formuliert,  den  in  der  Ein- 
leitung ausgesprochenen  Satz. 


LVII.  Über  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  vom 
siebenten  und  achten  Grade. 

[Math,  Annalen,  Bd.  15  (1879).] 


Die  Modulargleichung,  welche  der  Transformation  siebenter  Ordnung 
der  elliptischen  Funktionen  entspricht,  hat  eine  Galoissche  Gruppe  von 
168  Substitutionen.  Wird  es  möglich  sein,  solche  Gleichungen  siebenten 
oder  achten  oder  auch  168-ten  Grades,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzen, 
durch  ausführbare  Prozesse  auf  die  Modulargleichung  zurückzuführen  ?  Und 
welches  sind  die  einfachsten  Mittel,  deren  man  sich  zu  diesem  Zwecke  zu 
bedienen  hat?  Dies  sind  diejenigen  Fragen,  welche  sich  naturgemäß  auf- 
drängen raußten,  als  es  gelungen  war,  die  allgemeinen  Gleichungen  fünften 
Grades  mit  der  Modulargleichung  für  Transformation  fünfter  Ordnung  in 
Verbindung  zu  setzen^).  Ich  glaube,  daß  diese  Fragen  unerledigt  ge- 
blieben waren,  als  ich,  vor  nun  einem  Jahre,  mich  denselben  zum  ersten 
Male  zuwandte.  In  einer  ersten  Note,  welche  am  4.  März  1878  der  Er- 
langer Sozietät  vorgelegt  wurde ^),  bemerkte  ich,  daß  sich  die  fragliche  Zu- 
rückfuhrung in  der  Tat  ermöglicht,  daß  man  dabei  aber  einer  Hilfs- 
gleichung vierten  Grades  bedarf,  welche  man  nicht  vermeiden  kann.  In 
einer  zweiten,  gleichbenannten  Note  vom  20.  Mai  desselben  Jahres  ent- 
wickelte ich  sodann  in  allgemeinen  Umrissen,  wie  man  rechnerisch  diese 
Zurückführung  zu  realisieren  hat.  —  Ein  Hauptteil  dieser  Untersuchungen 
bezog  sich  auf  die  Formulierung  des  Transformationsproblems  siebenter 
Ordnung  der  elliptischen  Funktionen;  ich  habe  denselben  seitdem  für  sich 
in  ausgeführter  Form  in  den  Math.  Annalen  veröffentlicht^).  Indem  ich  im 
folgenden  an  diese  Formulierung  anknüpfe,  gelingt  es  mir,  die  allgemeine 
Beantwortung  des  Hauptproblems  auf  einige  wenige  Sätze  zurückzuführen; 


^)  [Gemeint  ist  meine  Abhandlung:  „Über  die  Transformation  der  elliptischen 
Funktionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades"  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  14  (1878/79),  welche  erst  in  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe  abgedruckt  werden 
wird.]  Vgl.  Kronecker:  Über  Gleichungen  siebenten  Grades,  Monatsberichte  der 
Berliner  Akademie,  1858;  vgl.  ferner  wegen  der  Gruppierungsverhältnisse  den  neuen 
Aufsatz  von  Nöther  in  Bd.  15  der  Math.  Annalen  (1879),  S.  89  ff. 

^)  Über  Gleichungen  siebenten  Grades.     [Vorstehend   als  Nr.  LVI    abgedruckt.] 
•^)  Über    die    Transformation    siebenter    Ordnung    der    elliptischen    Funktionen; 
Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878/79).     [Wird  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  abgedruckt.] 
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ein  Eingehen  in  das  rechnerische  Detail,  welches  jedenfalls  auch  von  großem 
Interesse  sein  würde,  habe  ich  um  so  eher  unterlassen  können,  als  sich 
Herr  Gordan  bereits  seit  einiger  Zeit  mit  demselben  beschäftigt  und 
seine  Resultate  demnächst  in  den  Math.  Annalen  veröffentlichen  wird'*). 
Dagegen  habe  ich  in  meiner  Darstellung  den  Prinzipien  eine  solche  Form 
gegeben,  daß  sie  nicht  nur  das  zunächst  in  Betracht  kommende  Problem 
der  Gleichungen  mit  168  Substitutionen  erledigen,  sondern  überhaupt  er- 
kennen lassen,  wie  man  ähnliche  Probleme  hei  beliebigen  höheren  Glei- 
chungen zu  behandeln,  und,  was  wichtiger  ist,  wie  man  sie  aufzustellen 
hat.  Die  so  entstehende  allgemeine  Methode  zur  Behandlung  höherer 
Gleichungen  (welche  natürlich  noch  mannigfacher  Entwicklung  fähig  sein 
wird)  schließt  ebensowohl  die  Auflösung  zyklischer  Gleichungen  durch 
Wurzelzeichen,  als  die  Kroneckersche  Behandlung  der  Gleichungen  fünften 
Grades  in  sich.  Man  kann  meine  Methode  geradezu  als  eine  Verallge- 
meinerung der  letzteren  betrachten,  wie  mir  auch  andere  zerstreute  Be- 
merkungen Krön  eckers  von  Nutzen  gewesen  sind^).  Doch  glaube  ich, 
daß  der  Gesichtspunkt,  unter  dem  ich  Kroneckers  und  Brioschis  hier- 
her gehörige  Untersuchungen  auffasse,  und  vermöge  dessen  ich  zu  meiner 
Verallgemeinerung  schreite,  neu  ist  und  erst  aus  meinen  Untersuchungen 
über  das  Ikosaeder  *^) ,  resp.  aus  meinen  früheren  Bemühungen,  eine  geo- 
metrische Deutung  für  die  Eesolventen  algebraischer  Gleichungen  zu  finden"), 
erwachsen  ist.  Bei  Kronecker  oder  Brioschi  wird  nirgends  ein  all- 
gemeiner Grund  angegeben,  weshalb  die  Jacobischen  Gleichungen  sechsten 
Grades  als  die  einfachsten  rationalen  Resolventen  der  Gleichungen  fünften 
Grades  anzusehen  sind;  indem  ich  diese  Jacobischen  Gleichungen  als  Ver- 
treterinnen eines  Systems  von  60  ternären  linearen  Substitutionen  auf- 
fasse, welches  mit  der  Gruppe  der  60  geraden  Vertauschungen  von  fünf 
Dingen  isomorph  ist,  habe  ich  von  Anfang  an  das  Prinzip,  nach  welchem 
man  in  allen  Fällen  die  Normalgleichungen,  in  die  sich  die  gegebenen 
durch  rationale  Resolventenbildung  transformieren  lassen,  a  priori  charak- 
terisieren kann.  Dies  sind  dann  z.  B.  im  Falle  der  Gleichungen  siebenten 
Grades  mit  168  Substitutionen  nicht  die  Jaco bischen  Gleichungen  achten 
Grades. 


^)  [Vgl.  die  am  Ende  dieser  Abhandlung  (auf  S.  426)  folgenden  genaueren 
Angaben  über  die  hierher  gehörigen,  von  Gordan  später  veröffentlichten  Unter- 
suchungen.    K.  ] 

•')  Vgl.  zumal  eine  Notiz  in  den  Berliner  Monatsberichten  vom  Jahre  1861,  S.  615, 
über  die  Zurückführung  gewisser  Gleichungen  (2n  f  2)-ten  Grades  auf  die  Jacobi- 
schen Gleichungen  vom  (^  f  l)-ten  Grade. 

«)  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877)  [vorstehend  als  Abh.  LIV  abgedruckt].  Vgl. 
besonders  daselbst  Abschnitt  II,  §§  1—5  und  10. 

')  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871)  [vorstehend  als  Abh.  L  abgedruckt]. 
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Mit  diesem  Probleme  der  rationalen  Transformation  gegebener  Glei- 
chungen auf  gewisse  Normalformen  beschäftigt  sich  der  erste  Abschnitt 
des  Folgenden.  Ich  habe  mich  dabei,  was  die  speziellen  Probleme  des 
fünften,  siebenten  oder  achten  Grades  betrifft,  mit  Vorliebe  wieder  geo- 
metrischer Überlegungen  bedient,  obwohl  das  algebraische  Schlußresultat 
ebenso  durch  den  allgemeinen  analytischen  Ansatz  erzielt  werden  kann. 
Denn  die  Geometrie  veranschaulicht  und  erleichtert  nicht  nur,  sie  hat  auch 
in  diesen  Untersuchungen  das  Vorrecht  der  Erfindung.  Die  geometrische 
Theorie  der  Jaco bischen  Gleichungen  achten  Grades,  wie  ich  sie  in  §  8 
des  folgenden  auseinandersetze,  ist  es  gewesen,  von  der  ich  bei  allen  diesen 
Untersuchungen  ausging,  und  zwar  war  es  hier  wieder  der  a.  a.  0.  angegebene 
Paul  Serret  sehe  Satz,  der  mich  von  vornherein  die  Existenz  eines  aus- 
gezeichneten Netzes  von  Flächen  zweiter  Ordnung  erkennen  ließ.  — 
Übrigens  schließt  dieser  erste  Abschnitt  mit  der  Angabe  gewisser  Gruppen 
linearer  Substitutionen,  welche  für  die  allgemeine  Theorie  der  Modular- 
gleichungen  von  Wichtigkeit  sein  müssen. 

Im  zweiten  Abschnitte  handelt  es  sich,  allgemein  zu  reden,  um  alge- 
hraische  Transformation  gegebener  Gleichungen  auf  Normalformen  mit 
nur  einem  Parameter.  Inzwischen  lasse  ich,  um  der  Klarheit  der  Dar- 
stellung nicht  durch  Unbestimmtheit  derselben  Eintrag  zu  tun,  nunmehr 
den  Ausblick  auf  beliebig  gegebene  Gleichungen  beiseite  und  beschäftige 
mich  nur  mit  den  Problemen  mit  168  Substitutionen.  Ich  möchte  nament- 
lich hervorheben,  daß  ich  nicht  nur  die  Zurückführung  auf  die  Modular- 
gleichung,  wie  sie  gewünscht  wird,  explizite  bewerkstellige,  sondern  daß 
ich  auch  zeige,  weshalb  man  die  Modulargleichung  in  der  von  mir  ge- 
gebenen Form  zweckmäßigerweise  als  Definition  einer  Fundamental- 
irrationalität erachtet^). 

Abschnitt  I. 

Normalformen,  welche  sich  durch  rationale  Transformation 

herstellen  lassen. 

§1- 
Fundamentalsatz. 

Was  unter  einem  endlichen  Systeme  (einer  endlichen  Gruppe)  von  N 
homogenen   linearen   Substitutionen   der  Variabein  x-^,  x^,  .  . . ,  x^^   zu  ver- 


*)  [Daß  Wort  „Modulargleichung"  ist  im  Texte  überall  in  allgemeinerem  Sinne  ge- 
braucht, als  es  sonst  und  vielfach  auch  in  meinen  in  Bd.  3  abzudruckenden  Unter- 
suchungen über  elliptische  Funktionen  geschieht.  Es  steht  kurzweg  für  die  geeignete 
algebraische  Formulierung,  die  ich  an  Stelle  der  gewöhnhchen  Modulargleichung  gesetzt 
habe.    K.l 
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stehen  sei,  ist  durch  die  Benennung  selbst  wohl  hinreichend  erklärt.  Man 
beachte  im  folgenden  vor  allem,  daß  ein  analoges  System  homogener 
linearer  Substitutionen  allemal  auch  für  die  kontragredienten  Variabein 
i^j,  ^2'  •  •  •? '^n  gegeben  ist;   sofern  man  verlangt,   daß  die  bilineare  Form 

^1  iTl  +  i^2  ^2  +  •  •  •  +  ^n  ^» 

bei  den  simultanen  Substitutionen  der  x  und  u  ungeändert  bleibt.  Dieses 
kontragrediente  System  umfaßt  eventuell  in  seiner  Gesamtheit  dieselben 
Substitutionen,  wie  das  ursprüngliche;  aber  darum  sind  die  Substitutionen 
der  X  und  u^  welche  simultan  auftreten,   noch  nicht  notwendig  identisch. 

iV 
Ich  will  nun'  annehmen,   daß  ein  anderes  System  von  —  homogenen 

linearen  Substitutionen  bei  /^Variablen  ^/u  2/2' •  •  •' 2//u  gegeben  sei,  und 
zwar  sei  dieses  System  mit  demjenigen,  dem  die  x  unterworfen  werden, 
isomorph^).  Der  Isomorphismus  kann  entweder  ein  holoedrischer  sein, 
also  so  beschaffen,  daß  jeder  Substitution  der  x  nur  eine  Substitution 
der  y  entspricht,  sowie  umgekehrt  jeder  Substitution  der  y  nur  eine  Sub- 
stitution der  X  (dann  ist  v  =  1),  oder  er  mag  in  der  Weise  meroedrisch 
sein,  daß  freilich  einer  Substitution  der  y  mehrere  (v)  Substitutionen  der 
X  entsprechen,  doch  einer  Substitution  der  x  immer  nur  eine  Substitution 
der  y.  —  Die  zu  den  y  gehörigen  kontragredienten  Variablen  nenne  ich 
weiterhin  v^,  v^,  . . . ,  Vu. 

Dann  sage  ich,  daß  es  immer  solche   ganze   homogene  Funktionen 
der  x^,  x^,  .. .,  x^^  gibt: 

Y     Y  Y 

■*■  IJ    -^2'    •••5    ■*■  in  ^ 

welche  sich  bei  den  linearen  Substitutionen ,  denen  die  x  unterworfen 
werden f  ihrerseits  wie  die  y^,  y^,  . . . ,  y^^  homogen  linear  substituieren. 
Der  Beweis  ergibt  sich,  indem  man  einen  allgemeinen  Prozeß  be- 
trachtet, der  solche  Funktionen  7^ ,  Y^,  . .  .,Y^  liefert.  Man  wähle  irgend- 
eine ganze  homogene  Funktion  der  x: 

welche  nur  der  Bedingung  genügen  muß,  daß  zwischen  den  Werten,  welche 
sie  bei  den  N  Substitutionen  der  x  annimmt  und  die  ich  der  Reihe  nach 

nennen  will,  gewisse  sogleich  zu  definierende  lineare  homogene  Relationen 
mit  numerischen  Koeffizienten  nicht  bestehen.  Durch  die  entsprechenden 
Substitutionen  wird  eine  der  kontragredienten  Variablen  v,  etwa  v^,  ebenso 
in   N  Ausdrücke    übergeführt,    welche    aber    alle    lineare    Funktionen    mit 

»)  Siehe  C.  Jordan,  Trait6  des  substitutions  usw.  (1870),  S.  56. 
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numerischen  Koeffizienten  von  v^ ,  t;^ ,  . . . ,  v^  sind.  Man  nenne  diese  Werte 
einen  Augenblick  v^'^\  v^^\  ...,  v'^^^  und  ordne  sie  den  entsprechenden  cp 
zu,  indem  man  die  bilineare  Funktion  bildet: 

Offenbar  bleibt  diese  bilineare  Form  völlig  ungeändert,  wenn  man  die  x 
und  die  y^  und  also  die  v,  simvltan  den  zusammengehörigen  Substitu- 
tionen unterwirft.  Ersetzt  man  also  jetzt  die  v^^^  v^'^ >,..., -y^-^^  durch 
ihre  Ausdrücke  in  v^ ,  -y.^ ,  . . . ,  v^, ,  ordnet  nach  letzteren  und  schreibt 

SO  sind  die  F^ ,  Fg ,  . . . ,  F^  ohne  weiteres  Funktionen  der  geforderten 
Beschaffenheit.  Sie  müssen  sich  bei  den  Substitutionen  der  x  wie  die  y 
substituieren,  damit  die  bilineare  Form  F^  v^  +  •  •  ■  +  F^,  v^  bei  den  si- 
multanen Substitutionen  der  x,  v  völlig  ungeändert  bleiben  kann.  —  Wie 
man  sieht,  sind  die  F  lineare  Aggregate  der  (p^^\  (p^^^,  . .  . ,  q?^^\  und 
die  einzige  Bedingung,  der  die  Funktion  99  genügen  muß,  ist  daher  die, 
daß  diese  linearen  Aggregate  nicht  identisch  verschwinden^^). 

Der  so  geschilderte  allgemeine  Prozeß  kann  auf  mannigfache  Weise 
modifiziert  werden,  wenn  man  eingehendere  Kenntnis  der  Substitutions- 
systeme der  X  und  der  y  besitzt.  Ein  Beispiel,  dem  sich  in  der  Folge 
noch  andere  anreihen  (§§  5,  9,  10),  sei  dieses.  Es  mögen  Funktionen  der 
y  und  V  bekannt  sein:  ,,,         ,„, 

welche  sich  bei  den  in  Betracht  kommenden  Substitutionen  gar  nicht 
ändern.     Es  sollen  andererseits  gewisse  Funktionen 

der  2/,  v  und  ^(dI,,^    ... 

der  X  bekannt  sein,  welche  bei  den  simultanen  Substitutionen  gleichzeitig 

folgende  s  Werte  annehmen : 

Ai)      Ai)  Ai) 

II     }     12      •>•'•}    Ts     } 

Odingt  es  dann,  von  den  Formen: 


f<",  F'^',...,2'rvr', 


k=^l,2..8 


^0)  [Daß  man  dieser  Bedingung  in  der  Tat  immer  genügen  kann,  hat  Burk- 
hardt  1892  in  Bd.  41  der  Math.  Annalen  (S.  309-312)  ausdrücklich  gezeigt.  -  Übrigens 
ist  auch  noch  notwendig  zu  verlangen,  wie  ich  in  einer  Vorlesung  im  Jahre  1886/87 
ausführte,  daß  zwischen  den  7  keine  linearen  Identitäten  bestehen.  Diese  Möglichkeit 
ist  in  den  im  Folgenden  zu  behandelnden  Beispielen  ausgeschlossen,  weil  es  im  Gebiet 
der  Variabein  y^,  y.2  •  •  -  keinen  linearen  Teilraum  gibt,  der  bei  allen  Substitutionen  der 
in  Betracht  kommenden  Gruppen  invariant  wäre.     K.] 
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in  denen  die  y,  v  als  Veränderliche  betrachtet  werden  sollen,  irgendeine 
lineare  Kontravariante  zu  bilden: 

wo  die  Y  neben  numerischen  Koeffizienten  nur  noch  die  x  enthalten 
werden,  so  sind  die  Y  wieder  Funktionen  der  geforderten  Beschaffenheit. 
In  der  Tat,  da  die  Grundformen  F^''\  F^'^\  ...,  Z  fic'Wk^  bei  den 
zusammengehörigen  Substitutionen  der  x,  y,  v  völlig  ungeändert  bleiben,  so 
wird  es  auch  jede  Ko Variante  tun,  insbesondere  unsere  lineare  Kontra- 
variante. — 

§2. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Gleichungen. 

Mit  jedem  endlichen  Systeme  von  N  Substitutionen  der  Variablen 
x^,  x.^,  . . . ,  x^  hängt  ein  algebraisches  Problem  zusammen,  das  mit  einer 
Gleichung,  deren  Galois sehe  Gruppe  iV  Permutationen  enthält,  äquivalent 
ist.     Es  seien 

0(1)       0(2) 

die  Gesamtheit  derjenigen  ganzen  Funktionen  der  x,  welche  bei  den  linearen 
Substitutionen,  denen  die  x  unterworfen  werden,  ungeändert  bleiben.  Die 
Zahlenwerte,  welche  diese  0^^\  <X>'"'\  ...  bei  unbekannten  x^,  x^,...,x^ 
annehmen,  seien  [natürlich  unter  Aufrechterhaltung  der  etwa  zwischen 
ihnen  bestehenden  algebraischen  Identitäten,  im  übrigen  aber  als  frei  ver- 
änderliche Größen]  gegeben.  Dann  besteht  das  gemeinte  Problem  in  der 
Aufgabe:  aus  den  O  die  x  zu  bestimmen.  Ich  werde  dementsprechend 
von  einem  „Probleme  der  a;"  sprechen. 

Ebenso  gibt  es  ein  ,, Problem  der  ?/";  und  die  Bedeutung  des  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Satzes  ist  offenbar  die:  daß  es  ganze 
rationale  Funktionen  der  x  gibt,  welche  von  einem  y, Probleme  der  y'' 
abhängen,  oder  auch:  daß  es  möglich  ist,  das  ,, Problem  der  x"  auf  ra- 
tionalem Wege  auf  das  „Problem  der  y''  zurückzuführen. 

Unter  diesen  allgemeinen  Begriff  des  „Problems  der  x^^  ordnet  sich 
nun,  wenn  man  will,  als  besonderer  Fall  die  Auflösung  jeder  Gleichung 
n-ten  Grades  f[x)  =  0  ein.  Die  linearen  Substitutionen,  denen  die  x 
unterworfen  werden,  sind  dann  bloße  Vertauschungen  der  x  untereinander, 
nämlich  diejenigen,  welche  in  ihrer  Gesamtheit  die  Galoissche  Gruppe 
der  Gleichung  /"(a;)  =  0  ausmachen.  Besteht  diese  Gruppe  aus  der  Ge- 
samtheit aller  Vertauschungen,  so  decken  sich  die  ungeändert  bleibenden 
Funktionen  der  x  mit  den  symmetrischen  Funktionen;  die  Funktionen 
0(1)^  0(2)^       ^   welche  gegeben   sein  sollen,   sind   also   nichts   anderes   als 


396  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

die  Koeffizienten  der  Gleichung.  Ist  aber  die  Galoissche  Gruppe  kleiner, 
so  sind  die  <^^^\  0^^\  ...  die  Gesamtheit  derjenigen  ganzen  Funktionen 
der  ic,  welche  man  nach  Galois  als  adjungiert  bezeichnete^). 

Mit  diesem  besonderen  Systeme  linearer  Substitutionen  der  x^,x^,  ...,x^ 
mag  jetzt,  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen,  ein  System  linearer  Sub- 
stitutionen der  2/1,  2/25  '  '  ">  Vn  holoedrisch  oder  auch  meroedrisch  isomorph 
sein.  Dann  ist  es  also  nach  dem  Gesagten  möglich,  die  Auflösung  der 
Gleichung  f{x)  =  0  auf  rationalem  Wege  auf  das  „Problem  der  y"  zurück- 
zuführen. 

Die  allgemeine  Methode  nun,  welche  ich  behufs  rationaler  Umformung 
der  algebraischen  Gleichungen  vorschlage,  besteht  einfach  darin,  daß  ich 
zunächst  die  kleinste  Zahl  ju  suche,  hei  welcher  ein  Isomorphismus  der 
gewollten  Art  zwischen  den  Vertauschungen  der  x  und  linearen  Substi- 
tutionen der  i/j ,  . . . ,  2/a*  möglich  ist,  und  daß  ich  dann  die  Gleichung 
f(^x)  =  0  durch  das  „Problem  der  2/"  ersetze. 

Ich  will  annehmen,  daß  man  aus  f (a?)  =  0  durch  rationale  Substi- 
tutionen das  Glied  mit  x^~'^  fortgeschafft  habe,  daß  also  ^a;  =  0  ist.  So 
sind  die  Vertauschungen  der  x  im  Grunde  ein  System  linearer  Substitu- 
tionen bei  nur  {n  —  1)  Veränderlichen,  und  die  Minimalzahl  /bt  daher  jeden- 
falls nicht  größer  als  {n  —  1)  ^^).  Ist  sie  aber  kleiner  als  {n  —  1),  so  ist 
durch  meine  Umformung  ein  Fortschritt  erzielt,  der  sich  einmal  darin 
ausspricht,  daß  ein  Problem,  welches  von  Hause  aus  {n  —  1)  Parameter 
enthält,  deren  nur  mehr  ju  umfaßt,  der  aber  andererseits  auch  die  Reihen- 
entwicklungen vereinfacht,  deren  man  sich  bei  Berechnung  der  Wurzeln  x 
zu  bedienen  hat.  Ist  yjx  =  0,  so  lassen  sich  die  x,  wie  selbstverständ- 
lich, immer  als  Integrale  von  linearen  DifEerentialgleichungen  {n  —  l)-ter 
Ordnung  betrachtend""^);  meine  Reduktion  zeigt,  daß  man  bis  zu  linearen 
Differentialgleichungen  der  ju-ten  Ordnung  hinabsteigen  kann. 

An  der  so  formulierten  Methode  möchte  ich  übrigens  nur  dann  un- 
bedingt festhalten,  wenn  die  Galoissche  Gruppe  von  f(x)  =  0  einfach 
ist.  Ist  sie  zusammengesetzt,  so  kann  man  sie  durch  eine  Reihenfolge 
einfacher  Gleichungen   ersetzen  und   jede  für  sich  nach  der    angegebenen 


^^)  Dieser  Auffassung  entsprechend  stelle  ich  für  alle  Gleichungen,  welche  einen 
Affekt  besitzen,  das  Problem  auf,  das  volle  System  dieser  rationalen,  ganzen  Funk- 
tionen zu  bilden  (selbstverständlich  mit  den  zwischen  seinen  Formen  bestehenden 
identischen  Relationen).  Eine  solche  Gleichung  sollte  dann  nicht  in  der  Weise  an- 
geschrieben werden,  daß  man  nur  die  Werte  ihrer  Koeffizienten  mitteilt,  sondern  es 
sollten  die  Werte  aller  dieser  ganzen  Funktionen  explizite  angegeben  werden. 

^2)  [Vgl.  die  an  das  Evanston  CoUoquium  anknüpfende  Notiz  der  Vorbemer- 
kungen, S.  260.     K.  ] 

13)  Dies  die  sog.  Methode  der  Differentialresolventen,  mit  der  sich  englische 
Algebristen:  Boole,  Cockle,  Harley  u.  a.  beschäftigt  haben. 
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Methode  behandeln.  Aber  es  kann  sein,  daß  sich  die  so  entstehenden 
„Probleme  der  y''  in  zweckmäßiger  Weise  zu  einem  einzigen  Probleme  von 
etwas  komplizierterem  Charakter  zusammenziehen  lassen.  In  diesem  Sinne 
fasse  ich  die  Methode  auf,  mit  der  Gordan  diejenigen  Gleichungen  fünften 
Grades  behandelt  hat,  in  welcher  die  vierte  und  dritte  Potenz  der  Unbe- 
kannten fehlt  (Math.  Annalen,  Bd.  13  [1878])^^).  Den  120  Vertauschungen 
der  fünf  Wurzeln  x  wird  hier  ein  isomorphes  System  linearer  Substitu- 
tionen entsprechend  gesetzt,  welches  zwei  Reihen  von  je  zwei  Variabein 
in  der  Art  betrifft,  daß  einer  geraden  Permutation  der  x  eine  binäre 
lineare  Substitution  jeder  Variablenreihe  entspricht,  einer  ungeraden  Per- 
mutation überdiös  eine  Vertauschung  der  beiden  Reihen. 

§3. 
Einfachste  Beispiele. 

1.  Es  sei  f[x)  -^0  zyklisch.  Die  Aufeinanderfolge  der  x  in  dem 
einen  in  Betracht  kommenden  Zyklus  werde  durch  die  Reihenfolge  der 
Indizes  angegeben,  und  da  diese  Indizes  modulo  n  betrachtet  werden,  so 
schreibe  ich  x^,  x^,  . . .,  Xn-i.  Dann  ist  die  Minimalzahl  /^  =  1 ,  die  ent- 
sprechende Gruppe  linearei  Substitutionen  ersetzt  die  eine  Variable  y^  der 
Reihe  nach  durch: 

wo  Q  eine  primitive  n-te  Einheitswurzel  bedeutet.  Das  kontragrediente  r^ 
geht  gleichzeitig  über  in: 

Als  Funktionen  99  der  x  wähle  man  x^  selbst.  So  entsteht  die  bilineare 
Eorm : 

^0  •  ^1  +  ^1  •  ^^1  +  ^2  •  (>^  ^1  +  •  •  •  +  ^n-i  •  ^"~^  ^1 , 
oder,  wenn  man  den  Koeffizienten  von  v^  mit  F^  bezeichnet: 

Yi  =  ^0  +  Q^i  +  q''  ^2  +  "  '  +  ^""^  ^«-1  • 
Unser  Ansatz  liefert  also  den  Ausdruck  des  Lagrange.     Zugleich  ist 
die  einzige  ungeändert  bleibende  ganze  Funktion  von  y^  die  n-te  Potenz: 
y^;    das    „Problem    der  y'^    besteht    also    im  vorliegenden  Falle   einfach 
darin,  aus  einer  bekannten  Größe  die  n-te  Wurzel  zu  ziehen. 

2.  Es  sei  n  eine  Primzahl  und  die  Gleichung  f{x)  =  0  metazyklisch. 
Die  Vertauschungen  der  x^,  x^,  ...,  aj^-i ,  welche  die  Galoissche  Gruppe 
ausmachen,  sind  durch  folgende  Formel  gegeben: 

Xy  =  Xav  +  ß  ? 


^*)  [Siehe  die  zugehörigen  Ausführungen,  die  ich  vorstehend  im  Anschluß  an  die 
Abh.  LTV  auf  S.  380  ff.  gegeben  habe.     K.] 
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wo  a  die  Werte  1,  2,  ...,  (n—  1),  ß  alle  Werte  0,  1,  2,  ...,  (n  —  1) 
durchlaufen  soll.  Alle  diese  Vertauschungen  erwachsen,  wenn  man  folgende 
zwei  Substitutionen  beliebig  wiederholt  und  kombiniert: 


(1) 


11.  Xp        ^1+1  5 


g   bedeutet   dabei    eine   Primitivwurzel    modulo   n.      Man    bilde    nunmehr 
folgende  (n  —  1)  Ausdrücke: 

yi  =  ^o  +  Q^i  +  ^^  ^2  +  •  •  •  +  ^""^  ^n-i . 


Offenbar  erhält  man,  den  Vertauschungen  1.,  2.  entsprechend,  folgende 
Substitutionen  der  y: 

ad  1.     yk  =  Q-^Vk, 

ad  2.     yL  =  ygk' 

Ich  werde  nunmehr  unter  der  Gesamtheit  der  metazyklischen  Vertau- 
schungen xl  =  Xav+ß  die  Hälfte  herausgreifen,  indem  ich  dem  a  auferlege, 
quadratischer  Rest  zu  sein.  An  Stelle  der  beiden  Substitutionen  (1)  muß 
ich  dann  als  erzeugende  Substitutionen  die  folgenden  nehmen: 

(2)  I  \  /•;  :;■-'■ 

i         ^.  Xg2y    Xy    . 

Dann  sondern  sich  die  y  in  zwei  Aggregate  von  nur  — ^  Variablen,  die 
sich  unter  sich  substituieren:  die  einen  haben  nur  quadratische  Reste  als 
Indizes,  die  anderen  quadratische  Nichtreste.  Indem  ich  die  ersteren 
herausgreife,  Incihe  ich  für  die  halbe  metazyklische  Gruppe  ein  isomorphes 

System  linearer  Substitutionen  bei  nur  —^~  Variablen,  das  aus  Kom- 
bination, resp.   Wiederholung  folgender  Operationen  erwächst: 

ad  1.     yi^  ^  o-^' '  yk2 , 
ad  2.     yk2  =  yg2k^. 

Hier  schreibe  man  als  Index  statt  k'  wieder  k,   indem  man  unter  k 

denjenigen  Wert  von   Vk^   versteht,    der   mod.  n  zwischen  0   und  -^  liegt. 

Desgleichen  verstehe  man  unter  d:  gk  den  kleinsten  positiven  Rest  ( mod.  n ) 

von  -r  gk   oder  von    —  gk,   der   unterhalb    ^    liegt.      Dann   hat   man   bei 

-^     Variablen 

2/l.     2/2'     •••'     Vn-l 
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folgende  zwei  Substitutionen: 

ad   1.     yl  =  Q-T^^yj,, 


(^  ad  2.  2//t  =  2/+ J7* 
Ich  werde  später  auf  diese  Formeln  zurückkommen.  —  Offenbar  ist  das 
so  erzielte  Substitutionssystem,  was  die  Tjohl  der  Variablen  angeht,  das 
beste,  das  man  zur  Darstellung  der  [halben]  metazyklischen  Gruppe  aufstellen 

kann  sobald  **-^ ,  wie  bei  n  =  5,  7,  11,   selbst  eine  Primzahl  ist. 

§  4. 
Die  Formeln  von  Kronecker  und  Brioschi  für  den  fünften   Grad. 

Ich  zeige  nunmehr,  wie  sich  die  von  Kronecker  und  Brioschi  für 
den  fünften  Grad  gegebenen  Formeln  in  den  hier  entwickelten  Gedanken- 
gang einordnen. 

Es  sei  eine  Gleichung  fünften  Grades  f(x)  =  0  gegeben,  bei  der  die 
Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  adjungiert  ist,  und  deren  Galoissche 
Gruppe  demnach  nur  die  60  geraden  Vertauschungen  der  fünf  Wurzeln 
a:^,  x^,  ...,  x^  umfaßt.  Dann  handelt  es  sich  zunächst  darum,  ein  iso- 
morphes System  linearer  Substitutionen  bei  möglichst  wenig  Variablen  zu 
finden.  Die  Zahl  /i  dieser  Variablen  kann  nicht  2  sein:  denn  es  gibt 
keine  endliche  Gruppe  von  GO  binären  linearen  Substitutionen  der  hier 
gewollten  Beschaffenheit  (die  Zahl  der  binären  Ikosaedersubstitutionen  ist 
120).  Dagegen  kann  /^  =  3  genommen  werden.  Denn  wir  kennen  für 
/^  =  3  ein  isomorphes  Substitutionssystem:  das  ist  das  System,  welches 
bei  den  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades  auftritt.  Nennt  man 
die  Variablen  Aq,  A^,  A.-,,  so  entsteht  das  fragliche  System  durch  Kom- 
bination folgender  drei  Operationen  (siehe  meine  Arbeit  „Weitere  Unter- 
suchungen  über   das   Ikosaeder",   Abschnitt  II,   §  2   [Abh.  LIV,  S.  349]): 


(4) 


1.  Ao  =  Ao,     Ai  =  e^Ai,     A2  =  eA2, 

2.  Äo  =  —  Ao,     A\  =  --A2,    ^2  =  — ^/'^K 

f     VbÄo=Ao+  ^1+  ^2, 

3.  <    V5^;=2^o  +  (^'  +  ^')^i  +  («  +  ^')^2, 
V5  ^;  =  2^0  +  (£  +  ^')^i  +  (^- +  ^')^.>. 

(Unter  e   ist   hier   eine   fünfte  Einheitswurzel  verstanden.)    —    Ungeändert 

^■'^)  [Ich  gebe  hier,  wie  weiterhin  an  den  entsprechenden  Stellen,  drei  erzeugende 
Operationen  der  Gruppe  an,  während  man  leicht  nachweist,  daß  es  genügt,  nur  die 
zwei  Operationen  1.  und  3.  zu  kombinieren.  Vgl.  auch  Fußnote  '^)  auf  S.  417.  Der 
Zweck  ist,  durch  Nebeneinanderstellung  von  1.  und  2.  gleich  die  einfachste  in  der 
Ge.samtgruppe  enthaltene  metazyklische  Untergruppe  hervortreten  zu  lassen.     K] 
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bleiben  bei  diesen  Substitutionen  vier  Funktionen  von  A^^,  A^,  A^,  die  icn 
früher  als  A,  B,  C,  D  bezeichnete;  das  „Problem  der  A""  besteht  also  darin, 
aus  den  gegebenen  Werten  von  A,  B,  C,  D  die  A^,  A^,  A^  zu  berechnen. 
Mit  diesem  Probleme  ist  nun  ungefähr  gleichbedeutend,  daß  man  die 
Jacob i sehe  Gleichung  sechsten  Grades  löst,  deren  Wurzeln  sind: 

z^  =  SAl,  Zr  =  {Ao  +  e^  Ai  +  e^^  Ai)"" ; 
denn  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  setzen  sich  aus  A,  B,  (7,  und 
umgekehrt  diese  aus  jenen  zusammen.  Dagegen  ist  D  nicht  durch  die 
Koeffizienten  der  Jacob ischen  Gleichung  gegeben;  D  stellt  sich  vielmehr 
als  vierte  Wurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung  dar  und  diese 
Wurzel  muß  ausdrücklich  adjungiert  werden,  wenn  sich  die  Lösung  der 
Jacobischen  Gleichung  mit  dem  „Probleme  der  A^'  decken  soll  [vgl.  Abh.  LIV, 
Abschnitt  II,  §5,  Fußnote  *^)].  Es  ist  also  richtiger,  in  dieser  Theorie 
nicht  von  der  Jacob  ischen  Gleichung  sechsten  Grades,  sondern  von  dem 
„Probleme  der  A"  zu  sprechen,  und  implizite  ist  das  in  den  hierher  ge- 
hörigen Untersuchungen  von  Kronecker  und  Brioschi  auch  der  Fall. 
Jedenfalls  müssen  wir  hier,  getreu  unserem  allgemeinen  Ansätze,  die  Auf- 
gabe nunmehr  so  stellen:  aus  fünf  beliebigen  Größen  x^,  x^,  ...,  x^  soll 
man  solche  drei  Funktionen  bilden^  welche  sich  bei  den  60  geraden  Ver- 
tauschungen der  X  wie  die  A^,  A^,  A^  ternär  linear  substituieren. 

Zu  dem  Zwecke  seien  zunächst  die  Substitutionen  angegeben,  welche 
drei  den  A^,  A^^  A^  kontragrediente  Variable,  die  ich  B^,  B^,  B^  nennen 
will,  bei  den  Operationen  (4)  erleiden.     Man  findet: 


(5) 


ad  1. 
ad  2. 


B.,. 


ad  3. 


Bo  =  Bq,     Bi=^  eBi,     B2 

Bq  =  —  jBo  ?     Bi  =  —  B2  ■)     B2  "=  —  Bi, 

V^'B'o  =  Bo+  2jBi+  2B2, 

V5  •  B[  =  Bo  +  (6^  +  e^)B,  +  (e  +  e^) B2 , 

V5  •  B2  =  Bo  +  {8  +  e')B,  +  {e^  +  e«)  B2 . 

Es  handelt  sich  ferner  darum,  zu  wissen,  welche  Vertauschungen  der  x 
man  den  Substitutionen  (4)  entsprechend  zu  setzen  hat.  Zu  dem  Zwecke 
identifiziere  man  die  Xy  einen  Augenblick  mit  folgenden  fünfwertigen 
Funktionen  der  A  [vgl.  Abh.  LIV,  Abschnitt  I,  §  13]: 

Jr8'^'{+2AoAl-Al)  +  8^^{ 
Dann  findet  man  folgende  Permutationen  der  x 


2AoAl  +  Al] 


ad  1. 
ad  2. 
ad  3.     x/ 


•^0 

'0 


X^    ■ —  Xq  ,       372    —  ^ 


—  X-,  .        Xi] 


Xq, 


'0' 


x^'  =  x,, 


^2 


x^ , 


"^3     — ^  **'2  ' 


'3- 
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Nehmen   wir  jetzt,    um   dem  Resultat  nicht   vorzugreifen,    zuvörderst 
eine  völlig  unsymmetrische  Funktion  der  x: 

(p  [Xq,  Xj^,  .  .  .  ,  X^j , 

multiplizieren  sie  mit  B^  und  sehen,  was  entsteht,  wenn  wir  alle  Werte 
zusammenaddieren,  welche  dieses  Produkt  annimmt,  wenn  wir  auf  das- 
selbe gleichzeitig  die  60  Permutationen  der  x  und  die  entsprechenden 
Substitutionen  der  B  anwenden !  Machen  wir  zunächst  die  fünf  Operationen, 
welche  aus  der  unter  1.  angegebenen  durch  Wiederholung  entstehen.  So 
bleibt  j5o  ungeändert,  während  aus  (p{xQ,x^y  ...,x^)  der  Reihe  nach  wird 
(p(x^,Xq,  . . . ,  ajg,),  (p{x^,  x^,  . . . ,  itJg)  usw. :  fünf  Ausdrücke,  deren  Summe 
eine  zyklische  Funktion  der  x  ist,  welche  ich  kurz  mit  v{Xq,x-^,  .  .  .^  x^) 
bezeichnen  will.  Wir  haben  also  als  ersten  Bestandteil  unserer  bilinearen 
Funktion  B^v.  Nun  machen  wir  die  Operationen  2.  So  wechselt  Bq 
sein  Zeichen,  v  verwandelt  sich  in  v  {Xq,x^,x^,x.2,x^^)  =  v' .  Setzen  wir 
V  —  v'  ==  u^ ,  so  haben  wir  jetzt  als  Bestandteil  unserer  bilinearen  Form 
-ßo  ■  "^x  •  Wir  kombinieren  ferner  die  Operation  3.  mit  den  fünf  Opera- 
tionen,  welche  aus    1.   durch  Wiederholung  entstehen.     So   erhält  B^   die 


V5 
für  r  =  0,  1,  ...,  4;  u^  aber  geht  in  folgende  Funktionen  über: 

Uq  =  U  [Xq,  X^,  X-j,^  X^,  X.^)  j 
U^  =  U  [Xq,Xq,X^,  x^,x^^) , 
u^  =  u  yx^yX^,  x.2jX^,Xq)  ^ 

Uq  =  U  \^Xq,  X^,  X^,  Xq,  x^) , 

11  j^  =  u  yx^jX^^x^yX^,  Xf^j . 
Unsere  Summe  wird  also  im  ganzen: 

Ordnen  wir  hier  nach  5^,  B^,  B^,  multiplizieren  alle  Glieder  mit  Vb  und 
nennen  endlich  die  entstehenden  Koeffizienten  A^,  A^,  A.,,  so  kommt  als 
Resultat:  (   .  ,— 

A,  =  2  y«*^'^^.. 


(7) 

Wie  man  sieht ^  sind  dies  genau  die  allgemeinen  Brioschi sehen  Formeln^^). 


y^  Atti  del  Istituto  Lombardo,  vol.  2  (1858),  sowie  die  zusammenfassende  Dar- 
stellung von  Brioschi  selbst  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  13  (1877/78),  S.  109—160, 
besonders  S.  156.  (=  Ges.  Werke,  Bd.  IV,  S.  260  [eine  Übersetzung  ins  Italienische].) 
[  Die  Betrachtungen  des  §  4  und  5  sind  an  verschiedenen  Stellen  meines  Ikosaeder- 
buches  (Leipzig  1884)  des  näheren  ausgeführt.     K.] 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  26 
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§5. 
Andere  Formeln  für  den  fünften  Grad. 

Ich  werde  nun  andere  Formeln  mitteilen,  welche  dasselbe  leisten, 
welche  aber  eine  andere,  neue  und,  wie  mir  scheint,  wesentliche  Seite  der 
Frage  hervortreten  lassen.  Es  sind  dieselben  Formeln,  auf  welche  in 
meiner  obengenannten  Arbeit  über  elliptische  Funktionen  und  Gleichungen 
fünften  Grades,  Abschnitt  IV,  §  9,  Bezug  genommen  wird.  Ich  habe  die- 
selben zunächst  durch  geometrische  Überlegungen  gefunden  und  werde 
sogleich  auf  eine  solche  zurückkommen.  Fürs  erste  gebe  ich  eine  rein 
algebraische  Ableitung,  welche  geeignet  ist,  die  Schlußbemerkungen  des  §  1 
zu  illustrieren. 

Nach  den  Entwicklungen  meiner  Arbeit  über  das  Ikosaeder  [Abh.  LIV, 
Abschnitt  II,  S.  346 ff.]  kann  man  die  Ja co bischen  A^,  A^,  A^  als  Koeffi- 
zienten einer  quadratischen  Form 

A^rjl  +  2Aor}^r}^-A<,fjl 

auffassen,  die  den  120  binären  Ikosaedersubstitutionen  unterworfen  wird. 
Bei  diesen  Ikosaedersubstitutionen  sind  u.  a.  folgende  Ausdrücke  fünf- 
wertig : 

Jetzt  seien  x^^  . . . ,  x^  wieder  die  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung 
fünften  Grades,  Xy  und  X^  seien  fünfwertige  Funktionen  dieser  Wurzeln. 
Bildet  man  dann 

so  hat  man  zwei  Formen  vom  sechsten  resp.  achten  Grade  in  den  rj^,  t}^, 
welche  völlig  ungeändert  bleiben,  wenn  man  ^y^,  i]^  den  Ikosaedersub- 
stitutionen unterwirft  und  gleichzeitig  die  x  in  zweckmäßiger  Weise  auf 
60  Arten  permutiert.  Dasselbe  gilt  dann  auch  von  jeder  Kovariante  dieser 
beiden  Formen,  insbesondere  von  der  quadratischen  Kovariante,  welche 
durch  sechsmaliges  Überschieben  entsteht: 

Rechnet  man  also  diese  Kovariante  aus  und  setzt  sie  gleich: 

so  sind  die  A^,  A^,  A^  Funktionen  der  x  von  der  geforderten  Beschaffen- 
heit. Denn  die  A^,  A^^,  —  A2  erfahren  bei  den  60  Permutationen  der  x 
notwendig  solche  ternäre  lineare  Substitutionen,  welche  kontragredient 
sind  zu  denjenigen,   die  tjl ,  2?^i  ?yo,  —  >y|   bei   den   Ikosaedersubstitutionen 
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erfahren,    —    und   das    ist    die  Definition    des  zu  den  Jacobischen  Glei- 
chungen sechsten  Grades  gehörigen  Substitutionssystems. 
Die  Ausrechnung  ergibt  nun  folgendes  Resultat.     Sei 

Pi  =  Xo  +  ^'  X[  +  £2i  X2  +  e^*  Z3  +  €^'  Xi  . 
So  kommt  nach  Unterdrückung  eines  Zahlenfaktors 
Ao  =  (P2  P3  -  P2  P3)  +  (Pi pI  -  Pi P4) , 


^^^  '    Ai  =  2(P3Pi-P3Pl),      A,  =  2{P,P2-P,P2) 

Hätte  man,  i'' was  ebenso  berechtigt  ist,  statt  yjXytp,  ^X^Wy  die 
beiden  Formen  ^X2vty^    J^X^vWv  benutzt,  so  hätte  man  erhalten: 

I  a;  =  (P2P3-p;p3)-(PiPI-p>4), 

^^  1  A;  =  2(PiP2-P;P2),     fK2=2{P,Pi-P^P,). 

Dabei  ist  identisch: 

Ao+AiA2==a;'+a;a;, 

und  übrigens  stehen  die  A,  A  in  der  bekannten  Beziehung  zueinander, 
daß  sich  die  jedesmalige  lineare  Transformation  der  A'  aus  der  Trans- 
formation der  A  ergibt,  indem  man  e  in  e^  verwandelte^). 

Was  mir  an  diesen  Formeln  interessant  und  wichtig  scheint,  ist,  daß 
sie  sich  aus  den  zweigliedrigen  Unter determinanten  der  P,  P'  aufbauen. 
Deutet  man  die  P,  P  ,  wie  ich  früher  tat,  als  Punktkoordinaten  im  Räume 
[Abh.  LIV,  Abschnitt  III,  §  2],  so  sind  die  A  resp.  A'  die  Werte,  welche 
entstehen,  wenn  man  die  Koordinaten  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
P,  P',  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Punkte  X,  X'  in  die  linke  Seite  der 
Gleichungen  gewisser  linearer  Komplexe  einträgt.  Diese  Komplexe  haben 
die  einfachste  geometrische  Deutung  und  vermitteln  dadurch  den  Zu- 
sammenhang der  hier  gegebenen  Betrachtungen  mit  meiner  geometrischen 
Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  ohne  x^  und  x^  [Abh.  LIV,  Ab- 
schnitt III,  §  1,  2].  Die  Fläche  zweiten  Grades  ^^^^  =  0,  von  deren 
Studium  ich  damals  ausging,  hat  auf  das  Koordinatensystem  der  P.  be- 
zogen die  Punktkoordinatengleichung : 

P,P,+  P,P3  =  0. 

Von  ihr  ausgehend  konstatiert  man  sofort,  daß  die  Komplexe 

^  •  Aq  +  /^  •  A^  4-  1^  •  A,  =  0 

^')  So  wie  Gordan  im  13.  Bande  der  Math.  Annalen  in  diesem  Sinne  zusammen- 
gehörige binäre  Ikosaedersubstitutionen  betrachtet  und  dadurch  die  Theorie  derjenigen 
Gleichungen  fünften  Grades,  in  denen  x"^  und  x^  fehlt,  wesenthch  gefördert  hat,  so 
verlangt  offenbar  eine  abschließende  Behandlung  der  allgemeinen  Gleichungen  fünften 
Grades  ein  Studium  des  simultanen  Systems  der  A,  A'. 

26* 
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eben  diejenigen  sind,  welche  alle  Linien  zweiter  Erzeugung  der  fraglichen 
Fläche  enthalten,  und  ebenso  die  Komplexe 

A  •  Ao  +  /^  •  a1  +  >'  •  Ao  =  0 

diejenigen,  welche  alle  Linien  erster  Erzeugung  enthalten.  Die  Komplexe 
der  ersten  Art  enthalten  also  von  den  Linien  der  ersten  Erzeugung  noch 
je  ein  Paar,  ebenso  die  Komplexe  der  zweiten  Art  von  den  Linien  zweiter 
Erzeugung.  Und  nun  ist  die  Sache  so,  daß  die  Komplexe,  welche  durch 
Nullsetzen  der  Wurzeln  der  Ja co bischen  Gleichung  erster  Art  entstehen: 

V5Ao  =  0,     Ao  +  ^^A, +  €*''A2  =  0 

eben  diejenigen  sechs  Paare  von  Erzeugenden  erster  Art  enthalten,  welche 
die  früher  [Abh.  LIV,  Abschnitt  III,  §2]  sogenannten  12  Linien  f^  aus- 
machen.    Die  entsprechenden  Komplexe: 

V/5Ao  =  0,     Ao  +  £*^A'i  +  £^'A2  =  0 

haben  natürlich  dieselbe  Beziehung  zu  den  zwölf  Linien  f^  der  zweiten 
Erzeugung^«)  1»). 


^^)  Ohne  hier  näher  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades 
einzugehen,  möchte  ich  bei  dieser  Gelegenheit  anführen,  wie  ich  die  Kronecker  sehe 
Angabe  (Berliner  Monatsberichte  1861,  Grelles  Journal,  Bd.  59,  1861)  verstehe,  daß  es 
unter  den  aus  einer  Gleichung  fünften  Grades  hervorgehenden  Aq,  A^,  A.2  insbesondere 
solche  gebrochene  Funktionen  gibt,  für  welche  die  entstehende  Jacobische  Gleichung 
nur  von  zwei  Parametern  abhängt.  Die  Sache  ist  äußerst  einfach.  Man  kennt,  bei 
beliebig  angenommenen  Aq,  A^,  A^,  die  Werte  der  Ausdrücke  A,  B,  C,  D  [siehe 
Abh.  LIV,  Abschnitt  II,  §  4,  Formel  (8)  und  (10).  A,  B,  0,  D  sind  bzw.  von  den 
Dimensionen  2,  6,  10,  15  in  Aq,  A^,  A^].     Setzt  man  also  jetzt  etwa: 

«0-  ^^  ,       ^1-  ßC  '      ^•'"  BC 
so  hängen  diese  neuen  Größen  von  einer  Jacobischen  Gleichung  resp.  einem  „Pro- 
bleme der  a''  ab,  für  deren  Konstanten  man  findet: 

_  AD^  BD^  ^   CD''  JD^' 

'''b'o''       ~b'c''     '~b''c'''       ~B''C''' 

Ersetzt  man  hier  D     durch  seinen  Ausdruck  in  A,  B,  C,  schreibt  dann  etwa 

B  C 

A  A 

so  sind  die  a,  b,  c,  d  offenbar  Funktionen  nur  von  den  zivei  Parametern  m,  n. 

^^)  [Im  übrigen  möge  noch  folgende  Bemerkung  hier  ihre  Stelle  finden.  Die 
Lehre  von  der  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  wie  ich  sie  verstehe  und 
demnach  behandelt  habe,  hat  mit  der  Invariantentheorie  der  binären  Formen  fünften 
Grades  keinerlei  notwendige  Beziehung,  wie  ich  schon  in  Abh.  LIV  auf  S.  323  her-, 
vorhob.  Niemand  aber  wird  darum  behindert  sein,  eine  solche  Beziehung  herzustellen. 
Dies  ist  in  der  Tat  von  Herrn  Coble  in  der  bereits  genannten  Abhandlung  in  Bd.  9 
der  American  Transactions  (1908)  in  Anlehnung  an  die  von  mir  oben  im  Text  ge- 
gebenen Entwicklungen  in  so  einfacher  Weise  geschehen,  daß  ich  seinen  Grundgedanken 
hier  angeben  will.     Wir  deuten  die  Wurzeln  Xq,  .  .  . .,  x^  einer  Gleichung  fünften  Gra 
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§6. 
Die  Probleme  mit  168  Substitutionen. 

Als  „Probleme  mit  168  Substitutionen"  will  ich  kurz  alle  die  Glei- 
chungea  siebenten,  achten,  . . .  ,  168-ten  Grades  bezeichnen,  deren  Galoissche 
Gruppe  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  isomorph  ist.  Es  handelt 
sich  für  uns  zunächst  darum,  für  diese  Probleme  die  Minimalzahl  /^  und 
das  zugehörige  „Problem  der  2/"  aufzustellen.  Dies  aber  ist  implizite  bereits 
in  meiner  xArbeit  „Über  Transformation  7.  Ordn.d.  elliptischen  Funktionen", 
Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878/79)  [bzw.  in  Nr.  LVIJ  geleistet,  und  ich  habe 
nunmehr  nur  die^  dort  gewonnenen  Resultate  in  neuer  Form  auszusprechen. 

Zuvörderst  ist  klar,  daß  //  mindestens  gleich  3  ist.  Denn  bei  zwei  Va- 
riablen gibt  es  keine  Gruppe  von  168  linearen  Substitutionen  der  hier 
geforderten  Beschaffenheit.  Für  /i  =  3  habe  ich  aber  in  der  genannten 
Arbeit  in  der  Tat  die  Existenz  eines  brauchbaren  Systems  von  168  Sub- 
stitutionen nachgewiesen.  Dasselbe  entsteht  durch  Wiederholung  und 
Kombination  folgender  drei  Operationen : 

1-     yi'=ryi,    y2=7^y^^   y^^f'y^. 
yi  =  2/-2 .     2/2'  =  2/3 '       2/3'  =  2/1 . 

V::^-y.'  =  i7'-7nyx  +  (7'-7)y.  +  {y'-y')y,, 
V-  7  •  2//  =  (7'  -7)2/1  +  {7'  -  7ny.  +  {7'  -  7')ys' 

Ungeändert   bleiben  bei  diesen   Substitutionen   folgende  vier  Funktionen: 

/'=  2/1 2/2 +  2/1 2/3 +  2/3  2/1. 
V  =  5  2/r  2/1 2/1  -  ( 2/1'  2/3  +  2/2  2/1  +  2/3'  2/2 ) . 

dV 
^yx 

av 
dys 

0 


(8) 


2. 


2ijT 

e  7 


d-f             c^f 

d^f 

^2/1'       ^2/1  dy^.     sy,  dy^ 

d^f              ^Y             d^f 

0=1 

(9) 

dys^yi         dy^dy^        dy^^ 
^2/1               ^2/2            dy^ 

df      av      dC 

^-k 

"oyx        dy,       dy^ 
df        ÖV        dC 

^2/2         ^2/2        ^«/2 
df        dV       dC 

^2/3       dy^      cy. 

j 

des  mit  2"  a;,-  =  0 

wie  in  Abb.  L,  S.  263  ff.  oder  Abb.  LIV 

zählige  Koordinaten  eines  Raumpunktes.     Setzen  wir  dann 

yxv+ö' 


y> 
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wobei  die  einzige  Relation  besteht,  daß  sich  K^  als  ganze  Funktion  von 
f,  V,  G  darstellt.   - 

Das  „Problem  der  ^"  besteht  also  jetzt  im  folgenden:  Es  sind  in 
Übereinstimmung  mit  dieser  Relation  für  f,  V,  C,  K  Zahlenwerte  ge- 
geben; man  soll  die  unbekannten  y^,  y^,  2/3   berechnen. 

Man  sieht,  daß  ein  besonderer  Fall  dieses  Problems  dasjenige  ist, 
auf  welches  ich  in  meiner  ebengenannten  Arbeit  die  Modulargleichung 
selbst  zurückführte:  es  ist  der  Fall,  in  welchem  f  insbesondere  den  Wert 
Null  hat.  Hieran  anknüpfend  habe  ich  im  zweiten  Abschnitte  des  fol- 
genden nur  zu  zeigen,  wie  man  das  allgemeine  hier  aufgestellte  ,, Problem 
der  1/"  auf  das  besondere  mit  f^^O  reduziert.  — 

Ich  setze  noch,  ebenfalls  aus  meiner  vorigen  Arbeit,  die  einfachsten 
ganzen  Funktionen  der  y  her,  welche  bei  den  168  Substitutionen  7  oder 
8  Werte  annehmen.     Es  sind  unter  den  siebenwertigen  Funktionen  diese: 

Cr  =  (y'-y!  +  r  yl  +  y'^yl)  +  ^^— (^""2/.^,  +  v^'y^y^  +  j''"2/,j/.), 

(10)  .  (r  =  0,  1,2,  ...,6) 

(wo  das  Vorzeichen  von  +  V —  7  beliebig,  aber  fest  anzunehmen  ist),  und 
unter  den  achtwertigen  Funktionen: 

'5«  =  -  7  «/i  2/2  2/3 , 

(11)  {     ^v  =  2/iy2  2/3  +  2ry|2/2  +  2j'*"2/?2/3  +  2j''"2/2  2'. 

+  r'^Kyly^  -  vi)  +  y^'ivly,  -  y\)  +  y'^ivlv,  -  vi. 

(v  =  0,  1,2,  ...,6). 

Diese  zweierlei  Funktionen  genügen,  wie  man  leicht  berechnet,  resp.  fol- 
genden Gfleichungen  siebenten  und  achten  Grades^"): 

(12)  c'-f  7.1±£^^c'  +  7■=^■=/~  V-c*-7(4  +  V^^)/^'-c^ 

+  14(2±V^/'V.c^  +  (-7--±~|^-V--|-(7q:3V^)V)c 

+  (-c  +  Hl±l£l^^v)  =  ü, 


WO  die  a,  ß,  y,  b  nur  an  die  Bedingung  geknüpft  sein  sollen,  daß  wieder  2*1/^  =  0 
ist,  so  werden,  wie  Herr  Coble  bemerkt,  die  so  definierten  Punkte  y  gerade  diejenige 
Raumkurve  dritter  Ordnung  durchlaufen,  die  den  Punkt  x  mit  den  fünf  Grundpunkten 
des  benutzten  Pentaederkoordinatensystems 

(-4,1,1,1,1)     usw. 
verbindet.    Herr  Coble  benutzt  sodann,  um  allen  diesen  Punkten  denselben  linearen 
Komplex,    und    damit   dieselben  „Probleme   der  A  und  A  "   zuzuordnen,    denjenigen 
linearen  Komplex,  dem  die  Tangenten  der  besagten  Raumkurve  dritter  Ordnung  an- 
gehören.    K.] 

^^)  In  meiner  ebengenannten  Arbeit  (Math.  Annalen,  Bd.  14)  teilte  ich  diese  nur 
für  /"  =  0  mit. 
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(13)      ^'-  14V.(5'  +  (63V'^-42f')r3'-(70V^-7fC  +  98/''V)d' 

-  Kd  -  7  {fCV  -{-V  +  18  f  V"  -i-  f^)  =  0. 

Ich  werde  diese  Grieichungen  siebenten  und  achten  Grades  im  folgenden 
nicht  benutzen;  doch  schien  es  mir  interessant,  dieselben  herzusetzen,  weil 
man  sie  als  einfachste  Normal  formen  betrachten  kann,  auf  die  sich  alle 
anderen  Gleichungen  siebenten  und  achten  Grades  mit  168  Substitutionen 
auf  rationalem  Wege  reduzieren  lassen.  In  der  Tat:  gelingt  es,  die  letzteren, 
wie  ich  nun  zeigen  werde,  auf  das  „Problem  der  i/"  zurückzuführen,  so  ist 
damit  und  durch  die  Formeln  (10),  (11)  die  Transformation  in  diese 
Normalformen  ea  ipso  geleistet. 

§  7. 

Die  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  168  Substitutionen. 

Es  seien  jetzt  Xq,  x^^,  . . .,  x^  die  sieben  Wurzeln  einer  Gleichung 
siebenten  Grades  mit  168  Substitutionen.  Die  Indizes  der  x  sollen  dabei 
so  gewählt  sein,  daß  die  Vertauschungen  der  Xy,  die  in  der  Galois sehen 
Gruppe  vorkommen,  eben  dieselben  sind,  welche  die  Ausdrücke  Cy  (10) 
bei  den  168  Substitutionen  der  y  erfahren.     Es  seien  ferner 

Xo ,  . . .  5  Xß ,   A  0  ,  . . . ,  -X.  6 ,   Xo  ,  . . . ,  Xß 

die  Werte,  welche  irgendwelche  rationale  Funktionen  X,  X' ,  X"  von  x 
für  ic  =  a^o  5  a?! ,  .  • . ,  a^6  annehmen.     So  bilde  man  etwa : 

2'XC,,        2'XC.,        Z^vCr. 

Man  beachte  ferner,  daß  für  Variable  v^,  v^,  Vg,  die  den  ^  kontragredient 
sind,  eben  dasselbe  System  ungeändert  bleibender  Funktionen  existiert, 
wie  für  die  y.  Ich  will  diese  Funktionen  zum  Unterschiede  durch  einen 
Akzent  bezeichnen  und  also  schreiben: 

f'  =  -yf  ^2  +  ^2  %  +  ^3  ^2     ^^W« 

Man  betrachte  nun  in  ^'Xc,  2/Z',  c,,  Z^vC,,,  in  /",  V,  C,  iT  und 
in  f  ,  V',  C',  K'  die  x  als  fest,  die  y,  v  als  veränderlich.  Gelingt  es 
dann,  eine  lineare  Kontravariante  zu  bilden: 

WO  die  Y  die  x  nur  noch  mit  numerischen  Koeffizienten  enthalten,  so 
sind  die  Y  offenbar  solche  Funktionen  derx,  welche  sich  bei  Permutation 
der  x  ternär  linear  ivie  die  y  substituieren.  Und  also  ist  die  Lösung 
der  Gleichung  siebenten  Grades  auf  das  ,, Problem  der  y"  zurückgeführt. 
Ich  will  diesen  allgemeinen  Gedanken  hier  nur  in  einer  Weise  aus- 
führen, die  mir  deshalb  besonders  einfach  scheint,  weil  sich  die  entstehenden 
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Y  aus  den  dreigliedrigen  Determinanten  der  X,X\X  zusammensetzen. 
Mein  Prozeß  ist  dieser.  Ich  bilde  die  Funktionaldeterminante  in  bezug 
auf  die  y: 

I  UX, Cr,     ^Xl Cr,     ^Xr  Cr  \  =  U a^^j^y^y^pj^ 

und  schiebe  sie  dreimal  über  f'  =  vj  v^  +  ^2  %  +  ^3  ^1  •  ^o  kommt,  bis 
auf  einen  Zahlenfaktor: 

2  1  =  3  aj;^2  H~  %33  '         ^2  "^  ^  ^223  "I     ^111  5        ^3  ^  ^  ^331  "T  ^^222  ' 

Ausgerechnet  gibt  dies  folgendes  Resultat.    Man  bezeichne  der  Kürze 
wegen  ^Jy^X^  mit  p^,    ^.y^^Xr  mit  p^,   Jjy^^Xr  mit  p^,   ferner 

:ii±^.2:7«^X  mit  :p,,    ~^-^^~^2>^-Xmit  ^3, 


_i  +  /i:7 


27^''Zv  mit  2>5  • 


Unter  p',  p"  mögen  die  analogen  Ausdrücke  in  X' ,  X"  verstanden  sein. 
Dann  findet  man  nach  leichten  Reduktionen; 

{  8F,  =  (2,5,6)  +  (4,3,6)  +  (2,l,3), 
87,  =  (l,6,3)4-(2,5,3)  +  (l,4,5), 
873  =  (4,3,5)  +  (l,6,5)  +  (4,2,6). 

Unter  {i,  k,  l)  ist  dabei  die  Determinante  verstanden: 


(14) 


Pi 

Pu 

Pi 

vi 

p: 

pi 

Vi 

p: 

pr 

§8. 

Die  Jacobischen  Gleichungen  achten  Grades ^^). 

Die  Ja  CO  bischen  Gleichungen  achten  Grades  sind  bekanntlich  da- 
durch definiert,  daß  sich  die  Quadratwurzeln  aus  ihren  Wurzeln  folgender- 
maßen aus  vier  Größen  A^,  A^,  A^,  A^  zusammensetzen  lassen: 

{■V'^=V^-A^, 

\V^=  ^ +  7"^  + 7^^-42 +  7'"^3-     (^  =  0,1,... ,6). 

Ich  erlaube  mir,  mit  Rücksicht  auf  die  Einführung  kontragredienter  Va- 
riabler, zunächst  die  kleine  Abweichung  (die  ebenso  bereits  bei  den 
Ja  CO  bischen  Gleichungen  sechsten  Grades  am  Platze  gewesen  wäre),  daß 
ich  Aq,  A^,  A^,  Aq  durch  x^,   V2  >  x^,   V2'Xc^,   V2  ■  x^  ersetze.     Ich  ge- 


-^)  Vgl.  den  Aufsatz  von  Brioschi:   Über  die  Jacobischen  Modrdargleichungen 
vom  achten  Grade,  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  15  (1879)  [=  Werke,   Bd.  V,   S.  225]. 
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stalte  ferner  die  Fragestellung  in  der  Weise  um,  daß  ich  nicht  sowohl 
die  Lösung  der  Jaco bischen  Gleichung  als  die  Behandlung  des  mit  ihr 
zusammenhängenden  „Problemes  der  o;"  als  Hauptaufgabe  betrachte. 
Dementsprechend  lasse  ich  die  Bezeichnung  z  beiseite,  und  indem  ich 
V2;  =  P  setze,  schreibe  ich : 


(15) 


P,  ^V-7-:r,, 

Pv  -    ■  x^-{-^/2{rx^-^y^^x.^-\-r^^'x^).    (r=-0,l,...,6; 


Die   Substitutionen,    welche  dem  fraglichen   ,, Probleme  der  ic"    zugrunde 
liegen,  erwachsen  ^durch  Wiederholung  und  Kombination  aus  folgenden  drei : 


(16) 


1. 

Xo^Xq,     x[  =  yXi,     X2  =  y^X2,     Xs^^y^^Xs, 

2. 

a;o  =  a;o,     xi=X2,       X2  =  Xs,         x-i  =  Xi, 

'  V-7-<=        ^0+         V2.:r,+        V2-a;2  + 

3. 


V2 


Die  kontragredienten  Variablen  werde  ich  Uq,  u^,  u^,  u^  nennen;  man 
sieht  sofort,  daß  sie  jedesmal  diejenige  Substitution  erfahren,  welche  sich 
aus  der  Substitution  der  x  durch  Verwandlung  von  j;  in  ^^^  und  also  von 

+  V— 7  in  —  V— 7  ergibt. 

Bei  diesen  Substitutionen  (16)  werden  nun,  wie  man  findet,  die  Aus- 
drücke  +  P  in  folgender  Weise  untereinander  vertauscht  : 

ad  1.       Py  =  Pv+i, 
ad  2.       Pi  =  Pr , 
P'   =P 

Po     =   —   P<x>  j 


ad  3. 


Pr 


(für 


1,2,. ..,6). 


Die  Permutation  der  Indizes  der  P  ist  also  dieselbe,  wie  man  sie  von 
den  Modulargleichungen  her  kennt.  Aber  die  Gruppe  der  Permutationen 
der  P  selbst  ist  doppelt  so  groß  wie  die  Gruppe  der  Modulargleichung. 
Iteriert  man  nämlich  die  Substitution  3.,  so  rückt  jeder  Index  an  seine 
alte  Stelle,  aber  -j-  P^  geht  in  —  P^  über.  Daher  bilden  die  Permuta- 
tionen der  ±P  und  also  die  Substitutionen  der  x,  welche  aus  1.,  2.. 
3.  durch  Wiederholung  und  Kombination  entstehen,  eine  Gruppe  von 
2-168  Operationen,  die  der  Gruppe  der  Modulargleichung  hemiedrisch 
isomorph  ist. 
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Dies  impliziert  einen  wesentlichen  Unterschied  von  der  analogen 
Theorie  der  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades,  bei  denen  dieser 
Isomorphismus  ein  holoedrischer  war.     Wir  können  sofort  sagen: 

Es  ist  unmöglich,  die  Probleme  mit  168  Substitutionen  rational 
auf  das  hier  vorliegende  „Problem  der  a;"  zu  reduzieren;  wir  können  weiter 
folgern : 

Es  ist  unmöglich,  die  betreffenden  Probleme  rational  in  Jacob ische 
Gleichungen  achten  Grades  überzuführen. 

Die  Ja  CO  bische  Gleichung  nämlich  bestimmt  an  sich  die  x^,  x^^,  x^,  x.^ 
zwar  nur  bis  auf  das  Vorzeichen.  Sollen  aber  die  Verhältnisse  x^ix^^:  x.^ :  x^ , 
unter  x  Funktionen  vollkommen  willkürlicher  Größen  verstanden,  bei  Per- 
mutation dieser  Größen  diejenigen  Substitutionen  erfahren,  welche  den 
Formeln  (16)  entsprechen,  so  müssen  die  x^,  x^,  x^,  x^  es  selbst  tun, 
und  das  ist  unmöglich,  so  lange  die  Zahl  der  fraglichen  Permutationen 
nur  1-168  beträgt.  (Denselben  Schluß  machte  ich  in  einem  analogen 
Falle  in  Abh.  LIV,  Abschnitt  II,  §  9,  und  Abschnitt  III,  §  11.  [Siehe  auch 
die  bzw.  Erörterungen  in  Abh.  LXI,  S.  485.]) 

Dagegen  zeigt  der  allgemeine  Ansatz  des  §  1,  daß  sich  das  umge- 
kehrte Problem  sehr  wohl  erledigen  läßt:  man  soll  das  hier  definierte 
„Problem  der  a;"  rational  auf  das  „Problem  der  «/"  des  §  6  zurückführen. 
Wie  dies  am  einfachsten  geschehen  kann,  werde  ich  nun  entwickeln.  Ich 
bediene  mich  dabei  aus  den  in  der  Einleitung  angegebenen  Gründen  der 
geometrischen  Redeweise. 

§9. 

Geometrische  Theorie  der  Jacobischen  Gleichungen  achten  Grades. 

Die  Xq,  x^,  Xc^,  x^  des  vorigen  Paragraphen  mögen  als  homogene 
Koordinaten  eines  Raumpunktes  gedeutet  werden.  Dann  stellen  die  Aus- 
drücke P,  gleich  Null  gesetzt,  acht  Ebenen  dar,  welche  die  Hauptebenen 
heißen  sollen.  Desgleichen  spreche  ich  von  acht  Hauptpunkten.  Man 
erhält  ihre  Gleichungen,  indem  man  diejenigen  Ausdrücke  gleich  Null 
setzt,  welche  den  P  dualistisch  entsprechen: 

(17)  iT]^  =  -V^=^'U,, 

Ofienbar  sind  die  acht  Hauptpunkte  den  acht  Hauptebenen  in  einer  durch 
die  linearen  Substitutionen  (16)  unzerstörbaren  Weise  einzeln  zugeordnet. 
Diese  linearen  Substitutionen  (16)  gewinnen  jetzt  die  Bedeutung  von 
Kollineationen  des  Raumes.  Da  aber  ein  Zeichenwechsel  aller  x  geome- 
trisch ohne  Bedeutung  ist,  so  haben  wir  den  homogenen  2-168  Substitu- 
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tionen  entsprechend  doch  nur  1-168  Kollineationen,  deren  Gruppe  somit 
mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  holoedrisch  isomorph  ist. 

Meine  ganze  Betrachtung  geht  nun  davon  aus,  daß  vermöge  der  De- 
finition der  P,  TT  die  Quadratsummen  ^P  ,  ^TT  identisch  Null  sind. 
Dies  gibt  auf  Grund  einer  Schlußweise,  die  wohl  zuerst  von  Paul  Serret 
methodisch  ausgebildet  wurde ^^),  sofort  folgende  beide  Sätze: 

Die  acht  Hauptpunkte  sind  die  Grundpunkte  eines  Netzes  von 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

Die  acht  Hauptebenen  sind  die  gemeinsamen  Tangentenehenen  eines 
Gewebes  von  Flächen  zweiter  Klasse. 

Die  Gleichungen  dieses  Netzes  resp.  Gewebes  werden  äußerst  ein- 
fach. In  der  Tat  sieht  man  sofort,  daß  die  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  Nullsetzen  folgender  Ausdrücke  definiert  sind: 

(18)  Y^=^\^2'X^x^-xl,     Y^  =  V2'X^,x.^-x|,    Y^  =  V2- x^x^- x^ 

durch  die  acht  Hauptpunkte  hindurchgehen,  ebenso,  daß  die  Flächen 
zweiter  Klasse,  welche  durch  Nullsetzen  folgender  Ausdrücke  dargestellt 
werden : 

(19)  7i  =  V2-i^o^i  -  <,     V,^  =  V2uqU.-,-uI,     V^  =  V2-UqU^-uI 

die  acht  Hauptebenen  berühren.  Daher  hat  man  für  das  Netz  die 
Gleichung: 

(20)  v^Y.^  +  v^l(.^  +  v^Y.^  =  0, 
und  für  das  Gewebe: 

(21)  y^y^  +  y^y.  +  y,v^  =  o. 

Die  ^>^,  v^,  v^  resp.   y^,  y^,  y^  sollen  dabei  Parameter  bezeichnen. 

Ich  habe  die  Benennungen  bereits  so  gewählt,  daß  die  Zusammen- 
gehörigkeit dieser  Betrachtungen  mit  dem  Probleme  des  §  6  hervortritt. 
In  der  Tat  ist  a  priori  deutlich,  daß  sich  die  Ausdrücke  (18)  bei  den 
2-168  linearen  Substitutionen  der  x  selbst  auf  1-168  Weisen  ternär  linear 
substituieren  müssen.  Denn  die  acht  Grundpunkte  des  Netzes  (20)  werden 
bei  den  betr.  168  Kollineationen  unter  sich  permutiert;  das  Netz  als 
solches  bleibt  also  bei  den  Kollineationen  ungeändert;  überdies  ändern 
sich  die  Ausdrücke  (18)  bei  einem  simultanen  Zeichenwechsel  aller  a;  nicht. 
Das  Analoge  gilt  von  den  F^ ,  V^,  Fg  (19).  —  Die  Rechnung  vervoll- 
ständigt diese  Überlegung  folgendermaßen.  Man  unterwerfe  die  x  den  drei 
Substitutionen  (16);  dann  findet  man  für  die  Y^^  F^,  Y^  genau  die  drei 
Substitutionen  (8)  des  §  6.  Eine  analoge  Beziehung  besteht  natürlich 
zwischen  den  u  und   den   Fj ,    Fg ,    F^ .     Handelt  es  sich   also    darum, 

22)  Geometrie  de  direction,  Paris  1869. 
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wie  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  verlangten,  das  ,, Problem 
der  x"  auf  das  „Problem  der  y'',  oder  auch,  das  ,,Prohlem  der  u"  auf 
das  „Problem  der  v"  zurückzuführen,  so  wird  dem  in  einfachster  Weise 
durch  die  Ausdrücke  Y^,  Y^,  Y^  (18)  oder  auch  die  Ausdrücke  F^,  V^, 
F3  (19)  entsprochen. 

Ich  will  dem  hier  nur  noch  zwei  Bemerkungen  zufügen. 

Einmal  möchte  ich  aussprechen,  daß  mir  mit  der  Aufstellung  des 
Flächennetzes  der  Y  und  des  Gewebes  der  F  der  eigentliche  Ausgangs- 
punkt zu  einer  prinzipiellen  Behandlung  der  Jacobischen  Gleichungen 
achten  Grades  gegeben  scheint.  Die  Funktionen  der  x  resp.  u,  welche 
bei  den  2- 168  linearen  Substitutionen  ungeändert  bleiben,  werden  sich 
vermutlich  decken  mit  den  Kombinanten  der  drei  quadratischen  Formen 
Y  resp.    F. 

Es  sei  ferner  angegeben,  welche  Bedeutung  unter  den  allgemeinen 
Ja  CO  bischen  Gleichungen  achten  Grades  die  spezielle  hat,  auf  welche  ich 
in  meiner  Arbeit  über  Transformation  siebenter  Ordnung,  §  9,  die  Mo- 
dulargleichung  reduzierte.  Ersetzt  man  die  dort  gebrauchten  A ,  fjL,  v  durch 
2/1 5  2/2'  2/3  "^^  wendet  auf  letztere  die  erste  der  Substitutionen  (8)  an, 
so  verwandeln  sich  die  dort  (a.a.O.  §9,  Formel  (38))  definierten  A^, 
A^,  A^,  A^  in  Aq,  7^  A^,  7^  A^,  7^^3-  Die  fragliche  Jacobische  Gleichung 
gehört  also  zu  den  kontragredienten,  und  ich  habe,  um  Übereinstimmung 
mit  der  hier  gebrauchten  Bezeichnungsweise  herbeizuführen, 

Aq  =  Uq,    Aj^  =  V2Uj^,     A^  =  V2'U^,     A^  =  V2-u^ 

zu  setzen.  Zwischen  diesen  u  hat  man  dann  (nach  der  damaligen  An- 
gabe, a.  a.  0.  §  9,  Fußnote)  alle  die  Relationen,  welche  durch  Nullsetzen 
aller  dreireihigen  Determinanten  folgender  Matrix  entstehen: 


u, 

u,      -  V2  .  u. 

0 

2*2 

0             Uo 

-V2-U, 

^3 

-V2-u^        0 

Uo 

Diese  Relationen  gewinnen  jetzt  eine  einfache  Bedeutung.    Unter  den 
Flächen  des  Gewebes: 

gibt  es  00^,  welche  in  ebene  Kurven  ausgeartet  sind;  die  Ebenen  dieser 
Kurven  sind'  es,  welche  durch  die  vorstehenden  Relationen  definiert  sind. 
Diese  Ebenen  umhüllen  bekanntlich  eine  Developpable  der  sechsten  Klasse 
(welche  der  schon  von  Hesse^^)  untersuchten  Kegelspitzenkurve  sechster 


*)  [Grelles  Journal,  Bd.  49  (1853)  =  Werke,  S.  345-404.' 
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Ordnung  dualistisch  gegenübersteht).  Und  die  Beziehung  dieser  Deve- 
loppablen  auf  die  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  f  =  0,  wie  sie  sich  aus 
meiner  vorigen  Arbeit  ergibt,  ist  nichts  anderes  als  die  bekannte  Hesse- 
sche Abbildung.  In  der  Tat,  setzt  man  die  nach  u^,  u^,  u^,  u^  gebildete 
Diskriminante  von  y^  V^  +  1/2  ^2  +  Vz  ^3   gleich  NuU,  so  kommt : 


§10. 

Forfeetzung:  Sieben  wertige  Funktionen  der  x. 

Man  kann  fragen,  welches  die  einfachsten  Gebilde  im  Räume  der 
Xq,  x^,  x.^,  x.^  sind,  welche  bei  den  168  Kollineationen  nur  sieben  Lagen 
annehmen.  Durch  geometrische  Betrachtungen,  deren  Auseinandersetzung 
hier  zu  weit  führen  würde,  habe  ich  gefunden,  daß  es  zweimal  sieben 
lineare  Komplexe  der  geforderten  Eigenschaft  gibt.  Ich  will  dies  hier 
nur  analytisch  nachweisen.  Es  seien  x,  x'  zwei  Raumpunkte.  So  be- 
trachte man  als  Koordinaten  ihrer  Verbindungslinie  die  folgenden: 


22 


a^  —  XqX^      XqX^^       V  ^'ttQ  —  x^  x^      Xq  x.2  , 
^4  ^^  ^0  -^2       ^o'^2^        v 2 •  a.^  =^  x^  Xq      x^  x.^ , 

a.y     0   '^'i  C\   ^  5  \   Ci    '  (J/k     X^    X^  Xa    X-t    • 


Nun  wende  man  auf  die  x,  x'  die  Substitutionen  (16)  an.  Da  ein 
simultaner  Zeichenwechsel  aller  x,  x'  die  Größen  a  nicht  beeinflußt,  so 
erhält  man  drei  lineare  Substitutionen  der  a,  welche  wiederholt  und  zu- 
sammengesetzt nur  1-168  Operationen  erzeugen.  Aber  genau  zu  den- 
selben Substitutionen  wird  man  geführt,  wenn  man  die  y^ ,  1/., ,  1/3  des  §  6 
den  Substitutionen  (8)  unterwirft  und  zusieht,  wie  sich  dabei  die  sechs 
Ausdrücke  zweiten  Grades  2/|,  yl,  yl,  y^V^^  V^Vi^  ViVi  substituieren'^'^).  Nun 
setzen  sich  aus  letzteren  die  siebenwertigen  c»,  linear  zusammen  (Formel  ( 10 ) ) : 

(^v  =  {r--yl-^ryl-{-y'^yl) 
+  ^^^^-^  (r«^  2/2  2/3  +  r.''' 2/3  2/1  +  7'^  2/1 2/2)- 


^^)  [Mit  den  Ergebnissen  von  §  9  vergleiche  man  die  Entwicklungen,  welche 
Briüschi,  bezugnehmend  auf  Mitteilungen  meinerseits,  in  seiner  Arbeit:  „Über  die 
Jacobische  Modulargleichung  vom  achten  Grad"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  15 
(1879),  S.  241—250  abgeleitet  hat.     K.] 

"'^)  [Der  Form  yl  y.2  +  y2  y^+yi  Vi  entspricht  dabei  genau  der  für  die  Linien- 
geometrie fundamentale  Ausdruck  a^  a^  +  «4  «3  +  a.^  % .     K.] 


414  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

Daher  sind  folgende  zweimal  sieben  lineare  Funktionen  der  a  ebenfalls 
siehenwertig : 

(23)  Gr  =  {7^a^-\-y^^a,  +  y''^a.^ 

Sie  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  die  fraglichen  linearen  Komplexe  dar. 

Es  scheint  mir  nun  sehr  nützlich,  den  Betrachtungen,  die  sich  in  der 
Ebene  auf  die  Cy  beziehen,  im  Kaume  solche  entgegenstellen,  welche  mit 
den  Gy  operieren.  Ich  will  dies  hier  nur  bezüglich  des  §  7  ausführen.  Es 
seien  Xq,  x^,  . . .,  x^,  wie  dort,  die  sieben  Wurzeln  einer  Gleichung  siebenten 
Grades.  Man  bilde  ferner,  wie  damals,  drei  Reihen  von  sieben  Größen 
Xr,  Xv,  Xy,  welche  den  Xy  einzeln  entsprechen.  Sodann  schreibe  man  die 
Gleichungen  folgender  linearer  Komplexe  hin: 

X  ,     Xy  Oy    =    U,  X  /     Xy  Cy    =    ü,  X  /     Xy  0 y    =    0 

und  suche  in  Ebenenkoordinaten  Uq,u^^u^,  u^  die  Gleichung  des  ihnen 
gemeinsamen  Hyperboloids : 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  schiebe  man  sodann  zweimal  über  die 
linke  Seite  der  Gleichung  des  Flächennetzes  (20): 

V,  (V2 -aJo x^  —  xl)  +  ^2  (V2 -a^o x^^  —  xl)-\-v^  (V2 -a^o x^  —  xl). 

So  entsteht  eine  lineare  Form 

wo 

7,  =  V2  .  C^o,  -  «22  '  ^2  =  ^2-  «02   -  «33  »  ^3  =  V2  •  «^3  "  «11 ' 

und  diese  Y^,  Y^,  Y^  müssen  nun  solche  Funktionen  der  Wurzeln  der 
ursprünglichen  Gleichung  siebenten  Grades  sein,  welche  sich  bei  den 
168  Permutationen  dieser  Wurzeln  wie  die  y^^y^^  2/3  ^^  §  ^  substituieren. 
—  Führt  man  die  Rechnung  durch,  so  kommt  man  in  der  Tat  zu  den 
Schlußformeln  des  §  7. 

§11. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  achten  Grades  mit  168  Substitutionen. 

Die  einfachsten  achtwertigen  Ausdrücke  der  x  sind  die  Quadrate  der 
Größen  P  (15),  zugleich  die  Wurzeln  der  Jaco bischen  Gleichung  achten 

2^  [Diese  Gleichung  hat  Cayley  in  den  Cambridge  Transactions  (1869)  (==  Werke, 
Bd.  VII,  S.  86—88)  aufgestellt.] 
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Grades.  Hiervon  ausgehend  will  ich  das  Problem  behandeln,  eine  beliebige 
Gleichung  achten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen  auf  das 
„Problem  der  2/"  des  §  6  rational  zurückzuführen.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
mögen  z^,  z^,  z^,  . . .,  z^  genannt  werden  und  den  PI  ,  P^,  PI,  .  ..,PI  ent- 
sprechend gesetzt   sein.      So  bilde  man  zunächst  die  quadratische  Form: 

2cc  -t  00    r  ^0  -^  0  "T~  ^1  -^  1  ~r  •  •  •     I    ^6  ■'6  ' 

ordne  nach  Eintragung  der  Werte  der  P  nach  Xq,  x^,  x^,  x^,  und  stelle 
endlich  die  zugeordnete  quadratische  Form  der  u^^  u^,  u^,  u^  auf.  Ich 
will  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  daß  ^2  =  0  sei,  ich  will  ferner 
abkürzend  schreiben: 


Pv  =  2 
0,  1,  ... , 

Dann  lautet  die  zugeordnete  Form: 

2P5 

2Pi 


(24) 


-8z. 
V2p. 
V2-P, 
V2p, 


V2pj 
2P, 

2P5 
2P3 


2?« 


V2-P, 
2?» 
2p« 


^0 
0 


-^^•fc^i^fc- 


Diese  Form  schiebe  man  nun  der  Reihe  nach  zweimal  über: 

V2  •  Xq  x^  —  xl ,        V2  •  Xf^  X.,  —  ic| ,         V2  •  a;o  ^^3  —  x^ . 
So  kommt  (wie  im  vorigen  Paragraphen): 

wm?  c?^656    y^,  ^2  5^3   **^^  Funktionen  der  z^  ,  Zq,  . . .,  z^,   wie  wir  sie 
suchen.     Ausgerechnet  ergibt  sich  (nach  Wegwerfung  eines  Zahlenfaktors): 

+ 


(25) 


7,  =  2 


r.  =  2 


Pl  Pf,  Ps 

Pi  Pl  Pß 

P2  Ph  Pi 

P4.  P6  Pö    I 

P2  Pa  P-i\    + 

Pl  Ps  P2    ! 

P2  Ps  PiS 

Pl  Pl  Pr,   \    + 

Vi  P^  Pl  i 


-82;, 

Pl 
P2 

-82, 
P4. 
Pl 

P<1 
Pi 


Pl  Pl 

Pl  Ps 

Ps  Pa 

p,  Pl 

Pl  Pö 

Pö  P2 

P2  Pa 

Pa  P^ 

Pe  Pl 
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§12. 
Die  Gleichungen  168 -ten  Grades  mit  168  Substitutionen.  «^ 

Hinsichtlich  der  hierher  gehörigen  Gleichungen  168 -ten  Grades  will 
ich  nur  eine  Bemerkung  machen.  Man  mag  bei  ihnen,  um  Funktionen 
7j,  Y^,  Fg  zu  finden,  den  allgemeinen  Prozeß  des  §  1  anwenden.  Als 
Funktion  q?  der  Wurzeln  kann  man  dann  eine  beliebige  Wurzel  selbst 
wählen:  denn  zwischen  den  168  Wurzeln  der  allgemeinen  hier  in  Betracht 
kommenden  Gleichung  bestehen  keine  a  priori  angebbaren  linearen  Kela- 
tionen.  Dann  liefert  uns  der  allgemeine  Prozeß  des  §  1  solche  Funktionen 
Fj,  7o,  Fg,  welche  lineare  Funktionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  sind.  Etwas  Ähnliches  tritt  offenbar  immer  ein,  wenn  eine 
Gleichung  gegeben  ist,  die  ihre  eigene  Galoissche  Resolvente  ist,  und  man 
verlangt,  diese  auf  ein  niederes  „Problem"  [d.  h.  mit  geringerer  Variabeln- 
zahl]  zurückzuführen.  Das  einfachste  Beispiel  geben  die  zyklischen  Glei- 
chungen; man  vgl.  §  3. 

§  13. 

Substitutionssysteme  bei  ^-  und  bei  ^^  Variablen. 

Ich  schließe  diesen  Abschnitt,  indem  ich  zeige,  daß  ähnliche  Sub- 
stitutionssysteme, wie  wir  sie  im  Vorstehenden  für  n  ^=  b  und  n  =  l  be- 
nutzten, bei  beliebigem  primzahligem  n  bestehen.  Wir  hatten  einmal  das 
Substitutionssystem  der  Jaco bischen  Gleichungen  sechsten  bzw.  achten 
Grades ;  dasselbe  zeigte  bei  ?i  =  5  einen  holoedrischen,  ^  bei  n  =  7  einen 
hemiedrischen  Isomorphismus  zur  Gruppe  der  Modulargleichung.  Wir 
hatten  andererseits  bei  n=  h  die  binären  Ikosaedersubstitutionen,  bei 
n  =  l  die  ternären  Substitutionen  des  §  6,  und  diese  Substitutionen  er- 
wiesen sich  bei  n  =  h  hemiedrisch,  bei  n  =  l  holoedrisch  mit  der  Gruppe 
der  Modulargleichung  isomorph.  Ich  sage  nun,  daß,  unter  n  eine  Prim- 
zahl  verstanden,    allemal  Substitutionssysteme    bei      ^      und   bei    —,j— 

Variablen  bestehen,  welche  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  {n  +  1 )  -  ^ß^ 
Grades  isomorph  sind.  Und  zwar  ist  der  Isomorphismus  des  einen 
Systems  immer  hemiedrisch,  wenn  der  des  anderen  holoedrisch  ist.  Ob 
das  eine  oder  andere  eintritt,  hängt  davon  ab,  ob  n^l  {mod.  i)  oder 
=  3  (mod.A)  ist""'). 


2')  Daß  diese  Substitutionssysteme  existieren,  habe  ich  zuerst  in  einem  an  Herrn 
Brioschi  gerichteten  Briefe  ausgesprochen,  der  in  den  Rendiconti  del'  Istituto  Lom- 
barde vom  2.  Januar  1879  abgedruckt  ist.  [Später  bin  ich  durch  Benutzung  der 
elliptischen  0- Funktionen  für  beliebige  ungerade  n  zu  entsprechenden  Substitutionen 
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1.    Das  System  bei  —y^  Variablen    Xq,  Xi,  . , .,  Xn-i    erwächst    durch 
Wiederholung  und  Kombination  folgender  drei  Operationen: 

1.  Xk  =  Q^^'Xk, 

n+l 

2.  x'k  =  {-l)'   x^,,^^'), 


3.  < 


y(-l)''n-x:^  =  Xo+V2-2J 


1=1,... 


xi, 

w-l 


Vi-l)'    n>x',  =  V2''xo  +  2Ji^'''  +  ^-''')^i    (ä;  =  1, 


-1 


1  =  1. 


n-l 


Hier  bedeutet  g  eine  primitive  w-te  Einheitswurzel,  g  ist  eine  Primitiv- 
wurzel modulo  n ,  und  das  doppelte  Vorzeichen  ±i  gk  ist  so  zu  verstehen, 
wie  am  Schlüsse  des  §  3  auseinandergesetzt  ist. 

Zum  Beweise  der  hinsichtlich  dieses  Systems  aufgestellten  Behaup- 
tungen genügt  es,  die  Änderungen  zu  beachten,  welche  die  Jaco bischen 
Ausdrücke 


(27) 


Poo=V(-l)'   n-xo 


.  =  .,...,  "-=i 


bei  den  Operationen  1.,  2.,  3.  erfahren. 


gekommen;  vgl.  meine  Abhandlungen  „Über  gewisse  Teilwerte  der  0- Funktionen" 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  17  (1880),  §  3,  und  „Über  die  elliptischen  Normalkurven 
der  N -tQii  Ordnung  und  zugehörige  Modulfunktionen  der  JV^-ten  Stufe"  in  den  Ab- 
handlungen der  math.-phys.  Klasse  der  Kgl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 
Bd.  13,  Nr.  4  (1885),  §  18,  sowie  vorher  in  den  sächsischen  Berichten  vom  November 
1884,  Abschnitt  II,  §  4  u.  5.  Diese  Abhandlungen  werden  erst  in  Bd.  3  dieser  Gesamt- 
ausgabe abgedruckt.  Außerdem  siehe  meine  vonFricke  bearbeiteten  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen,  Bd.  II  (Leipzig  1892),  S.  291—296.  — 
Für  gerade  n  hat  Hurwitz  entsprechende  Substitutionsgruppen  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  27  (1885/86),  S.  183 — 233  aufgestellt;  vgl.  auch  die  genannten  Vorlesungen, 
Bd.  II,  S.  297  —  300.     K.]. 

2^j  [Im  Grunde  braucht  man  nur  zwei  Operationen  (vgl.  Fußnote  ^^)  auf  S.  399). 
Bezeichnet  man  die  Operation  1  mit  x'  =  8{x),  die  Operation  3  mit  x'  =  T{x)  und 
die  Operation  2  (eventuell  nach  einem  gemeinsamen  Zeichenwechsel  der  ursprünglichen 
Variabein  x)  mit  x'  =  JJ  {x) ,  so  gilt  hier  und  in  den  folgenden  Fällen: 


U{x)=^S^      '^TS^TS^      ^T{x).] 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II. 


27 
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Man  findet  nämlich: 

ad    1.       Pl      =^Pr+U 

n+l 

ad  2.       P;,=  (-l)  '   Pr, 

n-1 

ad  3.   ^0    =(-1)'   P. 


PI  =i^yp  . 


{r=l,2,..,,{n-l)). 


2.    Das  System  bei 


Variablen  «/i?  2/2?  •  •  •?  2/w-i   ergibt   sich  fol- 


gendermaßen.   Ist  71  =  3  (mod  4),  so  kombiniere  man  folgende  Operationen: 


(28; 


y'k  =  Q^'yk, 


^.  Vk  =  y+gk. 

3.  \'~^^-y'k=-Z[^)  iQ""-Q~"")yi. 

1=1 


kl 

n 
n-l 


kl 


Hier  bedeutet  ( — j    das    Legen  dresche   Zeichen.    —    Ist    dagegen  n^^l 
( mod.  4 ) ,  so  schreibe  man  einfach : 

(29) 


yk^e'''yk 


2.  y'k-=±y±,k, 

3.  Vn-yi  =  2{Q'"-e-"")yi- 


l=\. 


n-l 


[Dabei  ist  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  2.  so  zu  nehmen,  daß 
es  mit  dem  für  den  Index  gemäß  der  Verabredung  von  §  3  zu  wählenden 
Vorzeichen  übereinstimmt.] 

Beidemal  ergibt  sich  der  Beweis  unserer  Behauptungen  wieder  durch 
Beachtung  der  Umänderungen,  welche  gewisse  {n  ^  \)  Funktionen  bei 
Eintritt  der  Substitutionen  erfahren.     Dies  sind  im  Falle  (28): 


«-1 


().^  =  i-n)  *  -y^y.,  .  .  .  2/n-i, 

2 

-5.=-     n      {  2  {"){Q""-s-"")9"--y,^ 


(30) 

und  ähnlich  im  Falle  (29): 


.=>,...»-•  z=i,...»- 
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n-l 


(31) 


n  *  -2/12/2  •  •  •  2/n-i 


2 


^r=  II  {       Z     {q''^-Q-''')q'' 


Vi 


.=1,..."-^  /^i....*^ 


Man  findet  nämlich  bei   (30),   den   Operationen  1.,  2.,  3.   (Formel  (28)) 
entsprechend,  folgende  Permutationen: 

ad  1.       d-,    =  dy+i, 


ad  2.       0^2,  =  d. 


=  ^0» 


^0     -^ 

dl     ={'-]d.^,      (»'=l,2...(7i-l)) 


ad  3.   <^ 


und  bei  (31)   sind   die  Formeln  ganz  ähnlich,   nur  daß  an  einigen  Stellen 
rechter  Hand  ein  Minuszeichen  zutritt  ^^). 

Fügen  wir  noch  hinzu,  daß  die  so  bei  — ^  Variablen  definierte  Sub- 
stitutionsgruppe jedenfalls  dann  die  kleimte  Zahl  Variabler  benutzt,  bei 
denen  ein  Isomorphismus  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  möglich 
ist,  wenn  -^—  eine  Primzahl  ist.  Denn  aus  Verbindung  der  beiden 
unter  1.  und  2.  angegebenen  Operationen  erwächst  bereits  die  ,, halbe" 
metazyklische  Gruppe,  mit  der.  wir  uns  in  §  3  beschäftigten  und  von  der 
wir  sahen,  daß  sie  sich  im  angegebenen  Falle  nicht  durch  weniger  als 
-^  Variable  darstellen  läßt. 


2^)  [Der  im  Text  gegebene  Beweis  ist  insofern  unzureichend,  als  aus  ihm  nur 
folgt,  daß  durch  Zusammensetzung  der  Substitutionen  1.  und  3.  in  den  Formeln  (28) 
bzw.  (29)  jeweils  eine  Substitutionsgruppe  erzeugt  wird,  die  zur  Gruppe  der  Vertau- 
schungen der  öv  isomorph  ist,  ohne  daß  aber  die  Stufe  des  Isomorphismus  berück- 
sichtigt wird.  Nun  sind  alle  diejenigen  linearen  Substitutionen  der  y^  welche  alle 
Öv  ungeändert  lassen,  die  folgenden: 

(»)  y,'  =  ^''y,  (a  =  o.  1,...;^^' 

n—  1 
wo  e  eine  primitive  — - — te  Einheitswurzel  bedeutet.    Da  aber  bekanntlich  für  prim- 

u 

n—  \  .       . 

zahliges  n  sich   die  Potenzen  der  primitiven  — - —  ten  Einheitswurzel  h-  außer  « "^  =  1 

n-l 
und  im  Falle  n  =  \  (mod4)  «  *    =  —  1  nicht  als  rationale,  rationalzahlige  Funktionen 
der  w-ten  Einheitswurzel  q  darstellen  lassen,  können  sich  außer 
(**)  yi=yi     und  im  Falle  ?i  =  l  (mod4)     yi=—yi 

keine  Substitutionen  (*)  durch  Zusammensetzung  der  Substitutionen  1.  und  3.  des 
Textes  ergeben.  Von  den  Substitutionen  (**)  sind  in  der  Tat  in  der  aus  dem 
System  (28)  entstehenden  Gruppe  die  erste  und  in  der  aus  dem  System  (29)  ent- 
stehenden Gruppe  beide  enthalten.] 
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Abschnitt  II. 

Zurückföhruiig  der  Gleichungen  mit  168  Substitutionen  auf  die 

Modulargleichung. 

§1. 
Bedeutung  der  Modulargleichung  für  diese  Probleme. 

Man  muß  es  als  eine  offene  Frage  betrachten,  ob  für  jede  Galois- 
sche  Gruppe  Gleichungen  mit  einem  rational  vorkommenden  Parameter 
existieren,  bei  denen  die  Permutationen  der  Wurzeln  durch  ihre  Ver- 
zweigung in  bezug  auf  diesen  Parameter  zustande  kommen.  Wenn  das 
aber  der  Fall  ist,  so  gilt  es,  unter  allen  möglichen  Gleichungen  dieser  Art 
die  einfachste  herauszugreifen.  In  meiner  Arbeit  über  elliptische  Funktionen 
und  Gleichungen  fünften  Grades,  Abschnitt  IV,  §  9  stellte  ich  in  dieser 
Hinsicht  das  Prinzip  auf,  daß  immer  diejenige  Gleichung  als  die  einfachste 
erachtet  werden  soll,  deren  Galoissche  Resolvente  das  kleinstmögliche 
Geschlecht  hat^^).  Von  diesem  Prinzip  ausgehend  gelangt  man  bei  den 
Problemen  mit  168  Substitutionen,  wie  ich  nun  zeigen  werde,  genau  zu 
derjenigen  Form  der  Modulargleichung,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  über 
Transformation  siebenter  Ordnung  entwickelt  habe.  Der  Beweis  ruht  in 
der  Betrachtung  der  linearen  Transformationen,  welche  gewisse,  auf  einer 
Kurve  vom  Geschlechte  p  existierende  Funktionen  bei  eindeutiger  Trans- 
formation der  Kurve  in  sich  erfahren  müssen.  Hiermit  ist  zugleich  der 
Zusammenhang  mit  den  Betrachtungen  des  vorigen  Abschnitts  und  der 
Gegensatz  gegen  dieselben  bezeichnet.  Denn  allerdings  haben  wir  es  auch 
jetzt  mit  linearen  Substitutionen  zu  tun,  aber  nicht  mehr  mit  homogenen: 

Ich  sage  zunächst,  daß  bei  einer  Gleichung  mit  168  Substitutionen 
der  hier  betrachteten  Art  keine  Galoissche  Resolvente  vom  Geschlechte 
Null  existieren  kann.  Denn  auf  den  Kurven  vom  Geschlechte  Null  gibt 
es  eine  Funktion  X,  welche  jeden  Wert  nur  in  einem  Punkte  annimmt, 
und  die  sich  also  bei  eindeutiger  Transformation  der  Kurve  in  sich  linear 
substituiert.  Dagegen  gibt  es  bekanntlich  keine  Gruppe  von  168  (ge- 
brochenen) linearen  Substitutionen  einer  Variablen  von  der  hier  geforderten 
Beschaffenheit. 

Ebensowenig  kann  das  Geschlecht  gleich  Zwei  sein.  Denn  bei  p  =  2 
setzt  sich  aus  den  zwei  überhaupt  vorhandenen  Riemannschen  cp  eine 
Funktion  --   zusammen,    welche  in  ihrer  Art   einzig  ist,    welche  also  bei 

jeder  eindeutigen  Transformation   der  Kurve   in  sich  wieder   linear   trans- 
formiert werden  muß. 


^^)  In  höheren  Fällen   wird  man  neben  der  Geschlechtszahl  p   die  Existenz  be- 
sonderer „Spezialpunktgruppen'*  berückeichtigen  müssen. 
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Die  Unmöglichkeit  einer  Resolvente  vom  Geschlecht  Eins  ergibt  sich 
folgendermaßen.  Auf  einer  Kurve  p  =  1  gibt  es  ein  überall  endliches 
Integral;  dasselbe  soll  u  genannt  werden,  seine  beiden  Perioden  mögen 
ct)^ ,  o)^  heißen.  Die  einzigen  im  allgemeinen  Falle  möglichen  eindeutigen 
Transformationen  der  Kurve  in  sich  sind,  wie  bekannt,  durch  folgende 
Transformation  des  Integrals  gegeben: 

u^  =  ±u-\-  C: 


nur  wenn  -^  bei  richtiger  Wahl  der  Perioden  gleich  der  dritten  Einheits- 
wurzel a,  oder  gleich  der  vierten  Einheitswurzel  i  ist,  können  noch  Trans- 
formationen folgender  Form: 

u'  =  au,  u' =  iu 
hinzutreten.  —  Will  man  nun  aus  den  eindeutigen  Transformationen  der 
Kurve  in  sich  eine  endliche  Gruppe  zusammensetzen,  so  hat  man  einfach 
solche  Transformationen  des  Integrals  unter  den  vorgenannten  heraus- 
zusuchen, welche  modulo  co^,  co^  etwas  Endliches  erzeugen.  Man  kann 
hiernach  ohne  weiteres  alle  möglichen  endlichen  Gruppen  aufstellen  und 
diskutieren ,  man  sieht  sofort,  daß  unter  ihnen  keine  enthalten  ist,  die  mit 
der  hier  vorliegenden  Gruppe  von  168  Substitutionen  isomorph  wäre. 

Es  bleibt  also,  als  kleinstmöglicher  Wert,  p  =  S.  Daß  eine  Resol- 
vente vom  Geschlechte  Drei  existiert,  zeigt  meine  Arbeit  über  Transfor- 
mationen siebenter  Ordnung;  sie  zeigt  zugleich,  daß  nur  eine  solche  Resol- 
vente existiert,  das  ist  die  Modulargleichung,  wie  ich  sie  damals  formulierte. 
Diese  Modulargleichung  erweist  sich  also  als  wahre  Normalgleichung  für 
die  Probleme  mit  168  Substitutionen. 

Handelt  es  sich  jetzt  darum,  die  allgemeinen  Gleichungen  mit  168 
Substitutionen  auf  die  Modulargleichung  zurückzuführen,  so  ist  dem  durch 
die  Entwicklungen  der  §§  6  bis  12  des  vorigen  Abschnittes  vorgearbeitet. 
Ich  zeigte,  daß  man  alle  in  Betracht  kommenden  Gleichungen  auf  das  in 
§  6  definierte  „Problem  der  y"  rational  reduzieren  kann.  Die  Modular- 
gleichung ist  nur  ein  spezieller  Fall  dieses  Problems,  derjenige,  in  welchem 
/*=  0  ist.  Daher  haben  wir  jetzt  nur  noch  folgende  Aufgabe  vor  uns: 
Man  soll  das  allgemeine  Problem  des  §  6  auf  das  spezielle  mit  f=0 
zurückführen.     Hiermit  werde  ich  mich  jetzt  beschäftigen. 

§2. 

Zurückführung  des  allgemeinen  Problems  der  tj  auf  das  spezielle. 

Ich  beschränke  mich  darauf,  die  sehr  einfachen  Prinzipien  anzu- 
geben, nach  denen  die  gewünschte  Zurückführung  zweckmäßigerweise  zu 
erfolgen  hat.     Dabei  finde  zunächst  folgende  Bemerkung  ihre  Stelle,    Für 
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die  Modularglei(jhung  gab  ich  in  meiner  zuletzt  genannten  Arbeit  (§  6  am 
Schluß )  im  Grunde  zwei  Formulierungen  an,  indem  ich  das  eine  Mal : 

setzte,  das  andere  Mal  nur  die  Verhältnisse  der  y  ins  Auge  faßte  und 
schrieb : 

(32)  f=0,      ^=^  =  J. 

^       ^  '  1728  V' 

Nur  von  dieser  zweiten  Formulierung  ist  im  vorigen  Paragraphen  die  Rede, 
und  an  sie  werde  ich  mich  auch  im  folgenden  anschließen. 

Dann  hat  man  noch  eine  doppelte  Möglichkeit.  Entweder  sind  die  y 
der  Modulargleichung  den  y  des  ursprünglichen  Problems  kogredient  — 
dann  sollen  sie  y'  heißen  — ,  oder  sie  sind  ihnen  kontragredient  —  dann 
werde  ich  sie  in  der  Folge  v  nennen.  Dementsprechend  haben  wir  geo- 
metrisch folgendes  doppelte  Problem  vor  uns: 

Man  soll  einem  beliebigen  Punkte  y^,  y.^,.  y^  der  Ebene  in  einer 
durch  die  168  linearen  Substitutionen  unzerstörbaren  Weise  entweder  einen 
Punkt  y'  der  Kurve  vierter  Ordnung  /"=  0  oder  eine  Tangente  v  der 
Kurve  vierter  Klasse  f'  =  0  zuordnen. 

Beides  erledigt  sich  offenbar,  und  das  ist  der  Kern  der  hier  aus- 
einanderzusetzenden Methode  —  folgendermaßen  mit  Hilfe  einer  [akzesso- 
rischen] Gleichung  vierten  Grades.  Entweder  man  schneidet ,  die  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  der  linearen  Polare  des  Punktes  y  und  berechnet  also 
Vi-  y^  '•  2/3   ^^^  folgenden  beiden  Gleichungen: 

,    .    ii^y! %  +  vDvi  +  i^yly.  +  yl)y'^  +  i^yl y.  +  vDvz  =  0, 
^    ^    \  y?y'.  +  y'^y^  +  y?y[  =  (^, 

oder  man  zwingt  die  Tangente  v  der  Kurve  vierter  Klasse,  durch  den 
Punkt  y  selbst  hindurchzulaufen,  und  hat  dementsprechend  die  Bestim- 
mungsgleichungen : 

,3^s  |2/iVi+ 2/2^2 +  2/3^3  =  0' 

\vlv^^  +  vlv^-\-vlv^  =  0. 

Offenbar  ist  die  kontragrediente  Zuordnung  einfacher,  und  es  kann  also 
keine  Frage  sein,  daß  wir  die  Gleichungen  (34)  benutzen  werden. 

Die  Lösung  des  vorgelegten  „Problems  der  y"  wird  jetzt  folgendermaßen 
erfolgen  können.  Man  eliminiere  zuvörderst  zwischen  den  Gleichungen  ( 34 ) 
und  der  Gleichung: 


('3 


-C     {v^,v^,v\) 
1728  V"(vi,  i;^,  V3) 


=  J 


die  v^,  ^2,  ^3.     So  erhält  man  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  das  J, 
deren  Koeffizienten  solche  ganze  Funktionen  der  y  sind,   welche  sich  bei 
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den  168  linearen  Substitutionen  nicht  ändern,  also  ganze  Funktionen  der 
gegebenen  /",  V,  C,  K  sind.  Von  dieser  Gleichung  bestimme  man  eine 
Wurzel;  sie  heiße  J^.     Sodann  betrachte  man  das  Gleichungssystem 

-C     {t\,v^,v^) 


n28V"{v„v^,v,) 


J. 


als  Modulargleichung  und  bestimme  die  Verhältnisse  der  V-^'.Vc^:  v^  etwa 
durch  die  elliptischen  Formeln  (44)  der  zuletzt  genannten  Arbeit  ^^).  Dann 
hat  man  zur  Berechnung  der  y^,  y^,  y^  außer  den  gegebenen  Werten  von 
f,  V,  C,  K  die  .Gleichung 

2/i  ^1  +  2/2  ^2  +  2/3  ^3  =  Ö 

und  kann  somit  ebensowohl  ihre  Verhältnisse  als  ihre  absoluten  Werte 
rational  berechnen  ^^). 


^^)  [Hierbei  sind  die  Perioden  co^^,  w.,  durch  eine  Hneare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  als  Funktionen  von  J  definiert  zu  denken.     K.] 

^■^)  [Für    das   spezielle  Problem  mit  f=0  haben   Ralphen  in   einem  an  mich 

gerichteten  Brief  vom  11.  Juni  1884  (abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  24,  S.  461 

bis  464)  und  später  Hurwitz  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  25  (1885/86),  S.  117-126 

die  zugehörige  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  wirklich  aufgestellt.   Ver- 

V^ 
steht  man  unter  J  dieselbe  Größe  wie  im  Text  und  setzt  r}i  =  i/i—~ — (*  =  1,   2,  3), 

C    K 
so  sind  nach  Hurwitz  die  ?/,-  geeignete  Partikularlösungen  der  Differentialgleichung 


aJ  du 


?(^^-^-|(^-)-^MÖ 


+i^(-»4-l' 


0. 


Im  Gegensatz  dazu  hat  für  das  allgemeine  Problem  des  §  6  des  Abschnittes  I 
Herr  A.  Boulanger  in  zwei  Abhandlungen  im  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
ser.  II,  cah.  4  (1898)  und  cah.  6  (1901)  ein  System  von  drei  partiellen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  aufgestellt.    Führt  man  als  unabhängige  Variable 


ein,  und  setzt  weiter 

(*  =  1,  2,  3), 
so  genügen  die  2,-  zunächst  folgendem  von  Herrn  R.  Liouville  angegebenem  Systeme 


und     y  = 

2'=          „2 

( 

7 

V 
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§3. 
Über  die  Notwendigkeit  der  benutzten  Gleichung  vierten  Grades. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  der  so  geschilderte  Gang  [falls  anders  man  auf 
eine  Gleichung  mit  nur  einem  Parameter  zurückkommen  will]  noch  in  einem 
wesentlichen  Punkte  verbessert  werden  kann.  Ich  möchte  dabei  betonen,  daß 
ich  die  Auflösung  durch  elliptische  Funktionen  für  nebensächlich  und  sogar 
für  einen  Umweg  halte;  an  ihre  Stelle  wird  man  direktere  Annäherungs 
prozesse  setzen  können ^^).  Dies  tut  der  Wichtigkeit  derjenigen  Gleichung, 
welche  ich  immer  als  Modulargleichung  bezeichne,  keinerlei  Abbruch:  sie 
gibt  die  Definition  der  hier  in  Betracht  kommenden  algebraischen  ^nnda.- 
mentalirrationalität,  und  wie  man  nun  letztere  numerisch  berechnen  will, 
ist  eine  Frage  für  sich. 

Dagegen  scheint  mir,   daß  sich  der  algebraische  Prozeß,  welchen  ich 
schildere,   nicht  noch  vereinfachen  läßt,  und  ich  bringe  in  dieser  Hinsicht 


wo  die  /,  L,  M,  N  gewisse  von  Goursat  und  Painleve  herrührende  Differential- 
invarianten für  ternäre  homogene  lineare  Substitutionen  sind.  Boulanger  hat  nun 
deren  Ausdrücke  in  x  und  y  für  die  ternäre  G^^q^  berechnet  und  findet  für  sie  mit 
der  Abkürzung 

H  (x,  y)  =  -^ —  =  a;^/'  -  88  a;«/2  +  16 . 63  a;2 2/  +  17 .  64  ic?/  -  256  2/  +  27  •  64  a; 3 

-  128 .469  a;2  +  43 .  512  x  -  2048 
folgende  Werte 

^^H{x,  2/)-i  =  2a;[-3a;y  +  81a;3-520a:-80] 
3 -49  jy  (tc,  t/)- iV^  =  -  2  [15  «/2a;  +  2  2/  (81  a:2  -  421  a;  +  60)  -  4  (999  x""  -  3788  x  +  544)] 

3-49  Ä(a;,  2/)iW=  -  -  [24a;i/3  + 6^/2  (Iga;^  -  543  a:- 10) +  ?/ (111  a;2-12  759a;-8261) 

-  (532943  x-^  -f  384882  a;  +  51 047)] 
A%H{x,tj)I=^—^  [3  xy^  4-  2/^24  a;2  -  357  a:  +  10)  +  y^  (86691  a;^  +  9299  a;-  544) 

+  ^  (80235  a;3  +  l  810251  a;2  + 298689  a; -10841) 
+  (741 086  x^  +  5096436  a;^  +  2212558  x  +  72664)] . 

Während  aber  für  die  Lösungen  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleichungen 
Reihenentwicklungen  für  die  Partikularlösungen  und  deren  Konvergenzbereiche  längst 
so  genau  bekannt  sind,  daß  man,  wie  beim  Ikosaeder,  ein  bestimmtes  der  168  Lö- 
sungsßysteme  für  die  r]i  angeben  kann,  fehlen,  wie  es  scheint,  entsprechende  Unter- 
suchungen für  partielle  lineare  Differentialgleichungen,  die  durchweg  algebraische 
Integrale  besitzen,  bisher  gänzlich.  Es  wäre  zu  wünschen,  diese  Lücke  auszufüllen. 
Jedenfalls  besteht  keine  prinzipielle  Schwierigkeit,  dies  durchzuführen.  Man  kann 
also  dementsprechend  das  allgemeine  Problem  des  §  6  des  Abschnittes  I  als  durch 
unendliche  Prozesse  direkt  lösbar  ansehen,  womit  sich  die  Entwicklungen  des  Ab- 
schnittes II  bis  zu  einem  gewissen  Grade  erübrigen.     K.] 

^^)  Ganz  ebenso  war  es  bei  der  Ikosaedergleichung  (vgl.  meine  Arbeit  über 
elliptische  Funktionen  und  Gleichungen  fünften  Grades,  Abschnitt  III,  §  14).  [Vgl. 
auch  den  ersten  Teil  der  Fußnote  -2)  auf  S.  423.] 
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hier  noch  den  Beweis,  daß  man  die  Hilfsgleichung  vierten  Grades  zur 
Bestimmung  von  J  nicht  vermeiden  kann. 

Die  Frage  kann  so  gestellt  werden:  Ist  es  möglich,  einem  beliebigen 
Punkte  y  der  Ebene  in  einer  durch  die  168  Kollineationen  unzerstörbaren 
Weise  auf  unserer  Kurve  f=0  eine  Gruppe  von  weniger  als  vier  be- 
weglichen Punkten  y'  auf  rationalem  Wege  zuzuordnen?  Denn  ob  wir 
hier  von  den  Punkten  y'  der  Kurve  /'=0,  oder  ob  wir  von  den  Tan- 
genten V  der  Kurve  f  =  0  sprechen,  ist  offenbar  für  den  vorliegenden 
Zweck  gleichgültig. 

Die  so  gestellte  Frage  ist  nun  auf  Grund  folgender  Überlegungen  zu 
verneinen: 

1.  Dem  Punkte  y  kann  auf  f^O  nicht  ein  beweglicher  Punkt  y' 
rational  zugeordnet  werden.  Man  denke  sich  y^ :  2/2 :  y^  irgendwie  von 
einer  Größe  X  rational  abhängig.  Dann  würde  der  auf  f=0  bewegliche 
Punkt  y'  von  X  ebenfalls  rational  abhängen,  also  f  =^  0  eine  rationale 
Kurve  sein,  was  absurd  ist. 

2.  Dem  Punkte  y  kann  auf  /"=  0  nicht  ein  bewegliches  Paar  von 
Punkten  y'  rational  zugeordnet  werden.  Wieder  denke  man  sich  y^\y^'.  y^ 
von  einer  Größe  rational  abhängig.  Dann  bekommt  man  auf  f  =  ^  eine 
rationale,  einfach  unendliche  Schar  von  Punktepaaren.  Es  müßte  also  auf 
f=0  eine  rationale  Funktion  geben,  welche  jeden  Wert  nur  in  zwei 
Punkten  annimmt,  was  unmöglich  ist. 

3.  Dem  Punkte  y  kann  auf  /"=  0  nicht  ein  bewegliches  Tripel  von 
Punkten  zugeordnet  sein.  Um  dies  einzusehen,  lasse  man  y^  :  1/2 : 2/3  über 
eine  gerade  Linie  v  laufen.  Dann  bekommen  wir  auf  /"  =  0  eine  einfach 
unendliche,  rationale  Schar  von  Punktetripein.  Dementsprechend  muß  es 
eine  rationale  Funktion  auf  /"=  0  geben,  welche  jeden  Wert  nur  in  den 
drei  Punkten  eines  Tripels  der  Schar  annimmt.  Daher  werden,  nach  einem 
Riemannschen  Satze,  die  fraglichen  Tripel  auf  /"=0  von  geraden  Linien 
ausgeschnitten,  und  zwar  von  solchen  geraden  Linien,  die  durch  einen 
festen  Punkt  auf  /"=  0  hindurchlaufen.  Dieser  Punkt  müßte  fest  bleiben, 
auch  wenn  sich  die  gerade  Linie  v  ändert.  Denn  die  gerade  Linie  hat 
mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  immer  einen  Punkt  gemein,  und  diesem 
Punkte  entspricht  auf  f=0  ein  Tripel,  durch  welches  der  fragliche  feste 
Punkt  bereits  definiert  ist.  Es  müßte  also  auf  /"  =  0  einen  Punkt  geben, 
der    bei    den   168  Kollineationen  fest   bliebe,    und  das  ist  nicht  der  Fall. 

Die  Gleichung  vierten  Grades  ist  also  [für  den  angestrebten  Zweck] 
in  der  Tat  nicht  zu  vermeiden. 

Düsseldorf,  Ende  März  1879. 
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Über  Gordans  Arbeiten  betreffend  die  Probleme  mit  einer  Gruppe  von 

168  Substitutionen  ='*j. 

Gordan  hat,  an  meine  vorstehend  abgedruckte  Arbeit  anknüpfend,  den  Pro- 
blemen mit  168  Substitutionen  eine  Reihe  unter  sich  zusammenhängender  Arbeiten 
gewidmet''"^),  die  meine  Überlegungen  wesentlich  weiter  führen,  deren  Ergebnisse  aber 
infolge  der  Menge  der  zwischengestreuten  Einzelrechnungen  bis  jetzt  nicht  die  Be- 
achtung gefunden  zu  haben  scheinen,  welche  sie  verdienen.  Ich  schalte  hier  deshalb 
einen  Bericht  über  seine  Resultate  ein,  soweit  sie  mit  meinen  eigenen  Entwicklungen 
in  unmittelbarer  Beziehung  stehen,  wobei  ich  indes  ganz  frei  verfahre,  indem  ich 
nicht  nur  an  meinen  Bezeichnungen  festhalle,  sondern  dem  Stoff  eine  Gruppierung 
und  den  Zwischenüberlegungen  eine  Präzisierung  zu  teil  werden  lasse,  wie  sie  an 
gegenwärtiger  Stelle  zweckmäßig  scheinen,  schließlich,  indem  ich  in  einer  Hinsicht 
die  Gord  an  sehen  Ergebnisse  vereinfache. 

1.  Invariantentheoretische  Charakterisierung  der  kanonischen  Form  yl  2/2  +  yiVz  +  yi  yx  • 

Die  binäre  Ikosaederform  f^^,  welche  in  kanonischer  Form  die  Gestalt 

^  11  'v*     J_  11    />•  6  />»6  />•     /m11 

annimmt,  wurde  in  Bd.  9  der  Math.  Annalen  [Abh.  LI  des  vorliegenden  Bandes] 
allgemein  dahin  charakterisiert,  daß  ihre  vierte  Überschiebung  über  sich  selbst  iden- 
tisch verschwindet:  {f,f)^^0.  Entsprechendes  hat  Gordan  für  die  vorstehend  ge- 
nannte ternäre  biquadratische  Form 

f{y)  =  a,i=yly2  +  ylyz  +  ylyi 

in  der  Weise  geleistet,  daß  er  zunächst  die  zugehörige  Form  vierter  Klasse 

99  =  2  (a6v)*  =  V* 
und  die  Invariante 

^  =  -3  A*  =  3-(ö^c)* 

bildet  (ich  wähle  den  Buchstaben  A,  um  die  Analogie  mit  dem  Ikosaeder  festzu- 
halten) und  nun  zur  invariantentheoretischen  Charakterisierung  seiner  Form  die  Be- 
dingung aufstellt: 

(1)  f^-^vl  =  0, 


^^)  [Bei  der  Abfassung  dieser  Erläuterungen,  insbesondere  bei  der  Durchführung 
der  nötigen  Rechnungen,  wie  auch  schon  bei  der  Durcharbeitung  der  vorangehenden 
Abh.  LVIl  für  den  Wiederabdruck  hat  mich  Herr  Bessel-Hagen  wesentlich  unter- 
stützt.    K.] 

^^)  Es  sind  dies: 
I.   Math.  Annalen,  Bd.  17  (1880),  S.  217—233:  (Über  das  volle  Formensystem 

der  ternären  biquadratischen  Form  f  =- xl  x.^  +  x^  x^  +  x^  x^). 
II.   Math.  Annalen,  Bd.  17  (1880),  S.  359—378:  (Über  die  typische  Darstellung 
der  ternären  biquadratischen  Form  f  =  x^  x.^  +  x^  x^  -f  x^  x^). 

III.  Math.  Annalen,  Bd.  19  (1881/82),  S.  529—552:    (Über   Büschel  von   Kegel- 
schnitten). 

IV.  Math.  Annalen,  Bd.  20  (1882),  S.  487—514:  (Weitere  Untersuchungen  über 
die  ternäre  biquadratische  Form  f  ^  x^  x,^  +  x^  x^  -f  xi  x^ ). 

V.   Math.  Annalen,   Bd.  20(1882),   S.  515— 530:    (Über    Gleichungen    siebenten 

Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen). 
VI.   Math.  Annalen,   Bd.  25  (1885),    S.  459-521:    (Über  Gleichungen    siebenten 

Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen.    II.). 
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die  für  das  kanonische  f  erfüllt  ist.  (Die  Zahlenfaktoren  bei  der  Definition  von  9? 
und  A  sind  so  bemessen,  daß  im  Falle  des  kanonischen  f 

cp  —  vi  v\2  +  vi  Vg  +  v^  Vj  und  ^  =  1 
wird.)  Bemerkenswert  ist  das  völlig  symmetrische  Auftreten  von  f  und  (p  in  der 
Definition  von  A  und  in  der  Formel  ( 1 ),  was  zur  Folge  hat,  daß  das  gesamte  Formen- 
system von  f  zu  sich  selbst  dualistisch  ist.  Äußerlich  tritt  im  folgenden  nur  insofern 
eine  ünsymmetrie  auf,  als  wir  den  Grad  der  Koeffizienten  unserer  Formen  nach  den 
Koeffizienten  in  f  zählen,  also  z.  B.  A  vom  Grade  3  in  den  Koeffizienten  von  f  statt 
bihnear  in  denen  von  f  und  99  nennen. 

Interessant  ist  dabei,  wie  Gordan  den  Beweis  seiner  Behauptung  führt.  Er 
beginnt  damit,  für  irgendein  f^,  welches  der  Relation  (1)  genügt,  im  Sinne  der  von 
ihm  immer  angewandten  symbolischen  Methoden  das  volle  Formensystem  aufzustellen 
(in  Punkt-  und  Linieijkoordinaten,  Bd.  17,  Nr.  I).  Er  findet  ein  System  von  54  Formen. 
Als  Invariante  tritt 'nur  die  bereits  hingeschriebene^^) 

(2)  A^=.^fi.  =  l{abc)* 

auf;  die  reinen  Ko Varianten  aber  reduzieren  sich,  wenn  wir  von  ft{y)  selbst  absehen, 
auf  drei,  die  genau  wie  im  Falle  des  kanonischen  f  definiert  sind  und  daher,  wie  in 
meiner  vorhergehenden  Abhandlung,  V,  C,  K  genannt  werden  sollen: 

Ax  n.  A,  V, 

121     122     /23      ^2 
/31     132     133      ^3 

V,  V,  V3    0 

Ich  habe  hier  rechter  Hand  die  partiellen  Differentialquotienten  irgendeiner  Form  F 
in   der  Weise   bezeichnet,    daß   ich   die  auch  sonst  üblichen  Abkürzungen  anwandte: 

Fi=:  —  ~ — ,    Fiit  =  —, TT  -;^ — -z —  .    Dabei  ist  zufolge  der  Bedingung  ( 1 )    K     eine 

n  cyi'  n{n-l)  dyidyk 

ganze  Funktion  von  f,  V,  C  und  A.  Die  explizite  Formel,  die  ich  für  das  kanonische 
f  nicht  ausrechnete,  findet  sich  in  Bd.  17  der  Math.  Annalen,  Nr.  II,  S.  371.  Vgl. 
auch  die  Formel  für  H{x,  y)  in  Fußnote  ^^),  S.  424.  Setzt  man  insbesondere,  wie  so- 
fort geschehen  soll,  f  und  V  gleichzeitig  gleich  Null,  so  wird  K"  =  C   . 

Neben  diesen  Formen  nennen  wir  nun  mit  Gordan  die  niedersten  in  den 
^i>  ^'2?  ^3  linearen  „Zwischenformen": 


(3)       V«'  =  32 


Ai  f. 2  fi3 ; 

l2i     122     123  1   ? 
A3I     /32     /  33  l 


K^t 


24 


A      f2       fs 

Vi  V,  V, 
^1   ^2  ^3 


(4) 


=  Uv, 


Vi 


2!  Vi  pi 


24      A    f,    f. 


Q9 


2jViqi  = 


tu     112    / 13     ^1  j 
/21     722     723     ^2  i 

/31    A2    fzz    V3  i 


V     V     V     /■ 

^11     ^12     ^13     /l 


z 


V,  r,  = 


I  V3,  V3,  V, 


23     Al 

fs: 

V.     v.^     0 


^^)  Wo  die  Buchstaben  f,  A,  A,  C,  K,  p,  q,  r  hier  und  weiterhin  gleichzeitig 
unten  und  oben  beziffert  sind,  bedeutet  der  untere  Index  den  Grad  in  den  Variabein  y 
der  obere  Index  den  in  den  Koeffizienten  von  f{y). 


428  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

(Für  2/1  =  0,  2/>  =  ö  reduzieren  sich  im  Falle  des  kanonischen  f 

p  auf  V3  y^ ,     2  auf  -  Vo  yt,     r  auf  -  v^  y^"- ). 

Die  Methode  ist  jetzt  die,  daß  wir  von  einem  Wendepunkt  ^^,  Ig?  ^s  der  Kurve 
/'=0  ausgehen,  so  daß  /'(|)  =  0  und  V  (|)  =  0  ist,  und  ein  neues  Koordinatensystem 
so  einführen,  daß  der  Wendepunkt  die  Ecke  Vg  =  0  des  Koordinatendreieckes  abgibt, 
die  zugehörigen  g  =  0 ,  r  =  0  aber  die  beiden  anderen  Ecken  ^').  Die  Einführung  der 
neuen  Koordinaten  geschieht  gemäß  den  Grundregeln  des  symbolischen  Rechnens  vermöge 
der  Identität  (in  welcher  die  y  laufende  Koordinaten  bedeuten  sollen): 

(5)  f{y)-{qr^)''^ai{qr^y  =  {a^{qry)  +  ar{Hy)  +  ci,{r^y)y. 

Hier  ist  die  Determinante  {qr^)  als  Kovariante,  entsprechend  ihrem  Grade  21  in 
den  ^  und  12  in  den  Koeffizienten  von  f  und  dem  in  ihr  auftretenden  Gliede  —  ^f^ 
gleich  K,  {qr^)^  also  K^,  wofür  wir  gemäß  der  besonderen  Annahme  von  ^  auch 
C^  schreiben  können.     Als  neue  Koordinaten  aber  mögen  wir  vorläufig 

{qry)=-Zi,     {^qtj)  =  z.2,     {r^y)^z^ 

einführen.     Die   Entwicklung    der  vierten  Potenz    auf  der  rechten  Seite  möge  dan: 
Glieder 

^?.,cvziz.^zl  (A  +  ^  +  r  =  4) 

ergeben,  wo  die  ^^  ^  in  den  |  geschriebene  Ko Varianten  vom  Grade  /  +  llja  +  9v 
in  den  |  und  vom  Grade  -j{^  +  29  ^a  +  21r')  =  l  +  7/^  +  5v  in  den  Koeffizienten  von 

f  bedeuten.  Jetzt  ist  das  Entscheidende,  daß  wegen  der  Angabe  über  das  volle 
System  der  Kovarianten  und  der  besonderen  Annahme  f{$)  =  0,  V  (^)  =  0  die  ß;  ' 

ganze  Verbindungen  von  C14  und  K21  sein  müssen,  daß  also  nur  solche  Q  von  Null 
verschieden  sein  können,  deren  Grad  in  den  ^  ein  MuUiplum  von  7  ist.  Die  Folge  ist, 
daß  nur 

^310  =  4  a|  «r ,       ßo31  -=  4  «^  aq  ,        Q103  =  4  «I  «I 

von  Null  verschieden  sind.  Zugleich  ergibt  sich  deren  Grad  in  den  ^  bzw.  als  14,  42,28, 
während  ihr  Grad  in  den  Koeffizienten  von  f  bzw.  8,  27,  16  beträgt.  Sie  sind  also 
sämtlich  von  geradem  Grade  in  den  |  und  können  von 

c,    c\    0' 

nur  je  um  einen  konstanten  Faktor  verschieden  sein,  der  sich  bei  C  und  G  ,  wegen 
des  Grades  in  den  Koeffizienten  von  f,  als  rein  numerisch  erweist,  während  er  bei 
G    ein  Multiplum  der  Invariante  A  sein  muß. 

Wir  haben  damit  f{y)  in  folgende  Form  gesetzt: 

(6)  f(y)  =  ^,z}H  +  '^z.!z,  +  ^,zlz,, 

C  C  G 

womit  der  Übergang  zu  der  angestrebten  kanonischen  Form  für  f{y)  auf  der  Hand 
liegt.  Zunächst  gibt  die  Heranziehung  der  kanonischen  Form  für  f  {y)  (für  die  doch 
alle  bisherigen  Entwicklungen  stimmen  müssen)  die  Zahlenfaktoren 

Ci   =   -  1  ,        C2   =  +  1  ,        Cg  =  -  1 . 

Wir  wollen  ferner  das  endgültige  kanonische  System  der  «/j*,  y^ ,  y^  so  wählen,  daß 
es  mit  den  laufenden  Koordinaten  y^,  y^,  y^  durch  eine  Substitution  von  der  Deter- 


3')^  =  0  ist  nicht  zu  brauchen,  weil  es  auf  Vg  =^  0  zurückführen  würde;  wir 
haben  die  Zwischenform  p  unter  (4)  indes  mit  angegeben,  weil  sie  weiter  unten  be- 
nutzt wird. 
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minante  1   zusammenhängt.     Wir  werden  dann  freilich  f  {y),   weil  der  Wert  der  In- 
variante A  erhalten  bleiben  muß,  nur  in  die  Gestalt 

(7)  f{y)  =  r{y'')  =  A/Ä{yryf  +  yf'yf  +  yry^) 

setzen  können,   wodurch   eine  dritte  Wurzel  eingeführt  wird,  die  willkürlich  gewählt 
werden  kann.     Der  Vergleich  ergibt,  daß  wir  endgültig 

10  ,5 

(8)  yi 


A^  \  '     z. 


-W)    "-^  2/a*=-(^) 


zu    setzen    haben.     Die    dritte  Wurzel  in   diesen  Formeln  ist  ebenso  zu  wählen  wie 
in  (7).     Durch  die  gleiche  Transformation  erhält  q>  {v)  offenbar  die  Gestalt 


/ 2 


Damit  sind  wir  am  Ziele.  Den  Einwand,  daß  möglicherweise  einige  der  be- 
nutzten Determinanten  identisch  verschwinden  möchten,  erledigt  man  dadurch,  daß 
dies  für  das  kanonische  f,  welches  doch  auch  unter  die  Bedingung  (1)  fällt,  nicht 
der  Fall  ist.  Die  Betrachtung  besonderer  Fälle  aber,  wo  dies  doch  geschieht,  wo 
also  mit  Ausartungen  unseres  f  zu  rechnen  ist,  bleibt  bei  Gordan  unerledigt.  Wich- 
tiger für  uns  ist,  zu  bemerken,  daß  bei  dem  ganzen  Beweisgange  von  der  Gruppe 
der  168  Substitutionen,  welche  /"in  sich  überführen,  nicht  die  Rede  war.  Man  wird 
das  Vorhandensein  dieser  Gruppe  vielmehr  jetzt  hinterher  aus  (7)  ablesen.  Zugleich 
wird  es  offenbar,    daß   unsere  Aufgabe    168  Lösungen  zuläßt,    nachdem  man  sich  für 

3, — 

eine  Bestimmung  von  y  A  entschieden  hat.  Denn  zunächst  stehen  24  Wendepunkte 
für  li,  ^2,  Ig  zur  Auswahl,  und  für  jeden  einzelnen  liefern  die  Formeln  (8)  dann 
noch  sieben  verschiedene  Lösungen. 

Charakteristisch  für  die  gesamte  hiermit  dargelegte  Betrachtungsweise  ist  neben 
der  formalen  Aufstellung  des  vollen  Formensystems  der  vorgelegten  Grundform  die 
Benutzung  der  in  den  kontragredienten  Veränderlichen  linearen  Zwischenformen. 
Von  dem  vollen  Formensystem  wird  schließlich  nur  benutzt,  daß  es  nur  eine  Inva- 
riante A  gibt,  daß  sich  alle  reinen  Kovarianten  bis  zum  44.  Grade  einschließlich 
aus  f,  V,  C,  K  zusammensetzen  lassen,  und  daß  es  vier  in  den  v  lineare  Zwischen- 
formen gibt.  —  Es  ist  interessant,  in  entsprechender  Form  die  Theorie  des  Ikosaeders 
als  einer  binären  Form  zwölfter  Ordnung  mit  identisch  verschwindender  vierter  Über- 
schiebung zu  entwickeln  und  somit  die  Resultate,  welche  in  Abh.  LI  abgeleitet  sind, 
in  einem  einheitlich  geordneten,  streng  invariantentheoretischen,  neuen  Gedanken- 
gange wieder  zu  gewinnen.  Doch  würde  eine  genaue  Ausführung  dieser  Aufgaben- 
stellung an  gegenwärtiger  Stelle  zu  weit  führen. 

2.  Die  Reduktion  einer  der  Bedingung  (1)  genügenden  ternären  Form  f^  auf  die 
kationische  Form  vermöge  des  Fundamentalproblems  der  ternären  G^q^. 

Wir  verfolgen  den  Gordanschen  Gedankengang  jetzt  nach  einer  anderen  Seite 
(wobei  wieder  die  Entwicklungen  der  Ikosaedertheorie  als  Analogoh  herangezogen 
werden  können,  vgl.  insbesondere  Abschnitt  I,  §  5  der  Abh.  LIV). 

Ein  geeignetes  f^^  wurde  im  vorangehenden  Abschnitt  dieser  Bemerkungen 
wesentlich  dadurch  in  die  kanonische  Form  gesetzt,  daß  wir  einen  Wendepunkt  der 
Kurve  /"=  0  adjungierten.  Statt  deesen  werden  wir  jetzt  zeigen,  wie  man  dieselbe  Auf. 
gäbe  durch  das  Fundamentalproblem  der  ternären  kanonischen  Substitutionsgruppe  G^^^ 
erledigen  kann,  wie  es  in  §  6  des  Abschnittes  I  von  Abhandlung  LVII  formuliert 
wurde.  Ich  will  dabei  der  Deutlichkeit  halber  die  kanonischen  Gestalten  der  Formen 
f,  V,  C,  K  usw.  durch  einen  Stern  f*,  V*,  C*,  7t*  usw.  unterscheiden,  auch  die 
kanonischen  y,-  als  y,*  bezeichnen,  wie  ich  es  schon  soeben  tat.  Die  Invariante  /l  hat 
im  kanonischen  Falle  den  Wert  1,  braucht  also  nicht  besonders  aufgeführt  zu  werden. 
Das  Fundamentalproblem  der  G^^^  lautet  dann  so: 
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Gegeben  sind  die  Werte  von  f  (2/*),V  {y*),C  {y*),K  (y*)  in  Überein- 
stimmung mit  der  zwischen  diesen  Formen  bestehenden  Relation,  man  soll  die  zugehörigen 
168  Wertsysteme  y* ,  y* ,  yf  berechnen. 

Dieselben  werden  alle  bekannt  sein,  wenn  man,  was  hier  als  selbstverständlich 

gilt,  die  siebente  Einheitswurzel  y  =  e  ^  als  gegeben  ansieht,  und  es  übrigens  ge- 
lungen ist,  ein  einzelnes  solches  Wertsystem  zu  berechnen.  Dies  aber  wird,  wie  in 
Abh.  LVII,  bez.  in  der  Fußnote  ^'^)  auf  S.  423  angegeben  wurde,  in  verschiedener  Weise 
mit  transzendenten  Mitteln  erreicht.  Gordan  hat  in  seinen  Arbeiten  stets  den  Weg 
über  f  —0  gewählt,  der  eine  unvermeidliche  akzessorische  Irrationalität  vom  vierten  Grade 
erfordert.  Dies  ist  an  gegenwärtiger  Stelle  eine  unnötige  Komplikation  und  nur  historisch 
aus  dem  Bestreben  zu  erklären,  die  Auflösung  mit  Hilfe  der  elliptischen  Funktionen  zu 
bewerkstelligen.  Vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  17,  Nr.  II,  §  16,  S.  374,  375.  Wir  stellen  uns, 
um  größere  Einfachheit  zu  erzielen  und  das  eigentliche  Wesen  der  Sache  deutlicher 
herauszubringen,  auf  den  Standpunkt,  daß  wir  das  kanonische  Fundamentalproblem 
in  der  allgemeinen  Gestalt  (mit  f  (2/*)  4=0)  zu  lösen  imstande  sind,  gleichgültig 
auf  welchem  Wege. 

Unser  neues  Problem  wird  nun  so  anzufassen  sein.  Wir  berechnen  aus  dem 
vorgegebenen  f  die  zugehörigen  V,  C,  K,  wie  das  A,  und  substituieren  hier  für 
Vi}  Vii  Vz  irgendwelche  feste  Werte  jy^,  »72 >  V^  des  uns  gegebenen  Rationalitätsbe- 
reiches'*^).  Wir  suchen  dann  ein  Lösungssystem  t)^ ,  rj.f ,  tj^  des  Fundamental- 
problems : 


/•*(^*)=    f{ri)--VA 


(9) 


V*(^*)  =  V(^) 

C*<^*)==  C{ri) 
[  K*(ri*)  =  K(rj) 


Va 


In  der  Tat  befinden  sich  die  für  /"*,  V*,  C*,  £^*  vorgeschriebenen  Werte  in  Überein- 
stimmung mit  der  für  sie  geforderten  Relation,  weil  vorausgesetzt  wurde,  daß  /'  der 
Bedingung  (1)  genüge. 

Ist  das  Fundamentalproblem  gelöst,  so  werden  wir,  wie  nun  zu  zeigen  ist,  auf 
rationalem  Wege  eine  lineare  Substitution  der  y,  oder  der  kontragredienten  v  bestimmen, 
welche  das  gegebene  f{y)  in  f    (y*)  bei  beliebigen  laufenden  Werten  der  y  überführt. 

Für  eine  solche  Bestimmung  haben  wir  zunächst  nur  die  Angabe,  daß  dem 
fest  angenommenen  Wertsj^stem  tj  der  y  das  bestimmte  Wertsystem  der  »y*  ent- 
sprechen muß.  Wollten  wir  uns  an  die  Erörterungen  in  §  5  des  Abschnittes  I  von 
Abh.  LIV  halten,  so  würden  wir  ferner  für  eine  hinreichende  Zahl  benachbarter  Wert- 
systeme der  y  die  entsprechenden  benachbarten  Wertsysteme  der  y  *  berechnen.  Stait 
dessen  wählt  Gordan  den  eleganteren  und  systematischeren  Weg,  die  linearen  Zwischen- 
formen (4)  heranzuziehen.  Und  zwar  natürlich,  um  die  Rechnung  auf  einfachste  Weise  zu 
erledigen,  die  niedersten  Zwischenformen,  also  ^  v,?/,-,  ^  ViPi,  Jf  V;  g,-  (wo  wir  uns 
in  die  Pi,  qt  unsere  rational  angenommenen  i]i  eingesetzt  denken;  es  ist  unnötig,  auf 
■2  V/  r/  zu  greifen ,  wie  wir  in  Teil  1  dieser  Erläuterungen  nur  taten ,  weil  damals 
die  rji  =  ^j  einen  Wendepunkt  von  f  =  0  bezeichnen  sollten  und  für  diesen  die  pf  den 
^i  proportional  werden).  Die  ganze  Sache  ist  die,  daß  wir  unter  Heranholung  der 
zu  den  »/,•  gehörigen  rji*  die  Gleichungen  anzuschreiben  haben: 


^®)  Der  Rationalitätsbereich  umfaßt  neben  der  numerischen  Größe  y  die  an  die 
Gleichungen   dritten  Grades  (1)  geknüpften  Koeffizienten   von  f.     (Man  nehme  etwa 


(10) 
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^  Vi*  pi*  =  ^  ViPi  :  VA  * 

^  Vi*  Qi*  =  2j  Vi  q,-  :VA^. 


Diese  Gleichungen  haben  wir  nun  einfach  nach  v^  ,vf ,  v^  aufzulösen  bzw.  die  Lösungen 
nach  t\,  t'2,  Vg  zu  ordnen:  Wir  haben  dann  die  gesuchte  Substitution  (in  Linienkoordi- 
naten) ohne  weiteres  vor  uns,  und  zwar  so,  daß  ihre  Determinante  gleich  Eins  ist. 

Die  Methode  wird  allemal  zum  Ziel  führen,  wenn  wir  nicht  das  ausgezeichnete  Wert- 
system der  i]i  zufälligerweise  so  angenommen  haben,  daß  (rjpq)  verschwindet,  was  immer 
vermieden  werden  kann.  Denn  {rjpq)  ist  als  Kovariante  von  /"  nach  seinem  Grade  in 
den  Variabein  eine  lineare  Kombination  von  V  ,  C  f  und  V  f'\  die,  wie  man  zeigt,  nicht 
identisch  verschwindet.  (Der  Vergleich  der  höchsten  Glieder  ergibt  (ijpq)  =  iC  f^l2V  ^). 
Im  übrigen  hat  Gordan,  damit  man  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  klar  vor  sich 
sieht,  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  17,  Nr.  II,  S.  371—372  die  /"*,  V*,  C*,  A'*,  p*,  q* 
in  völlig  ausgerechneter  Form  wirklich  hingeschrieben.  (Einige  Druckfehler  in  den 
Indizes  und  Exponenten  wird  der  Leser  leicht  selbst  berichtigen.) 

Daß  die  ganze  Art  des  Vorgehens,  die  sich  an  das  ternäre  Fundamentalproblem 
der  GiQg  anschließt,  ein  volles  Äquivalent  für  den  in  Abschnitt  1  dieser  Bemerkungen 
eingeschlagenen  Weg  ist,  erkennen  wir  daraus,  daß  vermöge  der  linearen  Substitu- 
tion (10)  sich  die  Wendepunkte  von  f=0,  insofern  doch  die  Wendepunkte  von  /"*  =  0 
rational  (nach  Adjunktion  von  7  selbstverständlich ! )  bekannt  sind,  rational  berechnen 
lassen.  Die  ganze  Aufgabe  aber:  ein  geeignetes  f  in  die  kanonische  Form  zu  setzen, 
erscheint  hiernach  mit  dem  Fundamentalproblem  der  ternären  Giq^  so  einfach  ge- 
koppelt,  daß  wir  sie  als  implizite  Form  des  Fundamentalproblems  bezeichnen  können. 

3.  Die  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen  und 
ihr  ternäres  Äquivalent. 

Einen  ersten  ausgezeicimeten  Fall  solcher  Gleichungen  bilden  die  beiden  auf 
S.  406  dieses  Bandes  mitgeteilten  Resolventen 

(11)     r;^-^7  i^^— /•.c^  +  7=^^-^— V-c^-7(4Tv^  /"V-c- 

dersn  Wurzeln  die  zweimal  sieben  quadratischen  Formen 

1    ; rj 

cv  =  {y'-  y!  +  7"  yl-W"  yl)  +  ^-~^'~    {r^"y^iy,^7''''y,y^  +  Y'''y.y^2)'') 

und 

sind.  Um  größere  Symmetrie  in  den  Rechnungen  und  Formeln  zu  erhalten,  ändert 
Gordan  die  Definition  dieser  quadratischen  Formen  ein  wenig  ab,  wobei  er  die 
Irrationalität  ^[2  hinzuzieht  und  statt  der  G au ß sehen  Summen  die  Quadratwurzel 
aus  ihnen  einführt,  was  für  das  Wesentliche  an  seiner  Lösungsmethode  überflüssig, 
für  die  praktische  Durchführung  aber  vorteilhaft  ist. 


•^^)  Der  Exponent  der  7 -Potenz,  die  in  dem  Gliede  mit  y,  y^  vorkommt,  ist  das 
V- fache  des  kleinsten  positiven  Restes  von  {i-  -k'-)  nach  dem  Modul  7. 
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Indem  er 

ys  y» 

setzt  und   zugleich   die  Reihenfolge  in   der  zweiten  Serie  der  quadratischen  Formen 
ändert,  schreibt  er 

(12)  Cy  =  a{y^-yl  +  y-    yl  +  y'^  yl)  +  ß  ^2  {y^- y,y,-i- y'^' y.y^  +  y'^  y^y,) 
(U)           Cr^ß(y'-y!  +  y^^yi  +  y'-y!)  +  a^f2(y-   y^V^  +  r'" y^Vx  +  Y^" V^V^)^^) • 
Die  so  definierten  Formen  genügen  dann  den  Gleichungen 

(13)  c'-7YA2/'.c^  +  7av^V.c^  +  -^(19+\/^)/"'-c'  +  ^(-13'+v/^)/V.c2 
^     ((9-5V^)V^+4(7  +  V-"7)/'').c, 


A^ß 


bzw. 


+  -^(-(5  +  V-7)0+16(22-3V=^)/''v) 
4  y2 


(13)     c'-7v/2/'.c^  +  7)5;^V.G^+^(19-V-7)/''-c3+^(-13-V-7)/'V.c2 

--^((9  +  5v/=^)V^  +  4(7-v/=^)/'')-c 
4  V  2 

+  -^(-(5-V^)C'+16  (22  +  3V^)/'^V)  =  0. 
4  y  2 

Gordan    bemerkt,    daß  zwischen  den   Cv   und  den  Cv  die  völlig  symmetrischen 
linearen  Beziehungen  gelten 


^    ^  1       /-  -  -  - 

(    y  2  Cv  =  C-v-i +  C-V-4  +  C-»'-2 

(wobei  1,  4,  2  die  quadratischen  Reste  (mod.  7)  sind),  und  daß  in  diesen  der  besondere 
Affekt  der  Gleichungen  (13),  (13)  in  klarster  Weise  zum  Ausdruck  kommt:  Es  sind 
Tripelgleichungen  in  dem  zuerst  von  M.  Noether  ( Über  die  Gleichungen  achten  Grades 
und  ihr  Auftreten  in  der  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung  —  Math.  Annalen,  Bd.  15 
{1878/79),  S.  89 — 110)  ausgesprochenen  Sinne,  indem  eben  die  symmetrischen  Funk- 
tionen der  c-  wie  der  c",.  nebeneinander  bekannt  sind^^).    Und  in  der  Tat  legt  Gordau 

*^)  Man  merke  sich  die  Formeln 

ß  2^2  «  2V2 

*^)  Daß  ich  die  Buchstaben  Cv,  Cv  in  der  veränderten  Bedeutung  beibehalten 
habe,  wird  zu  keinen  Mißverständnissen  führen,  da  sie  von  nun  an  nur  in  der  durch 
(12),  (12)  erklärten  Bedeutung  benutzt  werden. 

^^)  Die  Galoissche  Gruppe  von  168  Vertauschungen  läßt  sich  geradezu  dadurch 
charakterisieren,  daß  sie  von  den  35  Tripeln,  die  man  aus  den  sieben  Größen  Cv  bilden 
kann,  sieben  in  geeigneter  Weise  ausgewählte  untereinander  permutiert.  Als  ein- 
fachste Funktion,  die  geeignet  ist,  den  Affekt  der  Cv  festzulegen,  ergibt  sich  nach 
Gordan 

Co  Cg  ^3    I    ^1  ^3  ^4  'T  C^  C^  C^  -f-  ...  +  Cg  Cj  Cg  . 

Inzwischen  ist  es  besser,  die  Gleichungen  (14)  als  solche  festzuhalten,  weil  aus  ihnen 
die  wechselseitige  Zusammengehörigkeit  der  beiden  Gleichungen  siebenten  Grades  am 
deuthchsten  hervortritt. 
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seiner  Definition  der  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Sub- 
stitutionen immer  gleich  ein  Paar  entsprechend  verknüpfter  Gleichungen  zugrunde, 
die  er  so  schreibt 

1  x'  +  (2)^^+(3)^*+...  +(7)  =  0, 

wo  also  die  Koeffizienten  durch  bloße  eingeklammerte  Ziffern  gegeben  sind  und 
übrigens  die  Wurzeln  Xy,  Xv  durch  die  (14)  entsprechenden  Gleichungen 


1    yl'l  Xv  =^X-v-\-\-X-v-^-V  X-v-'i 
\    ^'l  Xv  =  X-v-\^r'X-v-^-^X-v-1 

verbunden  sein  sollen.  Ferner  ist  von  vornherein  angenommen  ^xv  =  0,  woraus 
gemäß  (16)  sofort  folgt  ^Xy  =  0.  Übrigens  sollen  entweder  die  Xv  oder  die  Xv  frei 
veränderliche  GrölJen  sein.  Die  Indizes  der  Xv  denken  wir  uns  so  gewählt,  daß  ihre 
Vertauschungen  die  -gleichen  sind,  wie  die  durch  die  jeweilige  ternäre  Substitution 
der  y  hervorgerufenen  Vertauschungen  der  Cv . 

Es  gelingt  Gordan  dann  der  wichtige  Nachweis,  daß  die  Koeffizienten  (2),  (2), 
(3),  (8),  .  .,  (7),  (7)  das  volle  System  der  Affektfunktionen  vorstellen,  d.  h.  das  volle 
System  derjenigen  ganzen  Funktionen  der  Xv,  aus  welchen  alle  andern  bei  den 
168  Vertauschungen  der  Xv  ungeändert  bleibenden  rationalen  ganzen  Funktionen  sich 
rational  und  ganz  zusammensetzen*^).     Im  übrigen  ist  dabei 

(2)  =  (2) 
und  es  drücken  sich  (6),  (6),  (7),  (7)  durch  die  vorangehenden  Koeffizienten  rational 
aus,  wobei  zwischen  diesen  noch  eine  algebraische  Identität  besteht,  die  in  (5)  und  (5) 
nur  bis  zum  sechsten  Grade  ansteigt  ^'^).  Dabei  bemerke  man,  daß  die  Angabe  über 
die  Affektfunktionen  bei  unsern  ausgezeichneten  Gleichungen  (13),  (13)  ohne  weiteres 
zutrifft.  Denn  da  die  Cv,  Cv  gerade  Funktionen  der  y  sind,  wird  das  volle  System 
der  rationalen  ganzen  Funktionen  der  Cv,  Cy ,  die  bei  den  168  unserer  Gruppe  ent- 
sprechenden Vertauschungen  ungeändert  bleiben,  durch  f^^iy),  Vq  (.?/),  C^^{y)  gebildet, 
und  diese  treten  in  den  Koeffizienten  von  (13),  (13)  ja  unmittelbar  hervor.  Dagegen 
versagt  im  ausgezeichneten  Falle  die  rationale  Darstellung  der  (7),  (7)  durch  die 
vorhergehenden  Koeffizienten.  Es  liegt  hier  kein  Widerspruch  zu  den  allgemeinen 
Angaben  von  Gordan  vor,  insofern  die  betreffenden  von  ihm  berechneten  rationalen 
Ausdrücke  im  besonderen  Falle  in  der  Gestalt  ^  erscheinen. 

In  dem  rechnerischen  Nachweis  der  beiden  hinsichtlich  unserer  Gleichungen  (16) 
angegebenen  Sätze  liegt  eine  erste  Leistung  der  Gord  an  sehen  Arbeiten.  (Vgl.  Math. 
Annalen,  Bd.  20,  Nr.  V,  §  6,  S.  528—529  und  Bd.  25,  Nr.  VI,  S.  460.)  Wir  werden 
auf  die  Einzelheiten  dieser  außerordentlich  umfangreichen  Rechnungen  nicht  eingehen, 
bemerken  aber,  daß  sie  von  Gord  an  in  zweierlei  Form  geführt  werden,  nämlich 
ternär,  und  wenn  dieser  Ausdruck  gestattet  ist,  septenär. 

■*^)  Hinsichtlich  des  Beweises,  daß  für  jede  endliche  Substitutionsgruppe  ein 
solches  System  aus  endlich  viel  Funktionen  existiert,  vgl.  A.  Hurwitz  in  Webers 
Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  §  57,  S.  225 f.  und  E.  Noether,  Math.  Annalen, 
Bd.  77  (1915/16),  S.89— 92,  „Der  Endlichkeitssatz  der  Invarianten  endlicher  Gruppen". 

■**)  Die  Frage,  ob  es  möglich  ist  oder  nicht,  noch  weiter  herunterzugehen,  d.  h. 
sieben  rationale,  bei  den  168  Permutationen  ungeändert  bleibende  Funktionen  der 
Wurzeln  zu  bilden,  zwischen  denen  eine  algebraische  Relation  von  niederem  Grade 
besteht,  oder  gar  sechs  unabhängige  rationale  ungeändert  bleibende  Funktionen,  durch 
welche  sich  alle  ungeändert  bleibenden  Funktionen  rational  ausdrücken  lassen,  bleibt 
bei  Gordan  unerledigt. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  28 
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Bei  der  ternären  Behandlung  wird  davon  ausgegangen,  daß  man  jedem  Wert- 
system von  sieben  Größen  Xv,  wie  es  auf  S.  406  meiner  vorausgehenden  Arbeit  ge- 
schieht, eine  bei  den  168  Vertauschungen  der  Xy  und  c-  ungeändert  bleibende  qua- 
dratische Form  der  y^,  y^,  y^  (kürzer,  aber  weniger  genau  gesagt,  einen  „Kegelschnitt" 
der  y- Ebene)  zuordnen  kann: 

(17)  k^^XvCv, 

oder  auch,  was  nach  (14)  und  (16)  dasselbe  ist 

und  es  wird  der  Nachweis  erbracht,  daß  sich  das  volle  System  der  aus  den  Xv  zu 
bildenden  Affektfunktionen  deckt  mit  dem  vollen  System  der  simultanen  Invarianten, 
die  man  erhält,  wenn  man  neben  den  „Kegelschnitt"  k  die  „Kurve  vierter  Ordnung" 
A  =  yf  2/2  +  yl  2/3  +  2/3^  2/i  stellt^^).  Dieser  ternäre  Ansatz,  den  Gordan  in  Math.  An - 
nalen,  Bd.  20,  Nr.  IV  und  V  verfolgt  hat,  bietet  den  Vorteil,  daß  man  über  die  be- 
kannten ternären  Hilfsmittel,  das  Nebeneinander  von  Punkt-  und  Linienkoordinaten, 
die  allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte,  überhaupt  die  ternäre  Symbolik  verfügt, 
also  im  Bereich  der  üblichen  invariantentheoretischen  Rechnungen  bleibt.  Bemerken 
wir  insbesondere,  daß  die  ternäre  G^q^  durch  Vertauschung  der  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten 

<  =  yi,     ^2=  Vi,     ^3  =  2/3 

zu  einer  G^ .  mg  erweitert  werden  kann.  Überträgt  man  nun  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  Cv  =  0,   c v  =  0    in   Linienkoordinaten,    so  kommt  man   auf  die  Formen 

(lo)        \    —  — 

[  CV  =  a(j'2v,,2^j;r    ^^.^yivy2^  +  ß  \I2  (y^"  v^v^-^y^"  v^v^  +  y^^  v^v.^), 

wodurch  ersichtlich  wird,  daß  bei  der  genannten  Korrelation  v'  =  y  sich  einfach  die 
beiden  Reihen  von  Kegelschnitten  (12),  (12)  vertauschen.  Ebenso  vertauschen  sich 
die  „Kurve  vierter  Ordnung"  fj^  und  die  „Kurve  vierter  Klasse"  (p^  untereinander  usw., 
so  daß  die  ganze  Entwicklung  einen  hohen  Grad  von  Symmetrie  erhält.  —  Hierdurch 
ist  die  ternäre  Behandlung  unserer  Gleichungen  siebenten  Grades  angebahnt. 

4.  Die  Auflösung  unserer  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  Hilfe  des  Fundamenta^- 
problems  der  G^q^. 

Ich  werde  nunmehr  skizzieren,  wie  man  in  Anlehnung  an  die  Gord  an  sehen 
Ideen  die  Zurückführung  unserer  Gleichungen  siebenten  Grades  auf  das  ternäre 
Fundamentalproblem  der  G^q^  und  umgekehrt  die  Darstellung  der  Gleichungswurzeln 
durch  die  Lösungen  desselben  in  verhältnismäßig  einfacher  Form  wirklich  durchführen 
kann.  In  §  7  meiner  vorangehenden  Abhandlung  ist  eine  Methode  angegeben,  wie 
man  einem  Wertsystem  der  Xv  einen  „Punkt''  Y^,  Yo,  Y^  in  der  Weise  zuordnen  kann, 
daß  die  Y  die  168  ternären  linearen  Substitutionen  erleiden,  wenn  man  die  Xv  ihren 
168  Permutationen  unterwirft.  An  Stelle  dieses  Prozesses  werden  wir  in  Anlehnung 
an  Gordan  einen  anderen  setzen,  der  hier  kurz  „Gordanprozeß"  genannt  werden 
möge,  nur  daß  wir  Punkt-  und  Linienkoordinaten  gegenüber  Gordan  vertauschen. 
Ay,  by ,  Cy  sollen  die  Symbole  dreier  „Kegelschnitte"  sein,  deren  Koeffizienten  in 
der  Weise  von  .den  Wurzeln  der  Gleichungen  siebenten  Grades  abhängen,  daß  die 
Formen  bei  gleichzeitiger  Ausübung  der  ternären  linearen  Substitutionen  auf  die  y 
und  der  entsprechenden  Permutationen  auf  die  x  ungeändert  bleiben  (kurz  aus- 
gedrückt:   „kovariante   Kegelschnitte"),    während  v* ,   wie   oben,    die   „Kurve   vierter 


***)  Vgl.  wieder  das  Analogon,  welches  bei  der  Ikosaedertheorie  im  Problem  der 
A  liegt.  Dort  wird  zu  der  binären  quadratischen  Form  A^zl -\-2  A^z^z.,  —  A.^zx  die 
binäre  Ikosaederform  zwölften  Grades  hinzugenommen. 
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Klasse"  v^  v.^ -}- v.?  v^  4- vi  Vj^  bedeutet.  Dann  bilden  wir,  in  Anlehnung  an  Gordan, 
die  lineare  Kontravariante 

( 19)  Vj^  y^  +  ^2  72  +  V3  Ys  =  Vy=^  Alb(pc^(bcv). 

(Vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  19,  Nr.  III,  S.  551,  Formeln  (la)  bis  (Ic)  und  Bd.  20, 
Nr.  IV,  S.  503,  letzte  Formel.)  Schreibt  man  die  Ausdrücke  Ay ,  by ,  Cy ,  wie  es  sich 
hernach  als  zweckmäßig  erweisen  wird,  in  der  Form  an 


(20) 


K  =  iq-zyl  +qxyl  ^q^yi)  +\'^{q^y^.y^  -^q^y^yx  -^q-^y^y^) 


by  ={qlyl  +qiyi  +qlyi)  -Vyf^iq'^y^y^  +qkyzyx  -^qky^y^) 
.  4  =  {q'zyl  +  qiyi  +  qi'yl)  +  ^'^{q'^'y^y^  +  q^'yt,yx  +  qL'yxy^) 

und     setzt    der    Kürze    halber    vorübergehend    {i,  k)  =  q^  qj^  —  qj^q." ^  so  ergibt  sich 


nach  (19) 
(21) 

+  qi- 

[i-(5,6)  +  ^^^_-(l,B) 
(1,4) 

+  -^^5(5,  3) 
+        ?6-^l,  6) 

+  q4 

"{.(6,B)  +  ^-,5,4)- 

+        ^3(6,4) 

und  Yq  bzw.  Y^  gehen  hieraus  hervor,  indem  man  rechterhand  die  Indizes  von 
q,  q',  q"  vervierfacht  bzw.  verdoppelt.  Aus  (21)  geht  hervor,  daß  A^  mit  6y  oder 
cl  identisch  genommen  werden  darf,  ohne  daß  darum  Y^,  Y^,  Y^  identisch  ver- 
schwinden,   während  das  Gleichsetzen  von  bl  und  Cy  identisch  Null  liefert. 

Um  diesen  Prozeß  in  möglichst  zweckmäßiger  Weise  anzuwenden,  werden  wir 
nach  den  niedrigsten  „kovarianten  Kegelschnitten"  suchen.  Als  erster  solcher  bietet 
sich  uns  unmittelbar  dar  vr  -   - 

Führen  wir  die  mit  geeigneten  Faktoren  versehenen  Lagrangeschen  Ausdrücke  ein: 


(22) 


Xv  p^=  a^  y^^'Xv  p^  =  a  ^  y'^''  Xv 

so  erhält  k  die  (den  Formeln  (20)  entsprechende)  Gestalt 

^  =  iv^yl  +  Vx  yi  +  V4.yt)-Tyj^{Vfi  2/2  yz  +  Vz  2/3  2/1  +  Pö  2/1 2/2 )  • 

In  entsprechender  Weise  haben  wir  in  ^  XvCv  =  ^  Xv  Cv  einen  „kovarianten  Klassen- 
kegelschnitt" vor  uns,  den  wir  in  Punktkoordinaten  umsetzen  mögen,  er  heiße  dann  Ä;'. 
Schließlich  bilden  wir  die  beiden  Formen  ^  x^  Cv  und  ^  x^  Cy ,  von  denen  sich 
zeigt,  daß  sie  lineare  Kombinationen  von  k  und  einem  weiteren  kovarianten  Kegel- 
schnitt  k     sind,  nämlich  bis  auf  einen  Zahlenfaktor 

yj  x^  Cv  =  ßk  +  ak'^ 

Zx^Cv  =  ak'  +  ßk" . 
Wenn  wir  k    und  k'    wieder  in  der  Form 

^'  =(P2  2/i  +Pi2/I  +Plyl)  +V2'(P6  2^2  2/3  +P32/32/1  +^^1^2) 

^"  =  ( Pi  yl  +  Px  yl  +  pi'  yi )  -f  V 2"  ( p^'  y,  y.,  +  p'^  2/3  2/1  +  p'i  2/1 2/2 ) 

*®)  Die  volle  Symmetrie  der  Gleichungen  (15)  gibt  sich  auch  darin  kund,  daß 
sich  aus  den  beiden  Wurzelsystemen  Xvy  Xv  nur  tin  System  von  modifizierten  La- 
grangeschen Ausdrücken  ergibt.     Setzt  man  nämlich  analog 

Px^ci  Zy^xv,  .,.,  v-^---ß  y^y'^'^xy, 
80  zeigt  sich,  daß  für  jeden  Inde«  i  (mod.  7)  Pj  =  P_i  gilt. 

28* 
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schreiben,  so  haben  die  Koeffizienten  p',  p"  die  Werte 

1 


VzPö--^Vl 

vi' 

P5P6--2PI 

vL' 

1 

P6?>3--^Pf 

p-r 

V2^'^'- 

-P6V2 

V2^^^- 

-P3P1 

1 

-PöPi 

p'. 


Pli=-l=P^P2-PlP6  P6=P^P-.-^Pi 


V2 
1 


'^ 


P2  Pi  -  P4  Ps  Ph  =  2>2  Pi  -  -^  Pi 


fi,  =  -~.Pi  P4  -  p.2  p.,  p'^'  =PxP^-7TPI 


I 


/-.....         ....  .0  .X..  .^ 


Es  entsteht  also  p^  aus  j?^^,  indem  rechterhand  alle  p^  durch  p_^  ersetzt  werden. 

Nun  sind  in  (19)  für  A^ ,  hl,  cj  die  Formen  k,  k  ,  k  in  irgendeiner  Reihen- 
folge und  eventuell  Vielfachheit  einzutragen,  d.  h.  in  (21)  die  Größenreihen  q^,  qf,  q^' 
durch  die  Größenreihen  p^,  p/,  p!'  in  der  betreffenden  Reihenfolge  und  Vielfachheit 
zu  ersetzen.  Die  wirkliche  rechnerische  Durchführung  liefert  folgendes  Ergebnis: 
Die  Formel  (21)  ergibt 

1.  mit  Al  =  hl  =  k,      c^  =  ifc"      (also  q.  =  q/  =  p-,  ?/'  =  p/') 

einen  „Punkt"  Y[,  Y^,  Y^,  der  in  den  p   vom  vierten  Grade  ist 
und  sich  aus  18  Gliedern  zusammensetzt, 

•2.  mit  Äl  =  6y*  =  k\     c^  =  k      (also  q^  =  g/  =  pf ,  qf'  =  2?^) 

einen  „Punkt"  Y'^,  Y'^,  Y^',  der  in  den  p  vom  fünften  Grade  ist 
und  sich  aus  30  Gliedern  zusammensetzt, 

3.  mit  Al  =  k\     hl^k,     c|  =  k''     (also  q,  =  p.\  qf  =  p,,  q!'  =  p!' ) 

einen  „Punkt"  Y'I' ,  Y'^\  Y'^\  der  in  den  p  vom  fünften  Grade  ist 
und  sich  gleichfalls  aus  30  Gliedern  zusammensetzt"'), 

(zugleich  wird  ersichtlich,  daß  die  drei  „Punkte"  7,7,7     linear  unabhängig  sind) 
während  die  beiden  zu  1.  und  2.  parallelen  Ansätze 

4.  Al=^hl=k,     cl  =  k'     ( also  q^  =  q/  =  p. ,  q/'  =  p/ ) 
und 

5.  Al  =  hl  =  k\  Ol  =  k      (also  q,  =  q!  =  p!',  qf'  =  p.) 

identisch  Null  für  alle  drei  Koordinaten  7  liefern. 

Die  drei  so  gevx)nnenen  kovarianten  ^^Punkte'^,  die  also  in  den  Wurzeln  der  Glei- 
chungen (15)  hzw.  den  Grad  4,  5,  5  haben,  lege  man  als  Eckpunkte  eines  neuen  Koor- 
dinatensystems zugrunde,  in  der  Weise,  daß  man  der  Determinante  der  Übergang ssuhsti- 
tution  von  vornherein  den  Wert  1  erteilt,  was  ohne  weiteres  möglich  ist,  da  die  Deter- 
minante {Y',  Y" ,  Y'")  als  Affektfunktion  rational  bekannt  ist.  In  diesem  neuen  Koor- 
dinatensysteme drücke  man  nun  einerseits  das  kanonische  f^   =  y^  ^  yf  -\-  y*  ^  y*  +  y*  ^  y* , 


*')  Diesen  „Punkt"  erhält  man  auch,  wenn  man  den  Prozeß  aus  §  7  meiner  vor- 
angehenden Abhandlung  auf  k,  k  ,  k     anwendet. 
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andererseits  die  quadratische  Form  k  =  ^J  XvCv{y*)  ^  ^XvCp(y*)  aus.  Das  Resultat 
dieser  Rechnung  heiße  f  (z)  und  t{z).  Die  Koeffizienten  von  f  (z)  und  t{z)  in 
dieser  neuen  Darstellung  werden  dann  offenbar  solche  rationalen  Funktionen  der 
Gleichungswurzeln  Xv  sein,  die  bei  den  168  Permutationen  ungeändert  bleiben,  und 
lassen  sich  folglich  nach  Gordans  Hauptsatz  als  rationale  Funktionen  unserer  Glei- 
chungskoeffizienten (i),  (i)  berechnen,  was  im  einzelnen  durchzuführen  bleibt. 

Gordan  selbst  hat  der  „typischen  Darstellung"  von  f^  und  k  ein  weniger 
günstiges  Dreieck  zugrunde  gelegt,  dessen  Ecken  Koordinaten  haben,  die  in  den 
Xy  bis  zum  Grade  6,  7,  7  ansteigen.  Das  ist  dadurch  zu  erklären,  daß  er  nicht  von 
vornherein  die  Gleichungen  siebenten  Grades  zur  Bildung  kovarianter  Kegelschnitte 
heranzog,  sondern,  wie  es  seiner  Natur  mehr  lag,  zuerst  das  System  der  gemeinsamen 
invarianten  Bildungen  der  ternären  Form  f^  mit  einem  Kegelschnitt  für  sich  studierte 
und  so  nur  solche  quadratischen  Formen  zur  Verfügung  hatte,  die  sich  in  dem  ge- 
nannten System  vctfanden.  Im  übrigen  hat  er  für  sein  Koordinatensystem  die  ge- 
waltige rechnerische  Arbeit  der  typischen  Darstellung  von  /"^  und  k  restlos  durch- 
geführt.    (Math.  Annalen,  Bd.  20,  Nr.  IV,  S.  509.) 

Ist  die  Darstellung  der  Koeffizienten  von  f(z)  und  l(z)  durch  die  (i),  (i) 
geschehen,  so  haben  wir  unmittelbar  Anschluß  an  die  Entwicklungen  des  zweiten 
Teiles  dieser  Bemerkungen,  d.  h.  an  das  implizite  Fundamentalfroblem.  Wir  werden 
nach  der  dort  entwickelten  Methode  eine  lineare  Substitution  suchen,  welche  f  (z)  in 
das  kanonische  f  (y*)  zurückverwandelt.  Die  in  Abschnitt  2  gegebenen  Formeln 
vereinfachen  sich  sogar  noch  etwas,  weil  wir  f  von  vornherein  so  eingerichtet  haben, 
daß  seine  Invariante  A  gleich  1  ist.  Gleichzeitig  aber  verwandelt  sich  !  (z)  in  einen 
Kegelschnitt  der  y-Ebene,  von  dem  wir  wissen,  daß  er  mit 

k  =    yjxv  Cv  =  I^xv  Cv  =  (^22/1*2  -f  ^,  2/2*'  +  2^4  2/3*')  +  V2  {VaytV*  +  Vzy*yx  +  V^ViV*) 

übereinstimmen  muß,  so  daß  die  Werte  der  p^  unmittelbar  abzulesen  sind.  Die  Wurzeln 
Xv,  Xy  unserer  Gleichungen  ergeben  sich  dann  durch  die  Umkehrung  der  Gleichungen  (22), 
nämlich 

(22)  I  '^^v  =  ß{y'-p^  +  Y'-p,  +  Y'''p,)  +  aiy-    Pe  +  y''' Ps+Y'"  P,) 

l  'lxr=^a{r^    P^+y'^'P^  +  y^'V^)  +  /^(r">6  +  7'^?>3  +  7'''P5)- 

Unsere  Gleichungen  siebenten  Grades  sind  demnach  mit  Hilfe  des  impliziten 
Fundamentalproblems  aufgelöst,  womit  das  Ziel,  das  wir  uns  steckten,  erreicht  ist. 
Nicht  nur  ist  die  Auflösung  der  Gleichungen  siebenten  Grades  auf  das  ternäre  Funda- 
mentalproblem zurückgeführt,  sondern  es  ist  auch  die  Umkehr  geleistet  und  die 
Wurzeln  sind  mit  Hilfe  der  Lösungen  des  Fundamentalproblems  wirklich  angebbar. 
Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  daß  Gordan  die  Methode  nicht 
nur  im  Prinzip  herleitet,  sondern  alle  Rechnungen  bis  zu  expliziten  Endformeln  wirk- 
lich durchführt;  und  dies  gilt  auch  hinsichtlich  des  von  uns  nicht  befolgten  Teiles 
seines  Weges ,  der  weiteren  Reduktion  auf  das  Fundamentalproblem  mit  /*  =  0  ver- 
möge einer  akzessorischen  biquadratischen  Irrationalität. 

Es  bleibt  noch  übrig,  einige  Bemerkungen  über  die  in  der  letzten  der  unseren 
Gegenstand  betreffenden  Gordan  sehen  Arbeiten  (Math.  Annalen,  Bd.  25,  Nr.  VI) 
gegebene  septenäre  Darstellung  anzuschließen.  Hier  stellt  sich  Gordan  das  Ziel,  für 
solche  Leser,  denen  die  invariantentheoretischen  symbolischen  Methoden  nicht  ge- 
läufig sind,  eine  Darstellung  seiner  Theorie  zu  geben,  „bei  welcher  nur  die  elementaren 
Prozesse  der  gewöhnlichen  Gleichungstheorie  zur  Verwendung  kommen  sollen"  und 
„bei  welcher  jede  Spur  von  dem  Wege,  auf  welchem  ich  die  Resultate  gefunden  habe, 
verwischt  ist".  Den  Beweis  seines  Satzes  über  die  Affektfunktionen  erreicht  er  in 
der  Tat  durch  eine  ganz  elementare  konstruktive  Methode,  die  derjenigen  nahesteht, 
welche  zum  Beweise  des  bekannten  Satzes  über  die  elementarsymmetrischen  Funk- 
tionen angewandt  wird.    Freilich  werden  die  Formeln  viel  komplizierter,  und  so  gibt 
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Gordan  die  Resultate  zahlreicher  Zwischenrechnungen  nur  in  Formeltabellen  an, 
die  sich  über  mehrere  Seiten  erstrecken.  An  Stelle  der  Reduktion  auf  das  ternäre 
Fundamentalproblem  tritt  die  Reduktion  auf  „ausgezeichnete"  bzw.  „kanonische" 
Gleichungen  siebenten  Grades,  das  sind  Gleichungen,  deren  Wurzeln  sich  in  die 
Form  (12)  oder  (12)  setzen  lassen,  wozu  bei  den  „kanonischen"  Gleichungen  noch 
die  Bedingung  yf «/a +  2/1 2/3  +  2/1 2/i  =  ^  hinzutritt;  diese  speziellen  Gleichungen  werden 
hier  nicht  ternär,  sondern  durch  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  und  Koeffizienten 
charakterisiert.  Zuletzt  wird  die  Reduktion  in  die  übliche  Form  der  Tsohirnhausen- 
Transformation  gesetzt.  Dieser  Teil  der  Arbeit  ist  zwar  Schritt  für  Schritt  leicht  ver- 
ständlich, aber  vergeblich  fragt  der  Leser,  warum  dieser  Weg  eingeschlagen  wird,  wenn 
er  nicht  auf  die  ternären  Gedankenbildungen  zurückgreift,  von  denen  am  Ende  doch 
nicht  jede  Spur  verwischt  ist.  Und  vor  allem,  was  die  Krönung  der  fünf  vorangehenden 
Abhandlungen  bildete,  die  Umkehrung  der  Reduktion  und  endgültige  Berechnung  der 
Gleichungswurzeln,  fehlt  hier  vollständig,  ohne  daß  darüber  ein  Wort  verloren  wird. 
So  können  wir  leider,  sowohl  hinsichtlich  der  Verständlichkeit,  wie  auch  hinsichtlich 
der  erreichten  Resultate,  diese  letzte  Arbeit  nicht  als  wesentlichen  Fortschritt 
gegenüber  den  früheren  auffassen.  Sie  ist  charakteristisch  für  Gordans  Arbeits- 
methode in  jener  Epoche,  und  wir  mögen  eine  in  diesem  Sinne  lautende  Äußerung 
M.  Noethers  aus  seinem  Nachruf  auf  Gordan  (Math.  Annalen,  Bd.  75  (1913/14), 
S.  27)  hierhersetzen:  „Gordan  pflegte  einen  Gedankenhöhenweg  in  kleine  Abschnitte 
zu  teilen,  jeden  einzeln  rechnerisch  nach  allen  Seiten  weit  zu  verfolgen  und  möglichst 
ebene  Durchstiche  zu  schlagen,  um  so  vielleicht  zuletzt  zu  einem  geradesten  Weg 
zu  gelangen.  Die  Darstellung,  die  als  synthetische  noch  den  Weg  rückwärts  zu 
durchlaufen  hatte,  konnte  dann  überraschend  einfach  erscheinen."  K.] 


LVIII.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen 
sechsten  und  siebenten  Grades. 

[Math.  Annalen,  Bd.  28  (1886/87).] 

Die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades,  die  ich  in  meinen  ,,Vor- 
esungen  über  das  Ikosaeder  usw.''  (Teubner  1884)  zu  zusammenhängen- 
Zder  Darstellung  gebracht  habe,  gestattet  nicht  nur,  wie  ich  ebenda  an 
verschiedenen  Stellen  andeutete,  eine  Übertragung  auf  Gleichungen  vierten 
Grades^),  sondern  ebensowohl  eine  Ausdehnung  auf  [allgemeine]  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades.  Es  ist  der  Zweck  der  nachstehen- 
den Zeilen,  diese  Ausdehnung  in  ihren  Grundzügen  festzulegen.  Dieselbe 
subsumiert  sich  ihrem  Zielpunkte  nach  unter  die  allgemeinen  Ideen,  welche 
ich  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  15  (1879)  [vgl.  die  vorstehend  abgedruckte 
Abh.  LVII]  für  die  Auflösung  beliebiger  algebraischer  Gleichungen  auf- 
gestellt habe'^).    Sie  unterscheidet  sich  aber  von  ihnen  durch  die  konkrete 

1)  Vgl.  die  Noten  zu  S.  188,  256  —  257,  sowie  S.  260.  —  Die  Theorie  der 
Gleichungen  dritten  Grades,  welche  ich  in  meinem  „Ikosaederbuch"  ebenfalls  mehr- 
fach berühre,  kommt  bei  den  nun  im  Texte  zu  entwickelnden  Verhältnissen  als  zu 
einfach  nicht  in  Vergleich. 

^)  Siehe  insbesondere  [S.  392  —  397]  daselbst,  sowie  die  Bemerkung  über 
Gleichungen  sechsten  Grades  auf  S.  126  memes  „Ikosaederbuches".  —  Ich  habe  in 
meinen  Seminaren  auch  verschiedentlich  versucht,  die  Auflösung  der  Gleichungen 
sechsten  Grades  mit  der  Zweiteilung  der  hyperelliptischen  Funktionen  vom  Geschlechte 
Zwei  und  insbesondere  der  Theorie  der  aus  ihr  erwachsenden  sog.  Borchar  dt  sehen 
Moduln  in  Verbindung  zu  bringen.  Man  vgl.  wegen  der  letzteren  Entwicklungen,  die  jetzt 
im  Texte  unberührt  bleiben,  Reichardt  in  den  sächsischen  Berichten  von  1885  {Ein 
Beitrag  zur  Theorie  der  Gleichungen  sechsten  Grades)  sowie  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  28  (1886/87)  {Über  die  Normierung  der  Borchar  dt  sehen  Moduln  der  hyperellipti- 
schen Funktionen  vom  Geschlechte  p  =  2),  ferner  Cole  im  8.  Bande  des  American  Jour- 
nal (1886)  {A  Contribution  to  the  Theory  of  the  General  Equation  of  the  Sixth  Degree). 
[Ich  definiere  die  „Borchar  dt  sehen  Moduln"  von  der  Liniengeometrie  aus,  nämlich 
als  die  auf  ein  Fundamentaltetraeder  bezogenen  Punktkoordinaten  eines  Knoten- 
punktes der  Kumm  ersehen  Fläche,  welche  gemeinsame  Singularitätenfläche  der 
durch  die  Gleichungen: 

6  6 


i;--«.  se-j 
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Form    des   zu   benutzenden    geometrisch- algebraischen  Prozesses,    der  indi 
viduelle,  nur  bei  n=  6  und  n=  7  vorliegende  Momente  benutzt. 

Die  in  Aussicht  genommene  Entwicklung  spaltet  sich  dem  Wesen  der 
Sache  entsprechend  in  drei  Teile:  die  Problemstellung,  die  Konstruktion 
gewisser  endlicher  Gruppen  quaternärer  linearer  Substitutionen,  die  Ke- 
duktion  der  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  auf  die  diesen 
Gruppen  zugehörigen  Gleichungssysteme.  Ich  nehme  dabei  überall  auf  die 
für  die  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  geltenden  Überlegungen 
Bezug;  auch  halte  ich,  wie  in  meinem  „Ikosaederbuch",  [vgl.  auch  meine 
Ikosaederarbeit  in  den  Math.  Annalen;  Bd.  12  (1877)  =  Abh.  LIV]  daran 
fest,  die  in  Betracht  kommenden  algebraischen  Prozesse  durch  geometrische 
Konstruktionen  einzuleiten.  In  der  Tat  ist  zunächst  meine  Absicht,  meinen 
eigenen  Gedankengang  genau  so  darzulegen,  wie  er  mich  zu  den  in  Betracht 
kommenden  Resultaten  geführt  hat;  es  mag  späteren  Darstellungen  vor- 
behalten bleiben,  diese  Resultate,  die  ihrer  Natur  nach  rein  algebraisch 
sind,  auf  rein  algebraischem  Wege  zu  entwickeln. 

Hierzu  noch  eine  kleine  Bemerkung.  Das  Attribut  ,, allgemein", 
welches  ich  in  der  Überschrift  den  zu  untersuchenden  Gleichungen  sechsten 
und  siebenten  Grades  beilege,  soll. sich  darauf  bezichen,  daß  die  genannten 
Gleichungen  keinen  besonderen  Affekt  zu  besitzen  brauchen,  ihre  Gruppe 
also  so  umfassend  vorausgesetzt  wird,  wie  möglich.  Es  wird,  wie  ich  hoffe, 
kein  Mißverständnis  erzeugen,  wenn  ich  des  weiteren  im  Texte  das  Wort 
„allgemein"  gelegentlich  in  anderer  Bedeutung  gebrauche,  indem  ich 
nämlich  Gleichungen  allgemein  nenne,  deren  Wurzeln  freiveränderliche 
Größen  sind. 


gegebenen  „konfokalen"  Schar  von  Linienkomplexen  zweiten  Grades  ist.  Vgl.  dazu 
die  Abh.  II  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe;  vgl.  ferner  die  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  ganzen  Theorie,  welche  Reich ardt  in  Anknüpfung  an  meine  Seminar- 
vorträge von  1885/86  in  seiner  Leipziger  Dissertation  gegeben  hat  (Über  die  Dar- 
stellung der  Kummer  sehen  Fläche  durch  hyper elliptische  Funktionen,  Nova  Acta  Leo- 
poldina, I,  Halle  1887).  Vertauscht  man  die  Linienkoordinaten  Xi  auf  alle  Weisen 
und  kombiniert  damit  beliebige  Vorzeichenwechsel  der  Xi  (wie  dies  beiläufig  schon  in 
Abh.  L  geschehen  ist),  so  erhält  man  eine  Gruppe  von  11520  Kollineationen  und 
ebenso  vielen  dualistischen  Transformationen  des  dreidimensionalen  Raumes.  Die  so 
entstehende  quaternäre  Kollineationsgruppe  nenne  ich  die  Gruppe  der  Borchardt- 
schen  Moduln;  ihr  volles  Formensystem  hat  in  der  Folge  Maschke  aufgestellt  (Bd.  30 
der  Math.  Annalen,  1887/88).  Cole  hat  sich  a.a.O.  damit  beschäftigt,  eine  lineare 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  aufzustellen,  der  die  Borchardtschen  Moduln 
in  bezug  auf  einen  Koeffizienten  der  Gleichung  sechsten  Grades  genügen,  deren 
Wurzeln  die  ki  sind.  Wegen  weiterer  hierher  gehöriger  Literatur  siehe  die  Nr.  22 
des  bereits  oben  (S.  261)  genannten  Enzyklopädieartikels  von  Wiman.  Meine  end- 
gültige Auffassung,  daß  man  das  hier  vorliegende  transzendente  Problem  ohne  den 
Umweg  über  die  Borchardtschen  Moduln  direkt  mit  den  hyperelliptischen  Funktionen 
lösen  kann,  hat  Burkhardt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  35  (1889/90),  S.  277/278,  dar- 
gestellt.    K.J 
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I.  Die  Problemstellung. 

§1. 
Rückblick  auf  die  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades. 

Der  Ausgangspunkt  für  die  in  meinem  „Ikosaederbuch"  gegebene 
Untersuchung  der  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  ruht  in  einer 
geometrischen  Diskussion  desjenigen  Gebildes,  welches  durch  die  beiden 
Gleichungen : 

w-l  w— 1 

(1)  2^x..  =  0,  2lx^.==0 

^A  0  0 

dargestellt  wird,  wo  n,  je  nachdem,  gleich  4  oder  gleich  5  zu  nehmen 
sein  wird.  Um  eine  möglichst  bequeme  Ausdrucksweise  zu  haben,  deuten 
wir,  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  entsprechend,  die  Größen  a;  als 
Vierseits-Koordinaten  in  der  Ebene,  bez.  als  Fünfflach-Koordinaten  im 
Räume:  Wir  haben  dann,  vermöge  der  zweiten  Gleichung,  das  eine  Mal 
einen  ausgezeichneten  Kegelschnitt,  das  andere  Mal  eine  Fläche  zweiten 
Grades  (die  „Hauptfläche")  vor  uns,  die  es  jetzt  näher  zu  betrachten  gilt. 
Ich  werde  dies  hier  zunächst  für  die  Gleichungen  fünften  Grades  aus- 
führen. Bei  ihnen  richtet  sich  die  .Aufmerksamkeit  darauf,  daß  die  Fläche  (1) 
zwei  Scharen  geradliniger  Erzeugender  trägt.  Wir  bemerken,  daß  die  ein- 
zelne dieser  Scharen  eine  rationale  Mannigfaltigkeit  ist,  und  daß  wir  also 
die  ihr  angehörigen  Erzeugenden  durch  die  Werte  eines  Parameters  z  ein- 
deutig bezeichnen  können;  dieses  z  ersetzen  wir  mit  Rücksicht  auf  die 
späteren  Verallgemeinerungen  durch  den  Quotienten  zweier  Verhältnisgrößen : 

(2)  z  =  Zj^:z^.  . 

Wir  betrachten  jetzt  diejenigen  Raumkollineationen,  die  den  Vertau- 
schungen der  Xq,  .  . .,  Xn-i  entsprechen,  und  erkennen,  daß  die  Hauptfläche 
selbst  bei  allen  diesen  120  Kollineationen  in  sich  übergeht,  die  einzelne 
Erzeugendenschar  aber  nur  bei  den  60  Kollineationen,  die  geraden  Ver- 
tauschungen der  X  korrespondieren.  Die  Größe  z-^  :  z^  erfährt  also  bei 
den  60  geraden  Vertauschungen  der  x  60,  notwendig  eindeutige  Trans- 
formationen. Jetzt  sind  eindeutige  Transformationen  einer  einzelnen  Größe 
aus  funktionentheoretischen  Gründen  linear.  Wir  finden  also  —  und  bei 
diesem  Resultate  mögen  wir  einen  Augenblick  innehalten  — ,  daß  die 
als  Parameter  der  Erzeugenden  einer  Schar  eingeführte  Größe  z^  :  z^  bei 
den  60  geraden  Vertauschungen  der  Xy_  eine  Gruppe  von  60  linearen 
Transformationen  erleidet.  Dies  ist  der  eigentliche  Kernpunkt  der  Theorie. 
Daß  die  in  Rede  stehende  Gruppe  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten 
Gruppe  der  Ikosaeder Substitutionen  identisch  ist,  erscheint  als  zufällig  und 
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unwesentlich.  In  der  Tat:  wäre  die  Gruppe  linearer  Transformationen, 
welche  z  erfährt,  nicht  schon  anderweit  bekannt,  so  würde  man  alle  ihre 
Eigenschaften  der  aus  (1),  (2)  fließenden  Definition  der  Gruppe  entnehmen 
können. 

Wir  führen  vorab  für  die  Gleichungen  vierten  Grades  die  Überlegung 
bis  zu  demselben  Punkte.  Bei  ihnen  gestalten  sich  die  Verhältnisse  noch 
wesentlich  einfacher.  Statt  der  zwei  Scharen  geradliniger  Erzeugender,  die 
bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  in  Betracht  kamen,  haben  wir  bei 
ihnen  die  eine  Schar  der  dem  Kegelschnitte  (1)  angehörigen  Punkte  ins 
Auge  zu  fassen.  Auch  sie  ist  rational,  so  daß  wieder  das  einzelne  der 
Schar  angehörige  Individuum  durch  einen  Parameter 

(2*)  2  =  2^  :  2., 

eindeutig  bezeichnet  werden  kann.  Wieder  betrachten  wir  die  Kollinea- 
tionen,  die  den  Vertauschungen  der  a^^,  . . .,  ic«_i  entsprechen.  Unsere 
Punkteschar  geht,  wie  ersichtlich,  bei  jeder  dieser  24  Kollineationen  in 
sich  über,  so  daß  eine  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  Kollineationen 
(bez.  Vertauschungen)  unnötig  wird.  Wir  schließen,  daß  die  durch  (2*) 
bezeichnete  Größe  z^  :  z.^  hei  den  24  Vertauschungen  der  Xy,  eine  Grwppe 
von  24  linearen  Transformationen  erleidet.  Diese  Gruppe  erweist  sich 
dann  hinterher  als  identisch  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten  Gruppe 
der  Ohtaedersuhstitutio  nen . 

An  die  hiermit  bezeichneten  Resultate  knüpft  sich  jetzt,  für  n  =  ö  und 
n  =  4:  übereinstimmend,  die  eigentliche  Problemstellung.  Wir  denken  uns 
Xq,  . . .,  Xn~i  als  unabhängige  Veränderliche  gegeben  und  verlangen,  zwei 
Größen  z^ ,  z.-^  so  als  Funktionen  der  x  zu  bestimmen,  daß  der  Quotient 
Zi  :  «2  ^ß*  <^ß^  *^^  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x  (nämlich 
den  geraden  Vertauschungen  für  n=b  bez.  den  sämtlichen  Vertauschungen 
für  n  =  4)  die  Ikosaedersubstitutionen  bez.  die  Oktaedersubstitutionen  er- 
leidet. Haben  wir  dies  Problem  erledigt,  so  kann  die  Gleichung  ^-ten 
Grades,  von  der  die  x  abhängen,  durch  die  Ikosaedergleichung  oder  Okta- 
edergleichung, der  2^  :  z^  genügt,  ersetzt  werden,  womit  das  Ziel,  um 
welches  es  sich  bei  diesen  Untersuchungen  zunächst  handelt,  erreicht  ist. 
Die  Oktaedergleichung  enthält  dabei  neben  rationalen  Funktionen  der 
Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  vierten  Grades  nur  diejenigen 
Irrationalitäten,  die  wir  bei  der  Konstruktion  des  betreffenden  z^  :  2.3  als 
„akzessorische"  Irrationalitäten  benutzt  haben  mögen,  die  Ikosaedergleichung 
außerdem  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  vorgelegten  Glei- 
chung fünften  Grades. 

Dies  mit  wenigen  Worten  der  Gedankengang,  den  wir  nun  auf  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades  zu  übertragen  suchen  müssen. 
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§2. 

Allgemeiner  Ansatz  für  die  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades. 

Dem  Gesagten  genau  entsprechend  beginnen  wir  auch  bei  n  =  6  und 
n  =  1  mit  einer  geometrischen  Untersuchung  des  Gleichungssystems : 

w-l  n— 1 

(3)  2'««  =  0.  2'^^  =  0- 

Zweckmäßigerweise  werden  wir  wieder  die  erste  dieser  Gleichungen  als  eine 
zwischen  den  n  Variabelen  x  bestehende  Identität  auffassen  und  dement- 
sprechend die  x^^  . . .,  Xn-\  nicht  nur  als  homogene,  sondern  auch  als  über- 
zählige Punktkoordinaten  (eines  Raumes  von  {n  —  2)  Dimensionen)  deuten. 
Der  Inbegriff  der  Gleichungen  (3)  stellt  dann  eine  in  diesem  Räume  ge- 
legene quadratische  Mannigfaltigkeit  von  ti  —  3  Dimensionen 

dar,  deren  geometrische  Eigenschaften  zu  untersuchen  sind. 

Es  handelt  sich  insbesondere  um  die  in  der  Jf^-s  enthaltenen  linearen 
Räume  von  möglichst  großer  Dimensionenzahl.  Ich  will  einen  solchen 
Raum,  sofern  er  v  Dimensionen  hat,  mit  Ry  bezeichnen.  Für  7i  =  4,  5 
hatten  wir  auf  der  M^^^:  oo^  R^  (d.  h.  Punkte),  bzw.  zwei  Scharen  von 
oo^  jß^  (d.  h.  gerade  Linien).  Für  7^  =  6,  7  ergibt  die  allgemeine  Theorie 
der  quadratischen  Mannigfaltigkeiten,  auf  welche  ich  hier  nicht  näher  ein- 
gehe, auf  die  ich  übrigens  zum  Schlüsse  der  gegenwärtigen  Arbeit  noch  ein- 
mal zurückkomme^),  den  folgenden  Satz,  der  die  Grundlage  unserer  weiteren 
Entwicklungen  zu  bilden  hat: 

Die  Mf^  enthält  oo^i?^,   die  Mf^  zwei  Scharen  von  oo^ R^. 

Bei  71  =  4  und  n  =  b  konnten  wir  uns  nun  des  weiteren,  was  die 
Einfühung  des  Parameters  z^  :  z^  und  sein  Verhalten  bei  den  Vertauschungen 
der  X  angeht,  auf  funktionentheoretische  Gründe  stützen.  In  Anbetracht 
der  vielen  Möglichkeiten,  welche  die  Funktionen  mehrerer  Variabler  dar- 
bieten, in  Anbetracht  ferner  der  Unkenntnis,  in  welcher  wir  uns  betreffs 
dieser  Möglichkeiten  befinden,  erscheint  eine  gleiche  Schlußweise  bei  ti  >  5 
unstatthaft.  Trotzdem  gelten  für  n  =  'o  und  n  =  1  Beziehungen,  welche 
genau    den    für    ri  =  4  und  n  =  b    aufgestellten  Sätzen  entsprechen.     Wir 


^)  Vgl.  Cayley  im  12.  Bande  des  Quarterly  Journal  (1873):  Ort  the  superlines 
of  a  qvadric  surface  in  five-dimensional  space  [=  Werke  Bd.  IX,  S.  79  j,  Veronese 
im  19.  Bande  der  Math.  Annalen  (1881);  Behandlung  der  projektiven  Verhältnisse  der 
Bäume  von  verschiedenen  Dimensionen  usw.,  Segre  im  36.  Bande  der  Memorie  der 
Turiner  Akademie,  ser.  II  (1884):  Studio  sulle  quadriche  in  uno  spazio  lineare  ad  un 
numero  qualunque  di  dimensioni.    [Siehe  auch  Bd.  1  dieser  Ausgabe,  S.  41 5. j 
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entnehmen  dies  den  Entwicklungen  einer  scheinbar  fremdartigen,  von  an- 
derer Seite  bekannten  Disziplin,  nämlich  der  Liniengeometrie.  Ich  will 
die  Einzelheiten,  die  hier  in  Betracht  kommen,  erst  im  folgenden  Para- 
graphen besprechen  und  mich  hier  mit  der  Angabe  des  Resultates  begnügen. 
Die  Sache  ist  die,  daß  man  bei  n  =  6  die  dreifach  unendlich  vielen  R^ 
und  bei  n  =  l  die  dreifach  unendlich  vielen  B.^  der  einen  (beliebig  aus- 
zuwählenden Schar)  genau  so  durch  vier  Verhältnisgrößen 

(4)  2^  :  2.3  :  «3  :  2^ 

festlegen  kann,  wie  dies  bei  n=  A,h  hinsichtlich  der  bei  ihnen  in  Betracht 
kommenden  einfach  unendlich  vielen  Räume  durch  die  zwei  Verhältnis- 
größen z^  :  ^2  geschah.  Einmal  ist  die  Beziehung  zwischen  den  linearen 
Räumen  und  den  Wertsystemen  der  z^  :  z^  \  z^:  z^  durchaus  eindeutig, 
andererseits  erfahren  die  z  hei  den  Vertauschungen  der  x ,  oder  doch,  für 
n=7,  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  x,  lineare  Transformationen. 
Offenbar  sind  die  Gruppen  linearer  Transformationen  der  z,  welche  auf 
diese  Weise  entstehen  und  die  6 !  bez.  7 !  :  2  Operationen  enthalten,  das 
genaue  Analogon  ^u  den  bei  n  =  4:  und  n  =  S  auftretenden  Oktaeder-  und 
Ikosaedergruppen. 

An  diese  Sätze  knüpft  nun  sofort  die  weitere  Problemstellung.  Es 
wird  sich  darum  handeln,  au^  n  beliebig  vorgegebenen  Größen  x^,  . . .,  Xn~i 
(mag  n  =  Q  oder  n  =  7  sein)  vier  Funktionen  z^,  z^,  z.^,  z^  so  zusammen- 
zusetzen, daß  die  Verhältnisse  z^  :  z.-^  \  z.^'.z^  bei  den  in  Betracht  kommen- 
den, soeben  näher  bezeichneten  Vertauschungen  der  x  die  zugehörigen 
linearen  Transformationen  erfahren.  Wir  erreichen  dann,  daß  wir  die 
Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  durch  ein  „Gleichungssystem 
der  z"  ersetzen  können,  was  im  Sinne  der  anderweitig  entwickelten  Ge- 
sichtspunkte als  der  erste,  bei  den  genannten  Gleichungen  anzustrebende 
Fortschritt  erscheint^).  Diese  Gleichungssysteme  (deren  nähere  Eigen- 
schaften zu  untersuchen  bleiben)  sind  das,  was  jetzt  an  Stelle  der  Okta- 
eder- und  Ikosaedergleichung  tritt. 

Der  Analogie  folgend  werden  wir  nicht  anders  erwarten,  als  daß  in 
den  Ausdrücken  der  z  durch  die  x  akzessorische  Irrationalitäten  auftreten 
müssen.  In  den  Koeffizienten  des  zugehörigen  Gleichungssystems  kommen 
neben    rationalen    Funktionen    der    Koeffizienten    der   jeweils    vorgelegten 


*)  Vgl.,  auch  wegen  der  Ausdrucksweise,  die  bereits  genannte  Abh.  LVII,  sowie 
mein  Ikosaederbuch,  S.  125,  126.  [Die  weitere  algebraische  Behandlung,  wie  sie  für 
die  Gleichungen  fünften  Grades  bzw.  die  Gleichungen  siebenten  Grades,  welche  eine 
Gruppe  von  168  Substitutionen  besitzen,  in  den  vorstehend  abgedruckten  Abhand- 
lungen LIV  und  LVII  gegeben  wurde,  ist  in  dem  vorliegenden  Falle,  sowie  in  den 
folgenden  Abh.  LIX— LXI  bislang  nur  erst  teilweise  durchgeführt.     K.] 
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Gleichung  diese  akzessorischen  Irrationalitäten  dann  selbstverständlich  eben- 
falls vor.  Außerdem  wird  im  Falle  n  =  7  auch  noch  die  Quadratwurzel 
aus  der  Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung  auftreten,  insofern  ja  für 
n  =  1  bei  der  Definition  des  Gleichungssystems  der  z  nur  die  geraden 
Vertauschungen  der  x  in  Betracht  gezogen  werden. 

II.  Definition  der  Parameter  z  und  der  zugehörigen  quaternären 

Substitution  sgruppen. 

§3. 
AUgemeitfes  über  den  Zusammenhang  der  oc  und  der  z. 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  x  und  den  2,  den  ich  bezeich- 
nete, am  einfachsten  zu  erfassen,  müssen  wir,  wie  bereits  gesagt,  an  die 
Elemente  der  Liniengeometrie  anknüpfen.  Wir  beginnen  dabei  mit  den 
z,  die  wir  als  homogene  Punktkoordinaten  des  gewöhnlichen  Raumes  deuten, 
und  suchen  von  ihnen  aus  durch  Vermittlung  der  sechs  homogenen  Koor- 
dinaten der  Raumgeraden  zu  Größen  X  zu  gelangen,  die  den  Relationen  ( 3 ) 
genügen.  Erscheint  dieser  Weg  manchem  Algebristen  fremdartig,  so  sei 
daran  erinnert,  daß  alles,  was  wir  über  die  linearen  Räume  auf  dreifach 
und  vierfach  ausgedehnten  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  wissen,  ur- 
sprünglich auf  eben  diesem  Wege  erschlossen  wurde'"^). 

Wir  werden  die  Raumgerade  hier  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
z,  z'  definieren.  Als  Koordinaten  der  Raumgeraden  erscheinen  dann  zu- 
nächst die  sechs  Unterdeterminanten: 

1    ^34=23^-232:4'        P^2='Z,K--K^-2^        P,S===^2K-^2h^ 

zwischen  denen  die  quadratische  Relation  besteht: 

(  Ö)  P12  PS4.  +  PlS  P42  +  2^14  2^23  =  0 , 

weiter    aber    irgend   sechs  linearunabhängige   lineare  Funktionen  der  p.j.: 

zwischen  denen,  der  Formel  (6)  entsprechend,  eine  quadratische  Gleichung 

statthaben  wird,  die  wir  folgendermaßen  bezeichnen: 

(8)  Q(|„|„...,|J  =  0. 

Vermöge  geeigneter  Wahl  der  |  kann  dieses  Q  jede  beliebige  quadratische 


^)  Vgl.  Cayley,  a.a.O.  [Weitere  Entwicklungen  brachte  die  bereits  in  Bd.  1 
dieser  Gesamtausgabe  abgedruckte  Abb.  XIII:  Zur  geometrischen  Deutung  des  Ab  ei- 
schen Theorems  der  hyperetliptischen  Integrale,  die  in  Bd.  28  (1886/87)  der  Math.  Annalen 
an  die  hier  abgedruckte  Abh.  LVIII  unmittelbar  anschließt.     K.] 
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Form  der  beigesetzten  Argumente  werden,  die,  gleich  der  linken  Seite 
von  (6),  eine  nicht  verschwindende  Determinante  besitzt:  aus  den  Koeffi- 
zienten von  Q  schließen  wir  auf  die  geometrischen  Beziehungen  der  durch 
Nullsetzen  der  einzelnen  |  dargestellten  linearen  Komplexe*^). 

Hiermit  sind  nun  die  Wertsysteme  sechs  homogener  Variabler  |,  die 
einer  quadratischen  Gleichung  (8)  von  angegebener  Beschaffenheit  genügen, 
zu  den  Wertsystemen,  welche  vier  homogene  Variable  z  durchlaufen,  in 
eine  bestimmte  Beziehung  gesetzt,  und  eben  diese  Beziehung  ist  es,  die  in 
geeigneter  Weise  spezifiziert  den  Zusammenhang  zwischen  den  Größen  x 
und  z  des  vorigen  Paragraphen  aufdeckt.  In  der  Tat  entsprechen  die 
Punkte  des  Raumes,  wie  hier  nicht  näher  auszuführen  ist,  wenn  wir  die- 
selben als  Strahlenbündel  auffassen,  genau  den  dreifach  unendlich  vielen 
R^  der  einen  Art,  welche  die  durch  (8)  vorgestellte  iltff^  enthält  (während 
die  Ebenen  des  Raumes,  insofern  wir  sie  als  Geradenfelder  auffassen,  den 
dreifach  unendlich  vielen  i?^  der  anderen  Art  korrespondieren).  Oder  auch, 
wenn  wir  zu  (8)  irgendeine  lineare  Gleichung  hinzunehmen: 

(9)  ^a.l.  =0 

und  uns  so  auf  die  geraden  Linien  eines  bestimmtei;!  linearen  Komplexes 
beschränken,  so  entsprechen  die  Punkte  des  Raumes  den  dreifach  unendlich 
vielen  R^,  welche  die  durch  (8)  und  (9)  vorgestellte  i/f^ enthält;  läuft  doch 
von  jedem  Raumpunkte  aus  ein  bestimmtes  dem  Komplexe  (9)  angehöriges 
Strahlenbüschel! 

Um  dies  jetzt  in  bezug  auf  die  x  näher  auszuführen,  nehmen  wir 
erstlich  n  =  Q.  Wir  werden  dann  die  x^,  . . .,  x.^  mit  den  ^^,  . . .,  ^^  und 
die  zwischen  den  x  bestehende  quadratische  Gleichung  des  vorigen  Para- 
graphen, die  ich  hier  mit  neuer  Nummer  noch  einmal  hersetze: 

5 

(10)  2;a;2  =  0 

0 

mit  der  Gleichung  (8)  identifizieren  können.  Die  Xy,  bedeuten  dann,  gleich 
Null  gesetzt,  in  bekannter  Weise  solche  sechs  lineare  Komplexe,  welche 
wechselseitig  in  Involution  liegen.  Jetzt  sollte  zwischen  den  x^  auch  noch 
die  lineare  Gleichung  statthaben: 

5 

(11)  >/*.  =  o, 

0 

die   wir    mit   Gleichung   (9)    parallelisieren.     Ich    werde    den    durch    diese 

*)  Vgl.  meinen  Aufsatz  in  Bd.  2  der  Math.  Annalen  (1869/70)  [in  Bd.  1  dieser 
Gesamtausgabe  als  Abh.  III  abgedruckt]:  Die  allgemeine  lineare  Transformation  der 
Linienkoordinaten.     Wir  benutzen  diesen  später  noch  wiederholt. 
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Gleichung  dargestellten  Komplex  den  Einheitskomplex  nennen.  Hiernach 
sind  die  Wertsysteme  Xy. ,  welche  im  Falle  ?^  =  6  den  Gleichungen  ( 3 ) 
des  vorigen  Paragraphen,  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Gleichungen  (10) 
und  (11)  genügen,  durch  die  Geraden  des  Einheitskomplexes  vorgestellt; 
die  z  aber,  die  wir  einzuführen  haben,  werden  nichts  anderes  sein,  als 
irgendwelche  Tetraederkoordinaten  der  Raumpunkte.  Wir  begnügen  uns 
hier  vorab  mit  dieser  allgemeinen  Aussage;  ein  bestimmtes  Koordinaten- 
system zur  Festlegung  der  zwischen  den  x  und  den  z  bestehenden  analy- 
tischen Beziehungen  werden  wir  erst  im  zweitfolgenden  Paragraphen 
definieren. 

Sei  ferner  12?  =7.  Statt  der  sechs  Koordinaten  1^,...,!^  und  der 
einen  für  sie  geltenden  Gleichung  (8)  haben  wir  dann  sieben  Größen 
tCn,  ...,a;^.und  zwei  zwischen  ihnen  bestehende  Relationen: 

r.  6 

(12)  Z^>^  =  ^^  2^a;^  =  0. 

0  0 

Offenbar  brauchen  wir  hier  nur  das  eine  ic,  etwa  x^,  vermöge  der  ersten 
dieser  beiden  Relationen  aus  der  zweiten  zu  eliminieren,  um  die  übrigen 
X ,  also  x^,  .  .  .,  x^,  als  Spezialfall  der  |^ ,  . . . ,  |g  betrachten  zu  können ; 
mit  anderen  Worten :  wir  haben  x^,  . . .,  x^  als  überzählige  Linienkoordi- 
naten aufzufassen.  Hiernach  repräsentiert  jedes  den  Gleichungen  (12) 
genügende  Wertsystem  der  x  eine  Raumgerade;  die  Größen  z  aber,  die 
wir  in  Aussicht  nehmen,  werden  wieder  nichts  anderes  sein,  als  irgend- 
welche Tetraederkoordinaten  der  Raumpunkte.  Bestimmte  Formeln  für 
den  Zusammenhang  der  x  und  der  z  sollen  wieder  erst  im  zweitfolgenden 
Paragraphen  aufgestellt  werden"). 

§4. 

Über  das  Verhalten  der  z  bei  den  in  Betracht  kommenden 
Vertauschungen  der  x. 

Die  zwischen  den  Größen  x  und  z  bestehende  Abhängigkeit  ist  durch 
die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  hinreichend  definiert,  so  daß  wir  jetzt 
schon  den  Beweis  erbringen  können,  auf  den  es  vor  allen  Dingen  ankommt, 
daß  sich  die  z  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertau^chungen  der  x 
linear  transformieren.  Wir  haben  zu  dem  Zwecke  den  liniengeometrischen 
Satz  zugrunde  zu  legen,  den  ich  zuerst  [in  der  früher  abgedruckten  Abh.  L, 

')  [Welche  besonderen  Konfigurationen  in  den  beiden  Fällen  bei  den  Vertau- 
schungen der  :c,- entstehen,  hat  fürn=:6  u.  a.  Veronese  untersucht  (Sui  gruppi  Pa«o'  ^seo 
ddla  figura  di  sei  complessi  lineari  di  rette  due  a  due  in  involuzione,  Annali  di  Ma- 
tematica,  ser.  II,  t.  11,  1883)  und  für  n  =  7  Maschke  {Über  eine  merkwürdige  Konfi- 
guration gerader  Linien  im  Räume,  Math.  Annalen,  Bd.  36,  1889/90).] 
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(1871),  S.  272]  mitteilte,  daß  nämlich  jede  lineare  Substitution  der  Linien- 
koordinaten Ij, .. .  .,  Ig,  bei  welcher  die  in  (8)  benutzte  quadratische  Form  Q 
in  sich  übergeht,  eine  Kollineation  oder  eine  dualistische  Umformung  des 
Raumes  bedeutet,  und  zwar  das  erstere  oder  das  zweite,  je  nachdem  die 
zugehörige  Substitutionsdeterminante,  deren  Quadrat  notwendig  =  1  ist, 
gleich  +  1  oder  gleich  —  1  gefunden  wird.  Des  näheren  müssen  wir 
wieder  zwischen  den  Fällen  n  =  6  und  n=7  unterscheiden. 

Im  Falle  n  =  7,  der  sich  hier  unmittelbar  erledigt,  ersetzen  wir  im 
Ausspruche  unseres  Satzes  1^  etwa  durch  x^ ,  i^  durch  x^,  . . .,  ^^  durch  x^ , 
und  bemerken,  daß  jede  gerade  Vertauschung  der  sieben  Größen  Xq,  x^,  ...,  x^ 

6 

vermöge  der  Relation ^  x^=  0  auf  eine  lineare  Substitution  der  x^,  •  -  ■,  x^ 

0 

von  der  Determinante  +1  zurückkommt.    Daher  entsprechen, 'wie  es  be- 

7! 

hauptet  wurde,  den  -^  geraden  Vertauschungen  der  x  ebenso  viele  Kolli- 

neationen  des  Raumes,  d.  H.  lineare  Transformationen  der  z^  :  z.2  :  z.^  :  z^. 

7! 
Genau  so  entsprechen  den  -^  ungeraden  Vertauschungen  der  x  eine  gleiche 

Zahl  dualistischer  Umformungen  des  Raumes,  —  eine  Bemerkung,  die 
zwar  im  Augenblicke  nicht  in  Betracht  kommt,  auf  die  wir  aber  später 
zurückgreifen  werden. 

Im  Falle  ?^  =  6  beginnen  wir  mit  einer  ganz  ähnHchen  Überlegung, 
indem  wir  die  sechs  in  diesem  Falle  vorhandenen  x  der  Reihe  nach  den 
|j^,...,|^e  unseres  liniengeometrischen  Satzes  entsprechend  setzen.  Wir 
finden  dann,  genau  wie  im  Falle  ti  =  7,  daß  die  geraden  Vertauschungen 
der  X  Kollineationen  bedeuten,  die  ungeraden  aber  dualistische  Umfor- 
mungen des  Raumes.  Nun  haben  wir  uns  aber  nicht  mit  sämtlichen 
Raumgeraden  zu  beschäftigen,  sondern  nur  mit  denjenigen  des  Einheits- 
komplexes. Ich  sage,  daß  wir  mit  Rücksicht  hierauf  die  360  dualisti- 
schen Umformungen,  die  wir  gerade  fanden,  durch  ebenso  viele  neue 
Kollineationen  ersetzen  können. 

Ehe  ich  dies  ausführe,  muß  ich  zwei  Vorbemerkungen  machen  hin- 
sichtlich derjenigen  dualistischen  Umformung,  die  durch  den  Einheitskom- 
plex als  solchen  gegeben  ist,  die  nämlich  jeden  Punkt  durch  die  Ebene 
ersetzt,  die  ihm  im  Einheitskomplexe  entspricht. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Darstellung  dieser  Umformung  in 
Linienkoordinaten  x.  Um  sie  zu  finden,  haben  wir  offenbar  die  Koordi- 
naten x'  derjenigen  Linie  zu  berechnen,  welche  irgendeiner  Linie  x  in 
bezug  auf  den  Einheitskomplex  als  konjugierte  Polare  zugeordnet  ist.  Dies 
gibt  uns  auf  Grund  bekannter  Regeln  die  Formel: 

(    1  O  j  Xf(    =     Xy  -^      X  ,     X  , 
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WO  ich  die  absoluten  Werte  der  x'  so  bemessen  habe,  daß  irgendwelche  x, 
die  der  Gleichung  des  Einheitskomplexes  genügen  (  yjx  =  0 ),  überhaupt 
keine  Umänderung  erleiden.  Wir  konstatieren  leicht,  daß  die  Operation  (13) 
die  Periode  Zwei  besitzt. 

Zweitens   will    ich   die   Formel  (13)   mit   irgendwelcher  Vertauschung 

der  x: 

Xi  =  x^ 
kombinieren.     Wir  finden 

(14)  Xi  =  Xy,—  -^  ^x 

und  zwar  unabhängig  von  der  Keihenfolge,  in  welcher  die  Zusammen- 
setzung der  Operationen  geschieht,  so  daß  also  die  Operation  (13)  mit 
irgendwelchen  Vertauschungen  der  x  permutabel  ist. 

Die  nähere  Durchführung  der  Umsetzung  unserer  360  dualistischen 
Transformationen  knüpft  jetzt  unmittelbar  an  (14)  an.  Ist  xl  =  Xy.  un- 
gerade, also  eine  dualistische  Transformation,  so  bedeutet  (14)  eine  Kol- 
lineation.  Unsere  Verabredung  sei  jetzt  einfach,  daß  wir  diese  durch  (14) 
gegebene  KoUineation  in  der  Folge  der  Vertauschung  sc/  =  x^  entsprechend 
setzen  wollen. 

Um  diese  Verbindung  als  berechtigt  erscheinen  zu  lassen,  bemerken 
wir  erstlich,  daß  die  Transformationen  (14)  auf  die  Geraden  des  Einheits- 
komplexes (dessen  Gleichung  2J^  =  0  ist)  ebenso  wirken,  wie  die  Ver- 
tauschungen der  X  selbst.  Wir  zeigen  ferner,  daß  die  neuen  Operationen 
mit  den  geraden  Vertauschungen  der  x  zusammen  eine  Gruppe  von  720 
Operationen  bilden,  und  daß  diese  Gruppe  mit  der  Gruppe  der  720  Ver- 
tauschungen der  X  holoedrisch  isomorph  ist.  Ich  will  zu  dem  Zwecke 
irgendwelche  Kollineationen,  welche  geraden  Vertauschungen  der  x  ent- 
sprechen, mit  C,  C  ,  . .  .  bezeichnen,  dualistische  Umformungen,  die  den 
ungeraden  Vertauschungen  der  x  korrespondieren,  mit  D,  D\  ...,  endlich 
die  Operation  (13)  mit  E.     Dann  ist  nach  dem,  was  wir  sagten: 

^'  =  1,     GE  =  EC,     DE  =  ED. 

Infolgedessen  kann  jede  Aufeinanderfolge  von  Kollineationen  C,C\..., 
DE,  DE,...  so  umgestaltet  werden,  daß  wir  den  Buchstaben  E  zwi- 
schendurch einfach  weglassen  und  dafür  eventuell  am  Ende  zufügen,  wenn 
nämlich  die  Anzahl  der  an  der  Zusammenstellung  beteiligten  D,D\  ... 
eine  ungerade  ist.  Nun  ist  jede  Verbindung  der  (7,  C ',...,  D,D\... 
selbst  eine  C  oder  D,  letzteres,  wenn  die  Anzahl  der  benutzten  D,D' ,  . . . 
ungerade  war.  Daher  ist  jede  Verbindung  der  C,  C',  .  ..,  DE,  D'  E ,  . . ., 
selbst  eine  G  oder  DE,  und  unsere  720  Operationen  (7,0',...,  DE, 
D  E,...  bilden  in  der  Tat  eine  Gruppe.  Die  Übereinstimmung  dieser 
Gruppe  mit  der  Vertauschungsgruppe  der  x  ist  in  diesem  Beweisgange  von 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  IL  29 
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selbst  mit  enthalten.  Denn  nicht  nur  erscheint  vermöge  desselben  jede 
Verbindung  der  C,  C,  ...,  DE,  D'  E,  . . .  eindeutig  auf  eine  Verbindung 
der  C,  C\  . . .,  D,  D\  . . .  bezogen,  sondern  die  Beziehung  ist  auch  eine 
solche,  daß  einer  Zusammenstellung  zweier  Verbindungen  der  einen  Art 
die  Zusammenstellung  der  entsprechenden  Verbindungen  der  anderen  Art 
entspricht.  Hiermit  nun  sind  unsere  Behauptungen  vollständig  erwiesen. 
Es  wird  kein  Mißverständnis  erzeugen,  wenn  ich  in  der  Folge  schlechthin 
von  den  720  Kollineationen  rede,  die  „den  Vertauschungen  der  x  ent- 
sprechen". 

§5. 

Formeln  für  den  Zusammenhang  der  x  und  der  ^, 

Wir  knüpfen  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  den  x  und  den  z  an 
bestimmte  Formeln,  indem  wir  geeignete  einfache  Koordinatensysteme  zu- 
grunde legen.  Wir  wollen  dabei  für  n  =  Q  und  7^  =  7  übereinstimmend 
die  Ausdrücke  des  Lagrange  als  Durchgangspunkt  benutzen: 

(16)  ^v  =  a;o  +  7"a^i  +  7"'^2+  •••  +7^'^~'^"^n-i, 

wo  y  eine  zu  n  gehörige  primitive  Einheitswurzel  bezeichnen  soll  und  v 
die  Werte  0,  1,  . . .,  (^  —  1)  zu  durchlaufen  hat;  wir  erreichen  dadurch, 
soweit  dies  möglich  ist,  einen  gewissen  formalen  Anschluß  an  die  für  n  =  4 
und  ^  =  5  in  meinem  „Ikosaederbuch"  gegebenen  Entwicklungen. 

Im  Falle  n  =  6,  den  wir  jetzt  näher  betrachten,  will  ich  der  größeren 
Übersichtlichkeit  halber  /  gleich  —  a  setzen,  unter  a  eine  imaginäre  dritte 
Wurzel  aus  Eins  verstanden.  Wir  haben  dann  sechs  Ausdrücke  jt,.  die 
ich  hier  einzeln  herschreibe: 

'  ^0  =  ^0  -f       a?!  +    ,  a;^  +  a^3  +      a;,  -f-      x. , 


(17) 


^1  '■=  ^o~  ^   Xj_  ^  a^  x^  —  x^  -\-  a   x^  —  a^  x.^ , 
^2  =  ^0  +  ^^  ^1  +  ^  x^  ^  Xq  -\~  a^  x^  -\-  a   a;. , 

TTg  =  OJq  X^  -\~         X^         "^3     r         X^  Xr^ , 

^4  =  ^0  +  ^  a^i  +  «^  ^2  +  ^3  +  ^  x^-\-  a'^  a;. , 
.  Tir^  =  Xq  —  a'^  x^ -\- a   x^  —  x^-\-  a'^x^  —  a   x^ . 


Aus  ihnen  folgt  durch  Auflösung: 


(18) 


6^0 

= 

^0 

+ 

71^ 

Qx^ 

= 

^0 

— 

a' 

ji^ 

6^2 

^0 

+ 

a 

JTj 

60^3 

= 

^0 

— 

^1 

Qx, 

= 

^0 

+ 

a"- 

^1 

6x, 

= 

^0 

— 

a 

Jt^ 

-\-  a     71^  —  JTg  +  «^  TT^   —  «     TT.  , 

+  f^'""  ^2   -f-  ^3  +  ^     ^4  +  «■  ^ö  » 


+ 


71^ 


^3  + 


+  «     ^2  +  ^3  +  ^^  ^4  +  ^^     ^r,  -> 
-\-  a^  71^  —  71^  -\-  a     71^    —  l(-  TTr^ , 
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5 

(19)  S2jxi  =  '^^^  +  7t,jt,  +  n^n,. 
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Wir  schließen  aus  (19),  daß  wir  setzen  können 

Pia  +  Pü4 

V2 


(20) 


Jlf. 


71.  =p 


2  =  Vi 


13  '        ""2  /'14  5 


7lo  =  :=z —  ,        71. 


V2 


^5   =  2^42  ' 


unter  p^^^ ,  Pi2^  •  ■>■*  gewöhnliche  Linienkoordinaten,  also  Unterdeterminanten 
von  z,z'  {Formel  (5))  verstanden.  In  der  Tat  verwandelt,  sich  ja  ver- 
möge   dieser   Substitution    die   für    die  Linienkoordinaten  x  geltende   Be- 

5 

dingungsgleichung  ^xl  =  0  in   die  für  die  p.^^  charakteristische  Form^): 

0 

Pl2  PS4  +  2^13  Pa2  +  Pu  P23  =  ^- 

Wir  tragen  jetzt  die  in  (20)  gegebenen  Werte  der  ji  in  (18)  ein  und 
haben  damit  folgende  Darstellung  der  x  durch  zwei  Reihen  von  Punkt- 
koordinaten z,  z',  die  weiterhin  zugrunde  zu  legen  sein  wird^): 

6^0  =  -^-^12+  2>13+  ^14+-^-?>34+  ?>42+  2>23  ' 

6^1=-^-^12-^^2'l3  +  ^     Pll-^-^'PzA-^     2?42+fi^>23» 


(21) 


^^•2=-^-Pl2-^^     ^13+^'^14+n|*-^34+C^'^42  +  «     2^23» 


^^3  =  ^-^12-  Pl3 


Pli+~^'P3,-  2^42  + 


6^4=-]^-2>12+«^?>13+«     Pu+-^'Psi+^     2'42  +  «'P23» 
^^ö==^'Pl2-^     ?^13+^>i4+-^-2'34-^>42  +  ^     ^'23  » 


^)  Vgl.  wiederum  meinen  Aufsatz  in  Bd.  2  der  Math.  Annalen  [in  Bd.  1  dieser 
Gesamtausgabe  als  Abb.  III  abgedruckt]:  Die  allgemeine  lineare  Transformation  der 
Linienkoordinaten  (1871). 

^)  Eine  andere  Darstellung  der  Xy.,  die  sonst  vielfach  gebraucht  wird  (vgl.  z.B. 
Rohn  in  Bd.  18  der  Math.  Annalen  (1881),  S.  143 ff.),  ist  folgende: 


{Pl2  -  Psi),  ^3  =  -  *(?>13  -  P42): 


iiPl^-P2S 


Ich  bin  von  derselben  im  Texte  abgegangen,  weil  bei  ihr  die  Formeln  für  die  Ope- 
ration S  (siehe  unten)  unnötig  kompliziert  werden  und  der  Vergleich  mit  den  für 
n  =  7  zu  gebrauchenden  Formeln  erschwert  wird. 

29* 
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WO  in  alter  Weise: 

(21*)  Vii,  =  ^i^k-AH' 

Wir  berechnen  hieraus 

5 

0 

so  daß  also  die  Gleichung  des  Einheitskomplexes  folgende  wird: 

(22)  Pi2 +  2^34  =  0. 
Wir  nehmen  jetzt  n  =  l.     Indem  wir  die  für  die  x  geltende  lineare 

Gleichung  g 

0 

als  identisch  erfüllt  betrachten,  werden  von  den  sieben  Ausdrücken  ttv  (16), 
die  in  diesem  Falle  existieren,  nur  sechs  übrigbleiben,  nämlich  diejenigen, 
welche  r  =  1,  2,  ...,  6  entsprechen.  Vermöge  derselben  drücken  sich  die 
x^  folgendermaßen  aus: 

(23)  lx^  =  y-^7i^  +  r~'"^2  +  /~'"^3  +  r"'"^4  +  7"'"^5  +  7""^^« 

,?tf  =  0,  1,  ...,  b;   7  =  c     J. 
Hiernach  wird: 

6 

(24)  -^^Xl  =  jlj^7l^  +^2^5  +^3^4-" 

0 

Wir  können  also  den  Übergang  zu  den  p^^  etwa  folgendermaßen  bewerk- 
stelligen^^). 

.X  I   ^6  =  Pl2  '  ^3  =  2^13'  ^5  =  PU  » 

1=^1  =  ^34'  ^4=^42»  ^2  =  2^23- 

Die  Ausdrücke  für  die  x^,  die  wir  weiterhin  zugrunde  zu  legen 
hohen,  werden  hiernach  einfach^^): 

(26)     7  X.  =  y^p,^  +  y^^p,^  +  y^^p,,  +  y'^^Ps,  +  y^'^P,^  +  y'^'P.s- 

^^)  Ich  wähle  diese  Reihenfolge,  um  die  Formeln  für  die  x^ ,  die  ich  sofort  gebe, 
mit  den  sogleich  [aus  der  vorstehend  abgedruckten  Abh.  LVII]  zu  zitierenden  Formeln 
möglichst  in  Übereinstimmung  zu  bringen. 

^^)  Ich  möchte  hier  daran  erinnern,  daß  ich  schon  [in  Abh.  LVII,  S.  413 — 414] 
sieben  Komplexe  dieser  Art  betrachtet  habe,  und  zwar  zwei  Reihen  solcher  Kom- 
plexe nebeneinander,  die  ich  damals  durch  die  Gleichungen  darstellte: 

Diese  zwei  Reihen  von  Komplexen  gehen,  wie  ich  damals  zeigte,  durch  168  Kollinea- 

tionen    des  Raumes    simultan    je  in   sich   über.     Offenbar  ist  diese  Gruppe  von  168 

7! 
Kollineationen  eine  Untergruppe  in  jeder  der  beiden  Gruppen  von  -^  Kollineationen, 

die  im  Sinne  der  jetzt  im  Texte  gegebenen  Entwicklungen  zur  einzelnen  Komplex- 
reihe gehören. 
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Wir  wollen  diesen  Formeln  zum  Schlüsse  noch  eine  kleine  ergänzende 
Verabredung  hinzufügen.  Der  Weg,  den  wir  weiterhin  einschlagen,  zwingt 
uns,  neben  Punktkoordinaten  z^ ,  z^^  z^ ,  z^  auch  Ebenenkoordinaten  w^ ,  w^, 
w?3,  w^  in  Betracht  zu  ziehen.  Setzen  wir  dementsprechend  Linienkoordi- 
naten g'^fc  aus  zwei  Reihen  von  Größen  w  zusammen: 

(27)  qik  =  WiWi—WiWk, 

so  sind  diese  den  Koordinaten  pi^,  welche  dieselbe  Gerade  nach  Formel  (5) 
erhält,  in  bekannter  Weise  unter  Abänderung  der  Reihenfolge  proportional. 
Wir  wollen  nun  festsetzen,  daß  die  qi^  den  entsprechenden  piu  einfach 
gleich    sein    sollen.     Dann   werden   wir  also   folgende  Beziehungen  haben: 

(28)      P,o=qs,,      PlS=^i2^      Pli=Q2S>      3^34=^12'      P42  =  ^1S^      2>23  =  ?14 ' 


§6. 

Formeln  für  die  durch  die  Yertauschungcn  der  x  definierten  linearen 

Transformationen  der  z. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  linearen  und  evtl.  auch  die  dualisti- 
schen Transformationen  hinzuschreiben,  welche  die  Punktkoordinaten  z  auf 
Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  (21),  (26)  den 
in  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x  entsprechend  erleiden.  Wir 
behandeln  diese  Aufgabe  in  der  Weise,  daß  wir  sie  über  das  zunächst 
Erforderliche  hinaus  noch  präzisieren:  wir  werden  nämlich  zusehen,  wie 
man  die  in  die  ^.^eingehenden  homogenen  Größen  z^,  z^,  z^,  z^  und  z^, 
z^,  «3,  zl  (die  hier  immer  als  kogrediente  Größen  betrachtet  werden)  linear 
substituieren  oder  dualistisch  transformieren  muß,  damit  sich  die  durch 
(21),  (26)  definierten  x  ohne  irgendwelchen  zutretenden  Faktor  in  geeigneter 
Weise  umsetzen.  Wir  erhalten  solcher  homogener  Substitutionen  der  z 
einer  jeden  Umänderung  der  x  entsprechend  selbstverständlich  zwei,  deren 
jede  durch  einen  simultanen  Vorzeichenwechsel  sämtlicher  z  aus  der  anderen 
hervorgeht.  Denn  die  p^j^  und  also  die  x  sind  bilineare  Funktionen  der 
2,  z'  und  bleiben  also  bei  einem  Vorzeichenwechsel  der  genannten  Art 
völlig  ungeändert. 

Um  jetzt  die  Durchführung  der  so  präzisierten  Aufgabe  zu  beginnen, 
verabreden  wir,  daß  wir  wegen  der  übergroßen  Zahl  der  in  Betracht  kom- 
menden Operationen  explizite  nur  einige  wenige  Vertauschungen  der  x 
untersuchen  wollen,  aus  denen  sich  alle  anderen  durch  Wiederholung  und 
Kombination  zusammensetzen.  Als  solche  fundamentale  Vertauschungen 
wählen  wir  auf  Grund  bekannter  Entwicklungen  die  folgenden  beiden: 
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1.  die  Operation  S,  welche  in  einer  zyklischen  Vertauschung  sämt- 
licher a;  entsprechend  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Indizes  besteht: 

(29)  S  =  {X^,X^,  ...,Xn-i), 

2.  die  Operation  T,  welche  Xq  mit  x\  vertauscht  und  die  anderen  x 
festläßt : 

30)  T  =  {x^,x^){x,)...{x,,_,). 

Im  Falle  n  =  6  sind  S  und  T  beide  .ungerade  Vertauschungen  und  liefern 
als  solche  zunächst  dualistische  Umformungen,  die  wir  hinterher  mit  Hilfe 
des  Einheitskomplexes  in  Kollineationen  umsetzen  werden.  Im  Falle  ti  =  7 
ist  S  eine  gerade,  T  aber  wieder  eine  ungerade  Vertauschung.  Wir  er- 
halten also  für  S  eine  Kollineation,  für  T  eine  dualistische  Umformung, 
die  wir  als  solche  in  Punktkoordinaten  z  und  Ebenenkoordinaten  w  hin- 
schreiben. Um  dann  die  Kollineationen  zu  haben,  welche  den  geraden 
Vertauschungen  der  x  entsprechen,  verabreden  wir  einfach,  daß  wir  nur 
solche  Kombinationen  von  8  und  T  in  Betracht  ziehen  wollen,  an  denen 
T  eine  gerade  Zahl  von  Malen  beteiligt  ist. 

Die  so  umgrenzte  Aufgabe  erledigt  sich  nun  dank  unserer  Koordi- 
natenwahl und  auf  Grund  einfacher  geometrischer  Betrachtungen  ohne  be- 
sonders komplizierte  Rechnung.  Ich  behandle  hier  die  Fälle  n=  Q  und 
n  =  l  nacheinander. 

L   n  =  6. 

1.  Die  Operation  8. 

Wir  wollen  hier  von  der  Umsetzung  der  x  direkt  zu  derjenigen  der 
p^^  übergehen.     Wir  haben  zunächst  die  zyklische  Vertauschung: 

/y,  f   ryt  rf>'   ly  /v»  '   /y»  qf       ly  nf       /y»  ->»  '    /y 

•^-O  —  •*'i  5       '*'i  —  '*'-2  5        •*'2  •*'3  5        **'3  •*'4  '        '*'4  **'5  '        •*'5  **'0 ' 

und  finden  ihr  entsprechend  aus  (21): 

PL  =  '^P2S' 

Wir  haben  ferner  für  die  durch  den  Einheitskomplex  bewirkte  Umsetzung 

nach  Formel  (13) 

'—      _  i  V 

Xk    2J>«  q      X     /    »^  > 

was  vermöge  (21)  für  die  p^^^  besagt,  daß  man  p^^  durch  —^34,  Ps^ 
durch  —  P12  ersetzen,  die  übrigen  p.^  aber  ungeändert  lassen  soll.  Durch 
Kombination  entsteht  hiernach  als  die  der  Operation  8  entsprechende 
Kollineation : 

pL--Pi2^     Piz^-^Pi^^     2^i4=^>i4'     PL-'-Pzi^ 


Pi2=-^^Pi2^     P2s  =  ^: 
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Dies  aber  liefert  sofort  die  folgende  lineare  Umsetzung  der  z,  die  wir 
selbst  mit  S  bezeichnen: 

(31)  S:   ±zl  =  z^,     ±z^=-z.,,     ±z^=-az^,      ±zl==a''z^. 
Die   ±- Zeichen  linker  Hand  entsprechen  der  bereits  bemerkten  notwendigen 
Unbestimmtheit;    dieselben  sind,    hier  wie  in  der  Folge,    so  zu  verstehen, 
daß   bei    sämtlichen   z'  übereinstimmend  entweder   das  -\--   oder  das   —  - 
Zeichen  in  Anwendung  zu  bringen  ist. 

2.  Die  Operation  T. 

Wir  haben  als  ursprüngliche  Vertauschung  der  x: 

Xq  ^  x^,    jx^  =  Xq,     x^  "=  X;^,     Xq  =  x^,     x^  ^  x^.     ajg  =  ajg . 

Wir  wollen  die  Rechnung  nun  so  einrichten,  daß  wir  zunächst  die 
dualistische  Beziehung  zwischen  den  w  und  den  z  aufsuchen,  die  dieser 
Vertauschung  der  x  entspricht.  Es  wird  dies  durch  den  Umstand  er- 
leichtert, daß  die  geometrische  Bedeutung  der  Vertauschung  auf  der  Hand 
liegt.  In  der  Tat  bleiben  bei  derselben  alle  Raumgeraden  ungeändert, 
für  welche  x^  —  x^^  =  0  ist.  Wir  schließen  daraus,  daß  wir  es  mit  der 
dualistischen  Umformung  zu  tun  haben,  die  durch  den  Komplex 

(32)  Xq  —  x^  =  0 

indiziert  ist,  d.  h.  die  jeden  Punkt  durch  diejenige '  Ebene  ersetzt,  welche 
ihm  in  diesem  Komplexe  entspricht.  Jetzt  schreibt  sich  (32)  vermöge 
(21)  folgendermaßen: 

{S2*)-V2ip,,-ap,,-{-{l-a)p,,  +  V2'ip,,-a^^p,,  +  {l-a^^)p,,  =  0. 

Wir  setzen  für  die  p.^  ihre  Werte  in  den  z,  z'  und  ordnen  nach  den  z'. 
So  entsteht: 


Ki 

+    iV2-z,     +        uz,        +(«-l)8j 

+  <{- 

iV2-z,  +          •          +(«^-1)23-      »'z,      ) 

+  <(- 

ßZj       -  {a^-l)z,+           ■           -    iV2-z^   ) 

J^zl{-{a-l)z^+       a^^z.,       +     iV2--z^    +  •         )  =  0. 

Hier  sind  die  Koeffizienten  von  2/,  2.3,  Zg,  2/  bis  auf  einen  Proportionali- 
tätsfaktor Q,  der  zunächst  dem  Wesen  der  Sache  nach  unbestimmt  ist, 
die  Koordinaten  w  der  dem  Punkte  z  entsprechenden  Ebene.  Wir  haben 
also  als  Darstellung  der  dem  Komplexe  (32)  zugehörigen  dualistischen 
Umformung: 

QW^=  .  +    iV2-z.,     +        ^h        +(cc-l)z^, 

QW^  =  —    iV2-Zj^  +  '  +(«^-1)23-       a^z^      , 

QW^  =  —        az^        -(oJ^- 1)2.3+  •  -    iV2'Z^    , 

^^4=  -(^-1)2^1+       ^""^2       +     iV2'Z2    + 


(33)^ 
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Wir  bestimmen  andererseits  die  dualistische  Umformung,  die  zuit3 
Einheitskomplexe  gehört,  indem  wir  dieselbe  Methode  unter  Benutzung  der 
Koordinaten  q.^  in  Anwendung  bringen.  Nach  (22),  (28)  ist  die  Gleichung 
des  Einheitskomplexes  in  den  g'.^: 

(34)  ffi.  +  ?34=0 

oder,   wenn  wir  für   die  q.^^  ihre  Werte   setzen   und  nach  den  w^  ordnen: 

Ich  werde  jetzt  den  Punkt,  welcher  der  Ebene  w  im  Einheitskomplexe 
entspricht,  z'  nennen,  ferner  unter  o  einen  unbestimmten  Proportionalitäts- 
faktor verstehen.  Die  zum  Einheitskomplexe  gehörige  dualistische  Um- 
formung findet  sich  dann  folgendermaßen  dargestellt: 

(34*)  oz^=—w^,     oz.2  =  Wj^y     oz^=—w^,     ozl  =  w^. 

Jetzt  eliminieren  wir  die  w  zwischen  (33)  und  (34*).  Wir  erhalten 
dann  zur  Darstellung  der  zur  Vertauschung  T  gehörigen  linearen  Sub- 
stitution der  z: 


(35) 


QO'Z^  =  {a-l)z^-       a'^z.,       -     iV2-z^    +         -^ 
Qo-zl=—     az^     —(0^^  —  1)2:2+  •  —    i^/2'Z^    . 


Hier  ist  jetzt  noch  der  Faktor  ^a  zu  bestimmen.  Es  hat  dies  so  zu 
geschehen,  daß  infolge  von  (35)  die  durch  (21)  definierten  x  genau  die- 
jenige Umsetzung  erfahren,  die  wir  vermöge  (14)  der  Vertauschung  T  zu- 
geordnet haben,  daß  also: 

(36)         K  =  ^i~  j2^^     <  =  a;o-g^a;,     x;,  =  x.^--^^x    usw. 
wird.     Wir    betrachten  zu,  dem  Zwecke  zwei   spezielle  Wertreihen  der  z: 

z^=^Qo,     z^  =  0,       23  =  0,     2)4  =  0 
und 

2:1=0,  Z^  =  QO,       2:3  =  0,       2:4  =  0, 

denen  vermöge  (35)  nachstehende  Werte  der  z'  entsprechen: 

zi  =  iV2,     z^  =  0,  z^  =  a-l,     z^=-a, 

bzw. 

2;;  =  0,  z^  =  iV2,     z^=-a\      z;=-a^^  +  l. 

Die  Unterdeterminanten  p.j^  aus  den  zweierlei  z  und  die  Unterdeter- 
minanten p'ijc  aus  den  zweierlei  z'  erhalten  hier  die  Werte: 
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P;,  =  -  2,        Ks  =  -  ^'* V2,       p;,  =  (1  -  a'^)  *y2,       2>3'4  =  -  4, 
Sonach  wird  vermöge  (21): 

1—  */  \2  1+*/  n2 

a:o  =  a:2  =  a;4  =  ^(^a)  ,        0;^  =  a^g  =  a;^  =  ^-^  (^a)  , 
,_         1  —  *  , l  +  i  , 1  +  * 

woraus    durch  Vergleich    mit    einer    beliebigen   der  Formeln  (36)    die  ge- 
wünschte Wertbestimmung  folgt  ^^): 

Qo=  ±-\/6. 
Die   lineare  Substitution  der  z,   welche   der  Vertauschung  T  der  x 
entspricht  und  die  wir  selbst  mit  T  bezeichnen,  lautet  hiernach  definitiv: 

'±V'6.2;;=    i^/2^z^   -  .  -((^^-1)23+      a^z^      , 

±V6-2;,'=  .         +    i^/'^'Z,    +        ^^3        +(c^-l)2,, 

±1/6.23'  =  ((.-1)2;,-       «^2,       -     iV2.2;3     +         •_        , 
±V6.2;=-     ^^2;^     -(«^-1)2,+  .  -    *V2-2;,    . 


(37) 


IL  n  =  l, 

1.  2)*e  Operation  8. 

Mit  Rücksicht  auf  (26)  entspricht  der  Vertauschung  8  der  a;«: 

Xy,     =     Xx+X 

die  folgende  Umsetzung  der  2>.fe: 

Pl2  =  7Pi2^      pL-y^Pz^^ 

vL  =  7^Pi^,     Pl2  =  7''Pi2^ 

pL  =  r''Pu^   P2s  =  y^P2Z' 

woraus  unmittelbar  als  zugehörige  Substitution  der  z  folgt: 

(38)       8:  ±z;  =  z,,     ±z;  =  yz^,     ±z^  =  r'z^,     ±z;  =  y^z,, 

2.  Die  Operation  T. 

Ich  will  mir  betreffs  der  Operation  T  in  dem  hier  vorliegenden  Falle 
n  =  7  im  Interesse  größerer  Symmetrie  der  aufzustellenden  Formeln  eine 

^^)  Die  hier  benutzte,  sozusagen  empirische  Bestimmung  des  Faktors  qo  wurde 
deshalb  von  mir  gewählt,  weil  sie  auf  durchaus  elementarem  Wege,  ohne  Erläute- 
rungen über  Invarianten  von  linearen  Komplexen  usw.,  zustande  kommt.  Will  man 
die  angedeuteten  höheren  Hilfsmittel  heranziehen,  so  kann  man  den  Wert  von  qo 
daraus  deduzieren,  daß  die  Invarianten  der  linken  Seiten  von  (32*)  und  (34)  gleich  6, 
bez.  gleich  1  sind. 
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kleine    Abweichung    gestatten.     Statt    nämlich    T    direkt    in    Betracht    zu 
ziehen,  welches  folgende  Umstellung  der  Indizes  0,  ...,6  bewirkt: 


(  0     1 


2     3     4     5     6 
2     3     4     5     6 
will  ich  die  Vertauschung  T'  behandeln,  die  durch  das  Schema  definiert  ist: 


r  0     1     2     3     4     5     6 

(^^)  ^{o     1     2     4     3     5     6. 

Offenbar  ist 

T'  =  8~^  T8\       T  =  S^T'  8~\ 

so  daß  T'  ebenso  geeignet  ist,  durch  Kombination  mit  8  die  sämtlichen 
Vertauschungen  der  sieben  Größen  x  zu  liefern,  wie  T  selbst. 

Um  jetzt  die  Formeln  für  w  und  z  zu  finden,  welche  T'  entsprechen, 
schlage  ich  denselben  Weg  ein,  wie  soeben  bei  n  =  ^.  Geometrisch  be- 
deutet T'  diejenige  dualistische  Transformation,  die  zum  linearen  Komplexe 

x^  —  x^  =  0 

gehört.     Nun  wird  diese  Gleichung  in  den  ^.^    vermöge  (26): 

also,  wenn  wir  die  p^^  durch  ihre  Werte  in  den  2,  z'  ersetzen  und  nach 
den  z'  ordnen: 

+  <((y'-7')2i-(?'''-r  )22+        •        +{y^-7')z,), 

+  zi{{7''~7)^,  +  (7'-7'')^^-(7^-7')^z+  ■  )• 

Daher  lautet  die  zugehörige  dualistische  Transformation  in  den  w  und  z, 
indem  wir  zunächst  wieder  einen  unbestimmten  Proportionalitätsfaktor  q 
einführen : 

QW,  =  [y'  -  y^)z,  -[y^-y)z,^-  .  +  (7'  -  7')\. 

Qw,  =  {y'-y  )z,  ^  (7^  -  y')z,  -  (7«  -  y')z,  + 

Wir  bestimmen  jetzt  das  g,  indem  wir  aus  diesen  Formeln  unter  Be- 
schränkung auf  partikuläre  Wertereihen  der  z  die  Vertauschung  T'  der  x 
vermöge  der  Formeln  (26)  abzuleiten  suchen.  Als  besondere  Wertsysteme 
der  z  will  ich  folgende  wählen: 

2^1  =  0'     2.^  =  0,      ^3  =  0,      z^  =  0 
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und 


z^  =  0. 


Z^=Q,     z^  =  0,     z^  =  0, 

denen  als  Ebenenkoordinaten  w  nach  unseren  Formeln  entsprechen: 

w;,  =  0,     w^  =  {y^-y'),     w^  =  {y'-r''),     w,  =  {y''-y), 
bzw. 

w^=  -{y^-y'),     t^, -0,     w^=~{y^-y),     w,={y^-y''). 

Hieraus  folgt  für  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

2^12  =  ^"'        2^13  =  0,        Pii  =  0,        2^34=0,        :P42=0,        ^23  =  0 

und  für  die  Durqhschnittslinie  der  beiden  Ebenen  mit  Rücksicht  auf  ( 28) : 
Pi.  =  <?,.=  -  5  -  (7  +  r'),  P,,  =  ffi.  =  -  2  +  (7  +  7"), 

As  =  ?..  =  -(}'  +  7')  +  ir'  +  f),     p..  =  ixz  =  {r  +  7')  -  (7'  +  r'), 
Pu  =  fe  =  -  (r'  +  7")  +  (7'  +  r%    P.3  =  ?i4  =  {7'  +  r')  -  {7'  +  r')- 

Dies  jetzt  in  (26)  eingesetzt  gibt: 


Ix;, 


ix^  =  re 


1x^  =  y^Q 


7r 


USW. 


usw. 


-7,      lx[=-ly,     7<  = 

also    ^^  =  —  7.     Die    dualistische    Transformation,    welche    der   Vertau- 
schung T'  entspricht  und  die  wir  seihst  T'  nennen,  lautet  also  definitiv: 

±V^'W^  =  {y'-y')z^+         ■         +(7'-y  )z,-(y'-y')z,, 
±V^'W,  =  {y'-y^^)z,--{y'-y  K+  '         +(7'-7')z,^ 

±V-7'W,  =  iy'-y)z,-{-{y'-y')z,-(y'-y')z,+ 


(39*)  T': 


Fassen  wir  zusammen,   so  haben  wir  folgendes  Resultat  gewonnen: 

1.  bei  n  =  .Q:    Den  beiden  Vertauschungen  der  x,    die  wir  S  und  T 
nannten,  entsprechen  bez.  die  folgenden  linearen  Substitutionen  der  z: 

(40)     S:    ±z[  =  z^,     ±z'^=-z.„     ±z^=-az^,     ±  z^  =^ -{- a^^  z,; 

'+V6-2;=    iV2'Z,  +  '  -((^^-1)2:3+      cc^^z^      , 

±yQ,z;=  •  +    iV2'Z^    +         az,        +(a-l)z„ 

±V'Q'Z;,  =  {a-l)z^-       a^^       -     iV2-z,     +         •_ 

i±Vö.<=-     az,     -(c^^-l)2,+  •  -    iV2'Z,    . 

2.  bei  71=7:    den  Vertauschungen   /S  und  T'  der  x  entsprechen  die 
lineare  Substitution  der  z: 

(42)  S:    ±zl  =  z^,     ±z^  =  yz,,     ±z^^y'z„     ±z[  =  y''z. 


(41)    T'. 
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bez.  die  dualistische  Transformation: 


(43)  T': 


±^-Jjw,  =  {y'-y')z,+         .         +{y'-y)z,-{y'-y'')z,, 
±\'^w,  =  {r'-y^^)z,-{r'~y  )z,+  •  +(>-^-7%, 

±^-l'W,=(y'-y  )z,  +  {y'-y')z,-{y-'-y')z,+         -         . 


§7. 

Über  die  Notwendigkeit  der  doppelten  Vorzeichen,  die  in  den 
Substitutionsformeln  der  ^  auftreten. 

Die  Formeln  (40),  (41),  bez.  (42),  (43),  die  wir  nunmehr  für  ri  =  6 
und  n  =  7  gewonnen  haben,  definieren  auf  Grund  der  vorausgeschickten 
Erläuterungen  die  zugehörigen  Substitutionsgruppen  genau  so  durch  zwei, 
erzeugende  Operationen,  wie  dies  in  meinem  „Ikosaederbuch"  betreffs  der 
Oktaeder-  und  Ikosaedergruppe  geschehen  ist,  deren  Analoga  sie  sind. 
Dabei  erstreckt  sich  die  Übereinstimmung  auch  auf  einen  Punkt,  der  zu- 
nächst unwesentlich  erscheinen  könnte,  nämlich  auf  die  ±  -  Zeichen,  welche 
bei  jeder  einzelnen  Operation  vorkommen.  Ich  habe  in  meinem  ,, Ikosa- 
ederbuch" (S.  44  bis  47)  untersucht,  ob  man  die  linearen  Substitutionen 
der  dort  in  Betracht  kommenden  homogenen  Variabelen  2;^,  z.^  nicht  so 
durch  Einfügen  irgendwelcher  (bei  2J^ ,  2.3  gleichzeitig  zuzusetzender)  Multi- 
plikatoren modifizieren  kann,  daß  zwischen  ihrer  Gruppe  und  der  Gruppe 
gebrochener  linearer  Transformationen,  welche  2^ :  z.^  erfährt,  holoedrischer 
Isomorphismus  statthat,  wobei  sich  zeigte,  daß  dies  unmöglich  ist.  Diese 
Unmöglichkeit  hatte  dann  zur  Folge,  wie  ich  ebenda  S.  255,  256  darlegte, 
daß  es  keine  rationalen  Funktionen  2^,  z.^  beliebig  veränderlicher  x^,  . .  .,  x^ 
oder  Xq,  . . .,  x^  gab,  deren  Quotient  sich  bei  den  in  Betracht  kommenden 
Vertauschungen  der  x  oktaedrisch  oder  ikosaedrisch  transformierte.  Viel- 
mehr werden  Größen  s^ ,  z.^  der  genannten  Art  immer  Irrationalitäten  ent- 
halten müssen,  die  dann  als  „akzessorische"  Irrationalitäten  in  die  schließ- 
liche Oktaeder-  oder  Ikosaedergleichung  eingehen.  Ich  werde  jetzt  zeigen, 
daß  es  mit  den  quaternären  Gruppen  der  z,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen definierten,  ganz  dieselbe  Bewandtnis  hat^^),  woraus  folgt,  daß  eine 
Reduktion  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  auf 


^3)  Dieser  Beweis  ist  für  die  Untergruppe  jener  360  Kollineationen,  die  den  ge- 
raden Vertauschungen  der  x  für  /z,  =  6  entsprechen,  auf  einem  etwas  anderen  Wege 
bereits  von  Reichardt  geführt  worden;  vgl.  dessen  soeben  in  der  Einleitung 
zitierte  zwei  Mitteilungen.     [Vgl.  auch  die  ebenda  genannte  Arbeit  von  Cole,] 
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die  zugehörigen  Gleichungssysteme  der  z  ohne  Zuhilfenahme  akzessorischer 
Irrationalitäten  gleichfalls  unmöglich  ist^^). 

Am  einfachsten  scheint  es,  den  hier  erforderlichen  Beweis  ohne  alle 
Rechnung  auf  den  früheren  zurückzuführen.  Dies  gelingt  für  ?i  =  6  und 
n  =  7  gleichförmig  folgendermaßen.  Wir  wählen  irgend  vier  der  ge- 
gebenen x: 

**'a'       '^h->        **'c'        '^d 

und  betrachten  nun  diejenigen  geraden  Vertauschungen,  welche  die  nicht 
hingeschriebenen  x  unverändert  lassen,  die  hingeschriebenen  aber  beziehungs- 
weise in  folgender  Weise  umsetzen: 

^a'  •^'6'  ^c'  ^rf» 
•^6  >  -^a '  **'(?  >  ^c  "> 
X^,        X^,       X^,       Xj^, 

^d?       ^c'        *^&'       **'a' 

deren  Inbegriff  also  in  der  Terminologie  meines  „Ikosaederbuches"  eine 
5, Vierergruppe"  bildet.  Bei  den  entsprechenden  Kollineationen  des  Raumes 
geht,  wie  leicht  zu  sehen,  jede  der  beiden  geraden  Linien,  welche  die  vier 
Komplexe 

«a  =  0»     a;,  =  0,     x^  =  0,     Xa  =  0 

miteinander  gemein  haben,  in  sich  selbst  über.  Ich  will  jetzt  ein  Koordi- 
natentetraeder zugrunde  gelegt  denken,  bei  welchem  2;^  =  0,  z.^  =  0  die 
eine,  ^^  =  0,  z^  =  0  die  andere  dieser  geraden  Linien  ist^'"^).  Unsere  vier 
Kollineationen  müssen  sich  dann  so  als  lineare  Substitutionen  der  z  dar- 
stellen, daß  z^^  und  2.3,  und  ebenso  z^  und  z^,  für  sich,  also  binär,  sub- 
stituiert werden.  Wäre  es  nun  möglich,  den  vier  in  Betracht  kommenden 
Kollineationen  entsprechend  eine  Gruppe  von  nur  vier  quaternären  linearen 
Substitutionen  der  2^,  z.^,  z^,  z^  (also  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe) 
zu  bilden,  so  hätten  wir  damit  zugleich,  und  zwar  sowohl  für  z^  und  2.^, 
wie  für  z^  und  z^ ,  eine  mit  der  Vierergruppe  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
binärer  linearer  Substitutionen,  was  nach  S.  44  bis  47  des  „Ikosaeder- 
buches" unmöglich  ist.  Die  Gesamtheit  der  Substitutionen  unserer  z  kann 
also  mit  der  Gruppe  der  Vertauschungen  der  x  nur  meroedrisch  isomorph 
sein,  was  zu  beweisen  war.    Jetzt  sind  die  Substitutionen  der  2,  wie  wir 


^*)  „Allgemein"  heißen  hier  selbstverständlich  solche  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
als  beliebig  veränderliche  Größen  gedacht  sind  (womit  über  die  Gruppe  der  Glei- 
chungen noch  gar  nichts  ausgesagt  ist). 

^^)  Dies  setzt  natürlich  voraus,  daß  die  beiden  geraden  Linien  verschieden  sind 
und  einander  nicht  schneiden,  was  beides  durch  Berechnung  ihrer  Koordinaten  x  be- 
stätigt wird. 
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sie  im  vorigen  Paragraphen  definierten,  doppelt  so  zahlreich,  wie  die  Ver- 
tauschimgen  der  a;,  den  ±- Zeichen  entsprechend,  die  in  ihnen  vorkommen. 
Ihre  Gesamtheit  ist  also  mit  der  Vertauschmigsgruppe  der  x  hemiedrisch 
isomorph  und  wir  haben  daher  mit  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
von  selbst  den  geringsten  Grad  von  Meroedrie  erreicht,  der  zwischen  den 
Substitutionen  der  z  und  den  Vertausch ungen  der  x  überhaupt  statthaft  ist. 


III.  Zurückführung  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und 
siebenten  Grades  auf  die  zugehörigen  Gleichungssystenie  der  ff. 

§8. 
Allgemeine  Prinzipien  der  beabsichtigten  Zurückführung. 

Wir  stehen  nunmehr  vor  der  Aufgabe,  für  n  =  6  und  n  =  7  aus 
irgend  vorgelegten  Größen  x^,  . . .,  Xn-i  Funktionen  z-^,  z^,  z^,  z^  zusammen- 
zusetzen, deren  Verhältnisse  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertauschungen 
der  X  die  in  §  6  näher  angegebenen  linearen  Transformationen  erfahren. 
Zu  dem  Zwecke  bediene  ich  mich,  wie  in  Kapitel  2  und  5  des  zweiten 
Abschnitts  meines  Ikosaederbuches,  eines  geometrischen  Ansatzes.  Der- 
selbe benötigt  gewisse  liniengeometrische  Auffassungen,  von  denen  im 
gegenwärtigen  Aufsatze  noch  nicht  die  Rede  war,  so  daß  ich  betreffs  ihrer 
einige  Bemerkungen  vorausschicken  muß. 

Wir  hatten  seitlang  nur  solche  Größensysteme  Xo,...,Xw_i  (ich 
gebrauche  hier  große  Buchstaben,  um  nicht  unnötigerweise  an  die  vor- 
gelegten Wurzeln  x^,  , .  .,Xn-i  zu.  erinnern)  der  geometrischen  Deutung 
unterworfen,  welche  den  beiden  Gleichungen  genügten: 

n— 1  w— 1 

(45)  2'x.  =  o,   2'^'  =  o; 

0  0 

dieselben  bezeichneten  im  Falle  n  =  7  allgemein  eine  beliebige  Raum- 
gerade, im  Falle  n  =  6  speziell  eine  Gerade  des  Einheitskomplexes.  Es 
ist  jetzt  die  Frage,  wie  wir  Größensysteme  X^,  ...,  X^-i  deuten  wollen, 
welche  nur  der  ersten  der  beiden  Gleichungen,  also  der  Relation 

n-l 

(46)  2'X„  =  0 

0 

Genüge  leisten.  Die  liniengeometrische  Antwort  ist,  daß  wir  solche  X  als 
Koordinaten  eines  linearen  Komplexes  betrachten  sollen,  der  im  Falle 
n  =  l  jeder  beliebige  sein  kann,  während  er  im  Falle  n  =  Q  zum  Einheits- 
komplexe „involutorisch"  liegt,  —  desjenigen  Komplexes  nämlich,  dessen 
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Gleichung  in  laufenden  Linienkoordinaten  Xq^  ..  .^  Xn-x  die  folgende  ist: 

n-l 

(47)  2/^'<^'<'  =  0. 

0 

Diese  Einführung  von  Komplexkoordinaten  ist  berechtigt,  weil  sie  im  spe- 
ziellen Falle  mit  der  anfänglichen  Definition  der  Linienkoordinaten  über- 
einstimmt. In  der  Tat,  wenn  die  X^  nicht  nur  der  Gleichung  (46), 
sondern  den  Grieichungen  (45)  genügen,  so  definiert  (47)  alle  geraden 
Linien  X\  welche  der  Geraden  X  „angehören",  d.  h.  dieselbe  schneiden. 
Dabei  wird  die  Gerade  X  im  Falle  n  =  Q  zum  Einheitskomplexe  involu- 
torisch  liegen,  dönn  dies  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  dafür,  daß 
sie  selbst  eine  Linie  des  Einheitskomplexes  ist. 

Dies  vorausgeschickt  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  einer  vorgelegten 
Gleichung  mit  den  Wurzeln  x^,  . . .,  Xn-i,  wobei  wir  der  Einfachheit  halber 
von  vornherein  voraussetzen  wollen  (was  ja  in  jedem  Falle  durch  eine 
leichte  Hilfstransformation  zu  erreichen  ist),  daß  der  Gleichung  (46)  ent- 
sprechend die  Summe  der  x  verschwindet.  Wir  betrachten  jetzt  Xq,  . . .,  Xn-i 
für  n  =  6  und  n  =  l  übereinstimmend  als  Koordinaten  eines  linearen 
Komplexes  (dessen  besondere  Lage  für  n  ^=  Q  nicht  noch  einmal  bezeichnet 
zu  werden  braucht),  die  Größen  2^,  . . .,  z^  aber,  die  wir  konstruieren  sollen, 
als  Koordinaten  eines  Baumpunktes.  Den  in  Betracht  kommenden  Ver- 
tauschungen der  X  entsprechend  unterliegt  unser  Komplex  gewissen  kolli- 
nearen Umformungen  des  Raumes.  Unsere  Aufgabe  kann  dann  so  be- 
zeichnet werden:  es  gilt,  einen  Punkt  z  von  dem  Komplexe  x  in  der  Art 
abhängig  zu  machen,  daß  er  mit  dem  Komplexe  zusammen  immer  gleich- 
zeitig dieselben  [durch  die  Vertauschungen  der  x  definierten)  Kollineationen 
des  Raumes  erleidet.  Ich  habe  in  meinem  ,,Ikosaederbuch"  (II,  2,  §5: 
Geometrische  Auffassungjder  Tschirnhausen-Transfotmation)  eine  solche  auf 
eine  Gruppe  von  Operationen  bezügliche  Zusammengehörigkeit  zweier  Ge- 
bilde schlechtweg  als  Kovarianz  bezeichnet.  Indem  wir  diese  Ausdrucks  weise 
hier  aufnehmen,  können  wir  unsere  Aufgabe  kurz  dahin  zusammenfassen,  daß 
wir  verlangen,  einen  zum  Komplexe  x  kovarianten  Punkt  zu  konstruieren. 

Wir  haben  damit  im  Grunde  dieselbe  Formulierung,  welche  in  II,  5, 
§  1  meines  „Ikosaederbuches"  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades  vorliegt  ^^).  Ein  Unterschied  besteht  natürlich  in  der  Art  der  in 
Betracht  gezogenen  geometrischen  Gebilde:  wir  deuteten  damals  die  Xy,  als 
Koordinaten  eines  Raumpunktes,  die  z  als  Koordinaten  (Parameter)  einer 
Erzeugenden    der    einen   auf   der  Hauptfläche  zweiten   Grades   befindlichen 


^*)  Auch  bei  den  Gleichungen  vierten  Grades  sind  selbstverständlich  ganz  analoge 
Vorstellungsweisen  am  Platze,  die  nur  nicht  in  dem  „Ikosaederbuch"  besonders  ent- 
wickelt worden  sind. 
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Regelschar.  Das  Problem  aber  war,  genau  wie  hier,  das  Gebilde  z  von 
dem  Gebilde  x  in  kovarianter  Weise  abhängig  zu  machen.  In  der  Tat 
schlagen  wir  jetzt  bei  n=  Q  und  n  =  7  einen  Weg  ein,  der  dem  hei  n=--b 
angewandten  Verfahren  genau  entspricht. 

Ich  rekapituliere  hier  kurz  das  letztere  Verfahren.  Wir  begannen 
damit,  den  allgemeinsten  zum  Punkte  x  kovarianten  Punkt  zu  suchen, 
und  fanden,  daß  dessen  Koordinaten  durch  folgende  Formel  gegeben  sind : 

(48)  X.  =  X,  X..  +  X,  {xl  -  I)  +  A3  {xi  -  I)  +  -l,  {»:i  -  |)  , 

WO  die  «2,  Sq,  s^  die  zweiten,  dritten,  vierten  Potenzsummen  der  Wurzeln 
sind^")  und  die  ^  [bei  den  Vertauschungen  der  x]  invariante  Koeffizienten 
bezeichnen.  Wir  suchten  dann  die  X  irgendwie  so  zu  bestimmen,  daß  die 
Gleichung  statthat:  ^ 

(48*)  2JX!  =  0, 

0 

daß  also  der  Punkt  X  der  Hauptfläche  angehört.  Ist  dies  geschehen,  so 
haben  wir  damit  eo  ipso  eine  zum  Punkte  x  kovariante  Erzeugende  z  ge- 
funden: wir  brauchen  nämlich  nur  diejenige  Erzeugende  z  der  in  Betracht 
kommenden  Art  zu  wählen,  welche  durch  den  Pankt  X  hindurchläuft. 
Wir  werden  jetzt  für  n  =  6  und  n=--l  genau  so  beginnen,  nämlich 
zuvörderst  die  Koordinaten  Xy,  des  allgemeinsten  zum  Komplexe  x  ko- 
varianten Komplexes  (der  überdies,  im  Falle  ^  =  6,  gleich  dem  Kom- 
plexe X,  zum  Einheitskomplexe  involutorisch  liegen  soll)  hinschreiben. 
Wir  finden  in  dieser  Hinsicht: 


'«— 1 


(49)  X.  =  X,x.  +  X,[xl-°-l)  +  ...+X,,.,[x'r'        ^ 

wo  die  s  und  X  ganz  die  frühere  Bedeutung  haben.  Hierauf  haben  wir 
das  Analogon  zur  Gleichung  (48*)  zu  konstruieren.  Dieses  wollen  wir 
nun  nicht  etwa  darin  erblicken,  daß  wir  ein  einzelnes  System  von  Xy, 
suchen,  für  welches  die  Summe  der  Quadrate  verschwindet,  daß  wir  viel- 
mehr zwei  unterschiedene  Systeme  von  X^  suchen  —  sie  mögen  X^  und 
X^    heißen  — ,  welche  die  simultanen  Gleichungen  befriedigen : 

(50)       2Jx:'=o,    "£x:x:'=o,   2''^r=o- 

00  0 

Sind  solche  X  ,  X  gefunden,  so  können  wir,  wie  ich  behaupte,  sehr  leicht 
zu  einem  kovarianten  Punkte  z  gelangen. 


^')  Wir  hatten  vorausgesetzt,  daß  die  Summe  der  ersten  Potenzen  der  x  ver 
de ;    andernfalls 
von  der  Formel  (49) 


schwinde;    andernfalls  würde  in  (48)  statt  Xy_  zu  setzen  sein  x^  —  -^.     Analoges   gilt 

5 
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Um  letzteres  einzusehen,  überlegen  wir  uns  einfach,  was  die  Glei- 
chungen (50)  geometrisch  bedeuten.  Die  erste  und  dritte  derselben  sagen 
aus,  daß  wir  es  mit  zwei  speziellen  Komplexen  X  ,  X  ,  d.  h.  mit  zwei 
Raumgeraden  X  ,  X  ,  zu  tun  haben,  die  zweite  Gleichung,  daß  diese 
Raumgeraden  sich  schneiden.  Hiernach  erhalten  wir  einen  kovarianten 
Punkt  z,  indem  wir  einfach  den  Schnittpunkt  von  X  und  X  in  Be- 
tracht ziehen. 

Ich  werde  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  zeigen,  erstlich,  wie 
wir  die  Gleichungen  (50)  in  passender  Weise  befriedigen,  zweitens,  wie 
wir  aus  den  einmal  gefundenen  X',  X'  die  Koordinaten  z  des  Schnitt- 
punktes berechnen.  Bemerken  wir  hier  nur  noch,  daß  die  in  Aussicht 
genommene  Methode  in  der  Lage  ist,  den  allgemeinsten  zum  Komplexe  x 
kovarianten  Punkt  z  zu  liefern.  Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei  auf 
irgendeine  Weise  gelungen,  dem  Komplexe  x  einen  Punkt  z  kovariant  zu- 
zuordnen, so  kann  man  sofort  beliebig  viele  kovariante  Raumgerade  X\ 
X  ,  . . .  finden,  die  vom  Punkte  z  auslaufen:  man  hat  einfach  die  Ebenen, 
die  dem  Punkte  z  in  irgendwelchen  kovarianten  Komplexen  (49)  ent- 
sprechen, paarweise  zum  Durchschnitt  zu  bringen.  Dies  aber  heißt,  daß 
wir  den  Punkt  z  auch  als  Schnitt  zweier  geeigneter  zum  Komplexe  x 
kovarianter  gerader  Linien  auffassen  können,  was  genau  der  von  uns  ge- 
planten Konstruktion  entspricht.  —  Auch  diese  Betrachtung  ist  die  Über- 
tragung einer  analogen  Überlegung,  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
fünften  Grades  Platz  griff  ( Ikosaederbuch,  II,  5,  §  8 ).  [Vgl.  auch  Abh.  LVII, 
Abschnitt  I,  §  5.] 


Formeln  zur  Auffindung  der  Geraden  X',  X". 

Um  jetzt  die  Gleichungen  (50)   durch  bestimmte  Werte  der  X\  X 
zu  befriedigen,  will  ich  im  Anschluß  an  (49)  ausführlich  schreiben: 


x:  =  x['x.  +  X2  (xi.-'^)-i-.,.+  Ci Ur' - -p 


(51 


Wir  erhalten  dann  aus  (50)  eine  homogene  quadratische  Gleichung  für 
die  k  ,  eine  ebensolche  für  die  ?.  ,  endlich  eine  homogene  bilineare  Glei- 
chung für  die  i  und  X  zusammen;  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen 
sind  symmetrische  Funktionen  der  x,  also  rational  bekannte  Größen.  Um 
die  hieraus  folgende  Bestimmung  der  i  ,  X  und  insbesondere  die  akzesso- 
rischen Irrationalitäten,  die  bei  ihr  auftreten,  emigermaßen  zu  übersehen, 
will  ich  einen  speziellen  Fall  ausführlicher  betrachten. 

Klein,  Gesammelte  math.  Ahhandlungen.  II.  30 
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Wir  gehen  zunächst  darauf  aus,  ein  möglichst  einfaches  System  von 
Größen  X^  zu  gewinnen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  (indem  es  sich 
zunächst  nur  um  die  eine  Gleichung  ^X  ^  ^=  0  handelt)    ' 

^2  =  1 ,     ^3  =  . . .  =  ^^_i  =  0, 

setzen  also,  indem  wir  bei  Xi  noch  Akzent  und  Index  unterdrücken: 

(52)  Xl.==[xl-f,  +  lx.. 

Wir  erhalten  dann  aus  (50): 

also 

WO   W'  die  Quadratwurzel  bezeichnet: 


+  s|  +  ^ 


(53)  W'=±y-s.^s, 
Die  Eintragung  in  (52)  ergibt: 

(54)  x:=^ixl-'fx.-f)+'"'-J^ 


Dieser  Ausdruck  enthält,  wie  ersichtlich,   eine  erste  akzessorische  Irratio- 
nalität^ die  Quadratwurzel  W\ 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  geeigneter  Xy. ,  den  beiden 
noch  übrigen  Gleichungen  (50)  entsprechend:  ^X^X>,  =0,  ^Xy,"  =  0, 
Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir  vor  allem,  daß  mit  jedem  Systeme  zu- 
lässiger Xy,  unendlich  viele  Größensysteme  von  der  Form  Xy,  —  oXy  ge- 
funden sind  (wo  o  einen  willkürlichen  Multiplikator  bedeuten  soll),  welche 
ebenso,  wie  die  Xl  selbst,  die  Gleichungen  (50)  befriedigen.  Um  der 
hieraus  entspringenden  Unbestimmtheit  zu  entgehen,  wollen  wir  festsetzen, 
daß  in  den  aufzusuchenden  Xy  (siehe  Formel  (51))  der  bei  den  Xy  be- 
nutzte Term  [xl——]  fehlen  soll.     Übrigens  aber  setzen  wir 


(55)  X'y  =Zy  +qY:, 

und  nehmen 

r;     =      [Xl     -     ':^)+f^Xy,  Z:=     [Xt.      -     ^)      +     VXy 

wo  wir  nun  ju,  v  so  bestimmen  werden,  daß  gleichzeitig: 

(56)  2;xiYy=o,     yjx:z::=o 
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wird,  was,  wegen  (55), 

nach  sich  zieht.    Hierbei  bleibt  das  in  (55)  enthaltene  q  noch  willkürlich. 
Wir  bestimmen  dasselbe  jetzt  aus  der  Forderung,  daß  auch  noch 

2Jxr=.o 

sein  soll,  was  die  folgende  quadratische  Gleichung  ergibt: 

(57)         g-'  .jjYr + 2  e .  2Jy:z: + 2"z"' = o. 

Ist  dieselbe  gelö'st,   so  haben  wir  in  (55)  die  gewünschten  Z". 

Die  Durchführung  der  hiermit  angedeuteten  Rechnung  ergibt  zunächst : 


'4    .     n 


*2  *3         „1     *3  *4 

~^6~r~ — 


«2  W 


unter   W'  die  Quadratwurzel  (53)  verstanden,  sodann 


5     1        s^    J       ^f> 


endlich  aus  (57)  als  quadratische  Gleichung  für  das  g: 

Es  dürfte  keinen  Zweck  haben,  diese  Gleichung,  aus  der  merkwürdiger- 
weise das  W'  völlig  verschwunden  ist,  noch  weiter  zu  reduzieren  oder 
ihre  Auflösung  explizite  herzusetzen.  Was  uns  vorwiegend  interessiert,  ist 
die  bei  ihrer  Auflösung  auftretende  Quadratwurzel,  die  wir  TT"  nennen 
wollen.  Dieselbe  ist,  wie  W\  aus  einer  rationalen  Funktion  der  Potenz- 
summen s  zu  ziehen,  die  sich  von  derjenigen,  welche  bei   W'  auftritt,  als 

wesentlich  verschieden  erweist.     W'  ist  also  neben  W'  eine  mit  W'  ko- 

30* 
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ordinierte  neue  akzessorische  Quadratwurzel.    In  dem  Ausdrucke  der  Xy, 
kommen  W    und  W     nebeneinander  vor. 

So  weit  der  spezielle  Fall  unserer  Rechnung.  Es  ist  klar,  daß  wir 
auch  bei  anderweitiger  Bestimmung  der  A  ,  i  ,  sofern  wir  an  der  Benutzung 
gewöhnlicher  Methoden  festhalten,  das  Auftreten  zweier  akzessorischer 
Quadratwurzeln  nicht  vermeiden  können.  Ob  es  überhaupt  unmöglich  ist, 
die  Gleichungen  (50)  ohne  geringeren  Aufwand  an  akzessorischen  Irratio- 
nalitäten zu  befriedigen,  bleibe  dahingestellt.  Daß  die  akzessorischen 
Irrationalitäten  jedenfalls  nicht  ganz  zu  vetmeiden  sind,  wurde  bereits  in 
§  7  hervorgehoben. 

Ich  komme  noch  einmal  auf  n=  h  zurück,  um  eine  Bemerkung  über 
die  neuesten  diesen  Fall  betreffenden  Arbeiten  von  Gordan^^)  hinzuzufügen. 
Wir  hatten  bei  n  ^h  nur  eine  Größenreihe  Xy.  benutzt,  die  wir  der  einen 
Gleichung  (48*)  unterwarfen.  Nun  hat  Herr  Gordan  bemerkt,  daß  es  auch 
bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  aus  Gründen  der  Rechnung  bequem 
sein  kann,  zwei  Größenreihen  X«,  X^  zu  gebrauchen,  welche  genau  unseren 
Gleichungen  (50)  unterworfen  werden.  Die  Bestimmung  solcher  X^^,  Xy, 
erfolgt  dann  eben  so,  wie  in  unserem  Falle,  nur  daß  die  Quadratwurzel  W 
ihren  akzessorischen  Charakter  verliert  und  in  die  Quadratwurzel  aus  der 
Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung  fünften  Grades  übergeht.  In 
letzterem  Umstände  allein  wird  man  schon  ein  Zeichen  dafür  erblicken, 
daß  es  sich  bei  aller  Ähnlichkeit  der  Formeln  doch  um  wesentlich  ver- 
schiedene Ansätze  handelt.  Wir  können  den  Gor  da  n  sehen  Ansatz  sofort 
auf  Gleichungen  siebenten  Grades  übertragen,  indem  wir  bei  ihnen  drei 
Größenreihen  Xy,  Xy  ,  Xy  in  Betracht  ziehen,  die  dann  den  Gleichungen 
genügen  müssen: 


(58) 


2'^r=o,   2]x:x:=o,  2;x:x:"=o, 

.i;xr  =0,  2;x:x:"=o, 

2Jxr  =0, 


(während  bei  den  Gleichungen  sechsten  Grades  eine  solche  Übertragung 
wegen  der  zu  geringen  Zahl  der  bei  ihnen  zur  Verfügung  stehenden  Para- 
meter /  ,  ^  ,  A  überhaupt  ausgeschlossen  ist).  Geometrisch  besagen  die 
Gleichungen  (58),  daß  wir  drei  Gerade  suchen  sollen,  die  sich  wechsel- 
seitig schneiden.  Das  letztere  kann  in  einem  Punkte  oder  in  einer  Ebene 
geschehen,  und  hieraus  schließen  wir,  daß  die  dritte  Quadratwurzel,  welche 


")  Liouvilles  Journal,  ser.  4,  Bd.  1  (1885)  sowie  in  den   Math.  Annalen,  Bd.  28 
(1886/87),  S.  152  ff. 
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bei  Auflösung  der  Gleichungen  (58)  benötigt  wird,  keine  akzessorische 
mehr  sein  kann,  sondern  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
der  Gleichung  siebenten  Grades  zusammenfallen  wird.  Ich  kann  dies  an 
gegenwärtiger  Stelle  nicht  weiter  verfolgen. 


§10. 
Berechnung  des  Schnittpunktes  von  X'  und  X". 

Um  jetzt  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  X  ,  X  zu  berechnen, 
schreiben  wir  vop  allem  die  Bedingung  hin,  daß  irgendeine  Gerade  x  (die 
übrigens  mit  den  Wurzeln  x  der  vorgelegten  Gleichung  gar  nichts  zu  tun 
haben  soll)  die  Gerade  X    oder  X     schneidet: 


n-l 


n-l 


^x!cXy.=  0,     bez.     ^Xax^  =  0. 

0  0 

Hier   substituieren  wir  nun  für  die  x  nach  (21),  (26)  ihre  Werte  in  den 
Pik.     Ich  will  f ür  n  =  6  der  Formel  (17)  entsprechend  schreiben: 

5  /  2i  J^^ 

(59)  n,  =  _2'(-«r"-^-       V«=e 


und  für  »  =  7  in  Übereinstimmung  mit  (16): 

(60)  n,  =  2'j""-^..  (/  = 


2iji 

~7~ 


WO  nun  TT  in  TT    oder  TT     übergehen  soll,   wenn  für  die  Xy,  die  Xy,   oder 
die  Xy  gesetzt  werden.    Dann  werden  die  Gleichungen  in  den  pa  für  n  =  Q: 


(61) 


o  =  n^^^  +  n;?),,  +  n,'p,3  +  nr^^^+^- 


V2 


V2 


+  1^4^14  +  ^15^13' 


/l r  "i  ^42  +  '  '2  ^23  +  '  '3  ^ 


und  für  n  =1 

(62) 


r  0  =  ni  p^^  4-  nl  ^,3  +  Hg  p^^  +  ng  p^^  +  TTg  p^^  +  Hs  ^^3 » 

1    0  =  ni':Pi2  +  TTIVis  +  ^^2^14  +  1^6^34  +  ^3^42  +  ^5^23  ' 

Wir  ersetzen  jetzt  die  p^^^  durch  ihre  Werte  in  den  z^z'  und  ordnen  nach 
den  2^,  2.3 ,  ^3 ,  2^ .    Ich  will  statt  der  beiden  Gleichungen,  welche  so  aus  (61 
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bez.  (62)  entstehen,  nur  je  eine  hinschreiben,  indem  ich  das  Symbol  TT* 
einführe,  welches  sowohl  TT'  als  TT'  bedeuten  kann.  Wir  haben  dann 
folgende  Gleichungen: 

1.  bei  re  =  6: 


(63) 


0 


n. 


n 


v/2 


•<  + 


K^^ 


+ 


K< 


f2 


<  + 


^:< 


kk 


+ 
+ 


^i< 


-T\*z[   +    n*z,' 


und 


TTf  +  nf 

V2 


+ 


V2 


2.  bei 


(64) 


0  =  z,i 


*^f 


+  n;<  +  n;^;  +  n;.;; 


*-/ 


+  2,(-n;2;  + 


+  K^s~K<) 


Mit  diesen  Gleichungen  (63),  (64)  ist  jetzt  unsere  Aufgabe  im  Prinzip 
gelöst.  Die  Gleichungen  (63)  oder  (64)  besagen  nämlich,  wie  zwei 
Punkte  z,z'  gegeneinander  liegen  müssen,  damit  ihre  Verbindungslinie  die 
Gerade  X  treffe.  Beide  Gleichungen  (63)  oder  (64)  werden  also  für 
beliebige  Werte  der  z^,  . . .,  z^  erfüllt  sein,  wenn  man  für  z^,  .  .  .,  s;^  die 
Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden  Geraden  X',X  einträgt.  Mit 
anderen  Worten :  Die  Koordinaten  z^ ,  z.^ ,  Zg ,  24  des  gesuchten  Schnittpunktes 
sind  das  gemeinsame  Lösungssystem,  welches  den  zweierlei  Gleichungen  {6S) 
oder  (64)  zukommt,  welche  Werte  man  auch  den  unbestimmten  Größen  z[,...,  z^ 
beilegen  mag.  Ich  unterlasse  es,  die  Verhältnisse  der  z  noch  explizite  zu 
berechnen,  was  nur  mit  Aufgeben  der  Symmetrie  möglich  scheint.  Wir 
wollen  zusammenfassend  sagen,  daß  diese  Verhältnisse  zu  dreigliedrigen 
Determinanten  der  Lag  rang  eschen  Ausdrücke  T\'  ,T\  proportional  sind. 
Man  vergleiche  hierzu  das  entsprechende  Resultat  für  die  Gleichungen  vierten 
und  fünften  Grades  [ Ikosaederbuch,  S.  188  (oder  auch  für  die  Gleichungen 
siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen,  Abh.  LVII, 
S.  408  u.  415)].  Bei  den  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  werden  die 
z^jZg  den  Lagrangeschen  Ausdrücken,  die  sich  aus  den  X^  (48*)  bilden 
lassen,  direkt  proportional. 
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§11. 

Einige  Bemerkungen  über  Gleichungen  beliebigen  Grades. 

Indem  ich  die  Betrachtung  der  Gleichungen  sechsten  und  siebenten 
Grades  an  dem  hiermit  erreichten  Punkte  abbreche,  kann  ich  nicht  umhin, 
einige  Bemerkungen  über  Gleichungen  höheren  Grades  hinzuzufügen. 

Von  vornherein  ist  ersichtlich,  wie  wir   die  Entwicklung  des  §  9  auf 
Gleichungen  höheren  (n-ten)  Grades  zu  übertragen  haben.    Wir  schreiben 
zu  dem  Zwecke 
(65)       X.  =  k,  U.  -  -'£)  +  Xjxl-f\  +  ...  +  4-1  ixr'  -  ^ 


unter  x,,  die  Wurzln  der  vorgelegten  Gleichung  verstanden,  bezeichnen  mit  v 
die  größte  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl  und  suchen  nun  [v  —  \)  Reihen 
von  Größen  X^\  ,       ,,  ,     .x 

-^«5   ^«,     .    .    .,    ^^  , 

welche  die  folgenden  Bedingungen  befriedigen: 


(66) 


0  0 

n-1  n-l 


i;xr  =0,...,  2'^"^^"=o, 


n-l 


Zxt-'''    =0, 

0 

was  uns  mit  Hilfe  von  [y  —  \)  nebeneinanderstehenden  akzessorischen 
Quadratwurzeln  gelingen  wird.  Wir  beachten  jetzt,  daß  durch  diese  X  ,X  , . . . 
ein  bestimmter  {v  —  2) -fach  ausgedehnter  linearer  Raum  (ein  Br-2)  fest- 
gelegt wird,  welcher  ganz  in  derjenigen  quadratischen  Mannigfaltigkeit  von 
(n  — 3)  Dimensionen  (in  der  -Mw-a)  enthalten  ist,  die  durch 

n-l  »-1 

(67)  J!X.=  0,     2Jx!^-=0 

0  0 

vorgestellt  wird,  —  derjenige  Ry-2  nämlich,  dessen  Elemente  X  sich  aus 
den  Elementen"  X',  X  ,  ...  mit  Hilfe  von  Parametern,  die  ich  ju\ /u'\  ... 
nennen  will,  nach  der  Formel  zusammensetzen: 

(68)  z.= //z:  +  /^"-x::  +  . . .  +  ^("-i)zi^-'\ 

Dieser  i?,— 2  wird  auf  Grund  der  Formeln  (66)  dem  Wertsysteme 
der  anfänglichen  x^  kovariant  zugeordnet  sein.  Nun  sind  im  Falle  n  =  2v 
die  Br~2  die  meist  ausgedehnten  auf  der  quadratischen  Mannigfaltig- 
keit (67)  enthaltenen  linearen  Räume.    Daher  haben  wir  für  n  =^  2v  da^ 
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von  uns  zunächst  anzustrebende  Ziel  bereits  erreicht.  Für  n  =  2v  ^  \ 
gibt  es  auf  der  Mannigfaltigkeit  (67)  über  die  Ry-2  hinaus  noch  zwei 
Arten  voni?,,_i,  wobei  die  Beziehung  die  ist,  daß  durch  jeden  der  Mannig- 
faltigkeit angehörigen  i?^_2  ein  Ry_i  der  einen  Art  und  ein  i^^.i  der 
anderen  Art  hindurchgeht.  Wir  wollen  jetzt  unter  den  beiden  i?y_i,  welche 
durch  den  Ry-2  (68)  hindurchlaufen,  durch  Verabredung  den  einen  festlegen. 
Dieser  Ry-i  ist  dann  seinerseits  dem  Wertsysteme  der  anfänglichen  x^ 
kovariant  zugeordnet,  nur  daß  wir  nicht  mehr  sämtliche  Vertauschungen  der 
x^,  sondern  nur  die  geraden  Vertauschungen  derselben  in  Betracht  ziehen 
dürfen.  Hiermit  haben  wir  auch  für  n,=  2v  -\-  1  den  zunächst  in  Aussicht 
zu  nehmenden  Zielpunkt  erreicht.  Wir  bemerken  hierzu  noch,  daß  die  An- 
zahl der  auf  der  Mannigfaltigkeit  (67)  enthaltenen  meistausgedehnten  linearen 

v{v-\) 

Räume  für  n=2v  und  n  =  2v  -{-  1  übereinstimmend  oo    ^      beträgt. 

Alle  diese  Sätze  sind,  wie  man  sieht,  die  genaue  Verallgemeinerung 
der  Theoreme ,  die  wir  für  r  =  2 ,  also  t^  =  4 ,  5 ,  und  für  y  =  3 ,  also 
n  =  '0,1 ,  von  früher  her  kennen.  Aber  nun  tritt  der  ferneren  Entwicklung 
eine  Schwierigkeit  entgegen ,  die  wir  bei  v  =  2,  3  unter  Benutzung  so- 
zusagen zufälliger  Umstände  überwunden  haben  und  die  wir  in  prinzipieller 
Form  noch  gar  nicht  anrührten.  Im  Falle  v  =  2  hatten  wir  nämlich  aus 
funktionentheoretischen  Gründen  schließen  können,  daß  es  möglich  sei,  die 
bei  ihm  in  Betracht  kommenden  oo^  linearen  Räume  so  durch  zwei  Ver- 
hältnisgrößen z^ :  2.3  zu  bezeichnen,  daß  2;^  :  z^  bei  den  Vertauschungen  der  x 
lineare  Transformationen  erleide.  Für  v  =  S  begründeten  wir  den  analogen 
Schluß  durch  Heranziehung  liniengeometrischer  Entwicklungen:  es  zeigte 
sich,  daß  wir  die  dreifach  unendlich  vielen  alsdann  vorhandenen  linearen 
Räume  in  ganz  entsprechender  Weise  durch  vier  Verhältnisgrößen  z^^iz^iz^: z^ 
bezeichnen  können.  Für  r  >>  3  aber  versagen  solche  besondere  Hilfsmittel 
und  wir  werden  die  Frage  nach  der  zweckmäßigsten  Festlegung  der  dann 
vorhandenen  linearen  Räume  durch  Parameter,  sowie  nach  dem  Verhalten 
dieser  Parameter  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x,  auf 
direktem,  algebraischem  Wege  beantworten  müssen.  Ich  möchte  mir  vor- 
behalten, hierauf  bei  Gelegenheit  zurückzukommen,  und  beschränke  mich 
einstweilen  darauf,  auf  Herrn  Lipschitz' Untersuchungen  über  orthogonale 
Substitutionen  zu  verweisen,    die    ich  dabei   zu   benutzen  haben  werde ^^). 

Göttingen,  im  Oktober  1886. 


^*)  Vgl.  Comptes  Rendus  der  Pariser  Akademie  vom  11.  und  18.  Oktober  1880,  Bd.  91 : 
Principes  (Tun  calcul  algebrique  qui  contient  comme  especes  particulieres  le  calcul  des 
quantites  imaginaires  et  des  quaternions,  sowie  die  besonders  erschienene  Schrift: 
Untersuchungen  über  die  Summe  von  Quadraten  (Bonn,  Cohn,  1886).  [Ich  bin  später 
auf  die  im  Text  berührte  Fragestellung  nie  zurückgekommen.     K.] 


LIX.  Sur  la  resolution,  par  les  lonctions  hyperelliptiques, 
de  requation  du  vingt-septieme  degre,  de  laquelle  depend  la 
determination  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique^). 

[Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees,  4*  s6rie,  tome  4  (1888).] 


....  Lors  de  mon  dernier  sejour  ä  Paris,  je  vous  ai  raconte  que  je 
venais  de  resoudre  affirmativement  une  question  que  vous  m'aviez  posee 
autrefois  ä  plusieurs  reprises.  L'equation  des  27  droites  d'une  surface 
cubique  et  la  trisection  des  fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre 
ayant  le  meme  groupe^),  il  s'agissait  de  reduire,  s'il  etait  possible,  le  premier 
Probleme  au  second.  J'ai  donne  lä-dessus  dejä  quelques  developpements 
dans  une  seance  de  la  Societe  mathematique  de  France^).  Permettez-moi 
d'y  revenir  aujourd'hui,  et  d'exposer  mes  raisonnements  d'une  maniere 
plus  complete.  Sans  doute,  les  explications  que  je  vais  donner  paraitront 
encore  un  peu  vagues,  comme  je  n'ecris  pas  des  formules  detaillees,  mais 
j'espere  pourtant  qu'elles  pourront  avoir  quelque  interet. 

Qu'il  me  soit  permis  d'abord  de  rappeler,  en  peu  de  mots,  la  forme 
que  j'ai  donnee  autrefois  a  la  resolution  des  equations  du  cinquieme 
degre  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  ce  but,  je  dois  vous  parier  de 
deux  choses:  d'abord  de  la  forme  normale  que  j'ai  donnee  ä  l'equation 
modulaire  pour  la  transformation  du  cinquieme  ordre  des  fonctions  ellip- 
tiques, ensuite  de  la  reduction  de  l'equation  generale  du  cinquieme  degre 
ä  cette  forme  normale. 

Quant  au  premier  point,  considerons  les  expressions  suivantes,  dans 
lesquelles  q  signifie  un  facteur  indetermine 

tJt  z  ii  n:  t 

(1)  QZ^  =  e~^^,{r,br),         gz,  =  e'^^^(2t,  Sr), 

X  etant  le  quotient  des  periodes,  suivant  la  notation  de  M.  Weierstrass. 

^)  Extrait  d'une  Lettre  adressee  a  M.  C.  Jordan. 

'4  [Wegen  dieser  Gruppe  vgl.  C.  Jordans  Traite  des  substitutions,  Paris  1870, 
S.  369.] 

'')  13  avril  1887. 
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II  est  facile  de  demontrer  que,  pour  une  transformation  lineaire  quel- 
conque  de  t,  le  quotient  Zj^:z.^  siibit  des  substitutions  lineaires  (fraction- 
naires)  ä  coefficients  constants*).  Ces  substitutions  etant  les  memes  pour 
deux  transformations  lineaires  qui  sont  congruentes  suivant  le  module  5, 
leur  nombre  devient  egal  ä  60 ,  et  la  determination  de  z^^ :  2^  comme 
fonction  des  invariants  rationnels  g^,  g^  de  l'integrale  elliptique  equivaut 
ä  la  resolution  complete  de  l'equation  modulaire  correspondant  ä  la  trans- 
formation du  cinquieme  ordre.  Maintenant,  les  substitutions  de  z^ :  z.^  ne 
sont  autre  cbose  que  les  substitutions  bien  connues  aujourd'hui  de  Vicosaedre. 
Soit,  comme  dans  mon  Livre^), 


\h(z„ 

=  zl'z,  + 11  z^z^,-z,z^\ 

=  -  (2f  +  2f )  +  228  {zl^  -  2f )  z! 

zl 

Z-2 

depend 

de  1 

l'equation  icosaedrique 

(3; 

et  c'est  cette  equation  icosaedrique  que  je  considere  ici  comme  la  forme 
normale  de  l'equation  modulaire  pour  la  transformation  du  cinquieme 
ordre.  Faisons  encore  la  remarque  suivante.  Au  lieu  des  substitutions 
du  quotient  21:^25  ^^  yeut  considerer  les  substitutions  correspondantes 
unimodulaires  des  deux  variables  homogenes  ^^ ,  z.^ .  Comme  le  deter- 
minant  d'une  Substitution  binaire  est  du  deuxieme  degre  dans  les  coefficients, 
le  nombre  de  ces  substitutions  homogenes  devient  egal  a  120.  Mais  on 
peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  de  trouver  parmi  elles  60,  qui 
forment  elles  seules  un  groupe  isomorphe  holoedriquement  aux  substitutions 
fractionnaires  de  z^iz.^.  Or,  j'ai  demontre  que  c'est  impossible.  Je  revien- 
drai  immediatement  ä  ce  theoreme. 

Fassons  maintenant  ä  la  resolution  des  equations  du  cinquieme  degre, 
ou  plutot  ä  leur  reduction  a  la  forme  icosaedrique  que  je  viens  de  donner. 
Sans  doute  la  possibilite  de  cette  reduction  depend  en  premiere  ligne  de 
ce  fait,  que  le  groupe  alterne  d'une  equation  du  cinquieme  degre  est 
holoedriquement  isomorphe  au  groupe  de  l'icosaedre,  mais  la  reduction 
elle-meme  ne  repose  pas,  suivant  mes  points  de  vue,  sur  la  consideration 
des  groupes :  eile  appartient  plutot  ä  la  Geometrie  analytique,  ou,  si  l'on 
veut,  ä  la  theorie  des  fonctions  algebriques.  Je  ne  veux  pas  repeter  ici 
les  details  de  cette  reduction,  que  j'ai  donnes  dans  mon  Livre,  avec  tous 

^)  Voir,  par  exemple,  mon  Memoire  Sur  les  courbes  elliptiques  normales  du  n^me 
ordre,  etc.  (Memoires  mathematiques  de  la  Societe  scitntifique  de  Leipzig,  t.  12).  [Diese 
Abb.  kommt  in  Bd.  3  der  gegenwärtigen  Gesamtausgabe  zum  Abdruck.; 

^)  Legons  sur  Vicosaedre  et  la  resolution  des  equations  du  cinquihme  degre. 
Leipzig,  18ö4  (B.  G.  Teubner).  [Vgl.  auch  meine  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12 
(1877)  =  Abb.  LIV.] 
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les  developpements  necessaires.  C'est  un  seul  point  fondamental  sur 
lequel  je  dois  insister  ici.  Je  viens  de  dire  que  le  nombre  des  substitutions 
de  Ficosaedre  est  necessairement  double  quand  on  passe  du  quotient  2^ :  z^ 
aux  quantites  homogenes  2^,  z.,.  C'est  pour  cela,  comme  je  Tai  demontre, 
qu'il  devient  impossible  d'operer  la  reduction  ä  la  forme  icosaedrique 
d'une  maniere  purement  rationnelle.  La  reduction  doit  donc  contenir 
quelque  irrationnalite.  Cette  irrationnalite  n'abaissant  pas  le  groupe  de 
l'equation,  je  l'appelle  une  irrationnalite  accessoire.  Du  reste,  cette 
irrationnalite  peut  etre  choisie  de  differentes  manieres,  par  exemple  comme 
la  racine  carree  d'une  fonction  rationnelle  bien  simple  des  coefficients  de 
l'equation  du  cinquieme  degre. 

Ceci  etant  bien  con9u,  pour  venir  au  but  que  je  me  suis  propose  ici, 
j'aurais  ä  faire  des  considerations  tout  ä  fait  analogues  sur  les  fonctions 
hyperelliptiques  (du  premier  ordre)  et  les  equations  du  vingt-septieme  degre. 

En  premiere  ligne  donc  j'aurai  ä  construire  une  forme  normale  pour 
l'equation  modulaire  de  la  transformation  du  troisieme  ordre  des  fonctions 
hyperelliptiques.  Qu'il  me  soit  permis  de  m'appuyer  ici  sur  les  recherches 
de  deux  de  mes  eleves,  M.  Witting  et  M.  Maschke.  M.  Witting^)  s'est 
occupe  de  generaliser,  pour  les  fonctions  hyperelliptiques,  ce  que  j'avais 
fait  pour  les  fonctions  elliptiques  dans  ma  Theorie  des  courbes  normales 
superieures.    Voici  le  detail  que  je  dois  emprunter  ä  ses  recherches.    Soit 

(5)  ^{V^,  V,/,  Tii,T,2,T,2) 

une  fonction  theta  hyperelliptique  impaire  quelconque;  q  un  facteur  inde- 
termine.     Considerons  les  quatre  fonctions 

n\  -„-(^ii«^  +  2Ti2a/?  +  r22/?')  I     o  o  o  O  \ 

Oj    QZaß^C^  ^(o^'^n+PTlS'  ^^21  +  P^22'   ^^11'    ^^12'  ^^22J» 

a,ß^O,l',     1,0;     1,1;     1,2, 
[ou  =0,2;     2,0;     2,2;     2,1]. 

Ces  quatre  fonctions  doivent  etre  considerees  comme  etant  strictement 
analogues  aux  fonctions  z^^,  z.^  de  l'equation  (2).  Nous  constatons  d'abord 
que  les  quotients  de  ces  quatre  fonctions  auront  la  propriete  de  suhir  des 
substitutions  lineaires  ä  coefficients  constants  pour  chaque  transformation 
lineaire  des  t^^,  qui  laisse  inalteree  la  caracteristique  de  la  fonction  ^. 
Nous  voyons  ensuite  que  les  substitations  correspondant  de  cette  fa9on 
ä  deux  transformations  lineaires  congruentes  suivant  le  module  3  seront 
les  memes.  C'est  pourquoi  le  nombre  total  des  substitutions  des  quotients 
des  z  devient  egal  ä  un  nombre  que  vous  avez  determine  dans  votre 
Traiti  des  substitutions'),   c'est-ä-dire   ä   (3*  -  1)  3^  (;3'-^  -  1)3  =  25920. 


6)  Math.  Annalen.  t.  29  (1886/87). 
')  [Paris,  1870,  S.  174.] 
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Nous  considerons  ensuite  les  substitutions  homogenes  unimodulaires  de  quatre 
variables  z  correspondant  aux  substitutions  fractionnaires  des  quotients. 
Le  determinant  d'une  Substitution  quaternaire  etant  du  quatrieme  ordre 
dans  les  coefficients,  le  nombre  total  de  ces  substitutions  homogenes  se 
trouve  egal  ä  4  •  25  920 ;  mais  on  demontre  qu'il  suffit  de  considerer  la 
moitie  seulement,  c'est-ä-dire  2-25920  substitutions  formant  ä  elles  seules 
un  groupe  isomorphe  au  groupe  des  substitutions  fractionnaires.  L'analogie 
avec  les  2J^,  z.y  se  trouve  ici  encore  une  fois  conservee,  car  on  a  le  theo- 
reme  prouve  par  M.  Maschke,  qu'il  est  impossible  de  trouver  parmi 
ces  2  •  25  920  substitutions  quelque  sous-groupe  qui  soit  egalement  isomorphe 
au  groupe  donne. 

II  s'agira  maintenant  de  chercher  les  equations  par  lesquelles  les 
rapports  des  z  sont  lies  aux  modales  algebriques  des  integrales  h3rper- 
elliptiques,  equations  que  nous  considererons  dans  la  suite  comme  cette 
forme  normale  de  l'equation  modulaire  de  la  transformation  du  troisieme 
ordre  qu'il  fallait  construire.  Mais,  auparavant,  il  faut  faire  une  remarque 
essentielle  qui  n'etait  pas  necessaire  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques. 
Pour  obtenir  les  substitutions  lineaires  des  quotients  des  2,  nous  avons 
du  considerer  seulement  ces  transformations  lineaires  des  r^^,  qui  laissaient 
inalteree  la  caracteristique  de  la  fonction  (5).  C'est  pourquoi  nous  ne 
devons  pas  considerer  ici  comme  modules  algebriques  des  integrales  hyper- 
elliptiques  les  invariants  rationnels  de  cette  forme  binaire  du  sixieme 
degre  qui  se  trouve  sous  le  signe  radical,  mais  certains  invariants  irratio- 
nels  correspondant  ä  la  caracteristique  de  la  fonction  §•.  Notre  fonction  # 
etant  impaire,  eile  est  associee  ä  une  decomposition  determinee  de  la 
forme  sextique  en  un  facteur  lineaire  et  un  facteur  du  cinquieme  degre. 
Or,  suivant  les  idees  de  M.  Weierstrass,  une  forme  ainsi  decomposee 
peut  etre  changee  rationnellement  dans  celle-ci: 
(7)  f=  x^^{4.xl  -  g^xlxl  -  g^xlxl  -  g^x^x^  -  g^x^). 

Ce  sont  ces  coefficients  g^,  gs^  g^^  g-^  ^^i  sont  les  invariants  irra- 
tionnels  que  nous  devons  employer  dans  notre  etude  des  quantites  z. 
Quant  aux  equations  explicites,  par  lesquelles  ils  sont  lies  aux  2,  c'est 
la  recherche  dans  laquelle  M.  Maschke  se  trouve  engage.  Les  calculs 
n'etant  pas  encore  acheves,  il  suffira  d'indiquer  ici  que  les  resultats 
seront  publies  prochainement  dans  les  Mathematische  Annalen^). 

Considerons  maintenant  l'equation  du  vingt-septieme  degre  des  droites 
d'une  surface  cubique.     Comme  vous  l'avez  prouve  dans   votre  Traite,  le 

8)  [Das  ißt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  33  (1888/89)  geschehen.  Jedoch  hat 
Maschke  dort  nur  erst  das  volle  Formensystem  der  z  aufgestellt.  Den  Zusammen- 
hang desselben  mit  dem  ^  hat  dann  Burkhardt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  41  (1891), 
S.  831  gegeben.     K.j 
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groiipe  de  cette  equation,  apres  l'adjonction  d'une  racine  carree®),  se 
trouve  isomorphe  sans  meriedrie  au  groiipe  des  25920  substitutions  fraction- 
naires  des  quotients  des  z.  Or  je  ne  considererai  pas  quelques  autres 
qualites  speciales  de  cette  equation,  mais  je  m'occuperai,  dans  ce  qui  suit, 
de  toutes  les  equations  du  vingt-septieme  degre  ayant  le  meme  groupe. 
Est-il  possible  de  reduire  ces  equations  rationnellement  au  probleme  des  s, 
que  nous  avons  defini?  D'apres  les  indications  donnees  pour  les  equations 
du  cinquieme  degre,  cela  depend  des  substitutions  homogenes  unimodulaires, 
correspondant  aux  substitutions  fractionnaires  des  quotients  des  z.  Si  le 
groupe  de  ces  substitutions  homogenes  se  trouvait  holoedriquement  iso- 
morphe au  group/9  des  substitutions  fractionnaires,  la  reduction  rationnelle 
s'opererait  facilement  par  un  procede  que  j'ai  donne  dans  le  tome  15  des 
Mathematische  Annalen^^)  et  sur  lequel  je  reviendrai  tout  ä  l'heure.  Mais, 
comme  le  groupe  des  substitutions  homogenes  des  z  est  necessairement 
deux  fois  plus  grand  que  le  groupe  des  substitutions  fractionnaires,  la 
reduction  rationnelle  devient  impossible;  il  faut  donc  introduire  quelque 
irrationnalite  accessoire. 

Voici  maintenant  une  methode  facile  de  reduction.  Je  la  donne  sous 
la  meme  forme  geometrique  sous  laquelle  eile  s'est  presentee  ä  mon  esprit, 
en  relation  intime,  comme  vous  le  verrez,  avec  mes  anciennes  recherches 
sur  Tespace  regle. 

Le  groupe  des  substitutions  homogenes  des  z  n'etant  pas  holoedri- 
quement isomorphe  au  groupe  de  l'equation  proposee,  la  premiere  chose 
a  faire  consiste  ä  en  deduire  un  autre  groupe  de  substitutions  homogenes 
qui  le  soit.  Dans  ce  but  il  suffit  evidemment  de  considerer  les  substitu- 
tions des  determinants  Viu^^  '^i^'k  —  ^'i^/c'  formees  de  deux  series  de 
variables  cogredientes  2,  2',  ou  bien  les  coefficients  a^^  d'une  forme 
lineaire  des  p.^. 

c'est-ä-dire  les  coordonnees  d'un  complexe  lineaire. 

Maintenant,  par  le  procede  donne  au  tome  15  des  Mathematische 
Annalen,  nous  sommes  en  etat  de  construire  six  fonctions  rationnelles 
des  vingt-sept  racines  x  de  l'equation  proposee,  qui  soient  des  a.j.,  c'est- 
ä-dire  qui  se  substituent  comme  les  a^^,  quand  on  eifectue  d'une  part  sur 
les  X  les  substitutions  du  groupe  de  l'equation  et  d'autre  part  sur  les  z 
les  substitutions  lineaires  correspondantes.    Nous  disons,  suivant  l'expression 

®)  Quant  ä  cette  racine  carree,  j'ai  d6montre  qu'elle  se  rapporte  au  discriminant 
de  la  surface  cubique,  c'est  a-dire  ä  cette  expressioii,  qui,  egalee  ä  zero,  donne  la 
condition  pour  Texistence  d'un  point  double. 

^°)  Memoire  sur  la  resolution  de  certaines  equations  du  septieme  et  du  huitieme 
degre  (1879).     [Vgl.  die  oben  abgedruckte  Abb.  LVII.j 


478  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

employee  dans  mon  Livre,  que  nous  avons  coordonne  d'une  maniere  co- 
Variante  aux  racines  x  un  certain  complexe  lineaire  de  l'espace  des  z. 

Tout  ce  qui  reste  ä  faire  maintenant  est  de  coordonner  ä  ce  complexe 
lineaire  d'une  maniere  co  Variante  un  point  z.  Or  c'est  le  meme  probleme 
duquel  je  me  suis  occupe  recemment  dans  mes  recherches  sur  la  resolu- 
tion  des  equations  generales  du  sixieme  et  du  septieme  degre^^).  On 
commence  ä  coordonner  au  complexe  a-j^  d'une  maniere  co  Variante  et 
rationnelle  trois  autres  complexes  ai^,  »i^,  aik  et  Ton  cherche  ensuite, 
suivant  les  regles  connues,  deux  combinaisons  lineaires  de  ces  complexes, 
qui  representent  des  lignes  droites,  se  coupant  en  un  point.  C'est  cette 
derniere  Operation  qui  introduit  une  irrationnalite  accessoire,  composee  de 
deux  racines  carrees.  Mais  nous  voilä  parvenus  au  but  que  nous  nous 
sommes  pose;  car  le  point  d'intersection  des  deux  droites,  c'est  bien  le 
point  z  qu'il  fallait  construire. 

En  effet,  les  coordonnees  z  du  point,  que  nous  venons  de  determiner, 
dependront  des  racines  x  de  l'equation  proposee,  de  teile  sorte  qu'elles 
peuvent  etre  definies  par  un  probleme  normal,  dans  lequel  g^,  g^,  9^^  9^ 
ont  ete  remplaces  par  des  fonctions  des  coefficients  de  l'equation  du  vingt- 
septieme  degre  rationnellement  connues.  En  calculant  ensuite  les  z  par 
les  formules  hyperelliptiques  (6),  nous  avons  resolu  l'equation  du  vingt- 
septieme  degre. 

Göttingue,  le  22  septembre  1887. 


[Ich  habe  schon  in  den  Bemerkungen  zu  Abh.  LVII,  S.  416  angegeben,  daß  es 
mir  1880  gelang,  die   dort  genannten  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  von 

— ^r —  und  — - —  Variabein  (wo  n  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet)  aus  der  Theorie 

der  elliptischen  Thetafunktionen  abzuleiten.  Als  ich  mich  dann  in  meiner  Leipziger 
Zeit  (insbesondere  im  Sommer  1885)  zum  ersten  Male  mit  den  hyperelliptischen  Theta 
des  Geschlechtes  Zwei  eingehender  beschäftigte,  war  es  natürlich,  daß  ich  nach  end- 
lichen Gruppen  linearer  Substitutionen,  die  von  dort  aus  entstehen,  Ausschau  hielt. 
Ich  stieß  zunächst  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Gruppen  von  11520  Kollineationen 
des  dreidimensionalen  Raumes,  die  man  erhält,  wenn  man  die  kanonischen  Linien- 
koordinaten 0?!,  . . .,  Xq  von  Abh.  II  (Bd.  1  dieser  Ausgabe)  auf  alle  Weisen  vertauscht 
und  damit  beliebige  Vorzeichen  Wechsel  der  x  verbindet,  die  mit  der  jeweiligen  Ver- 
tauschung zusammen  eine  Substitutionsdeterminante  +  1  liefern,  bei  der  Zweiteilung 
der  hyperelliptischen  Perioden  auftritt;  ich  bezeichnete  sie  dementsprechend  als  die 
Gruppe  der  Borchardtschen  Moduln.  Man  vergleiche  die  Fußnote  ^)  auf  S.  439 
(Abh.  LVIII),  insbesondere  die  dort  genannten  Arbeiten  von  Herrn  Reichard t.  Ich 
sah  ferner  die  Möglichkeit,   für  ungerade  Primzahlen  n  zu  Substitutionsgruppen  von 

vfi   —  1  «n^  -I-  1 

— - —  und  — ^ —  Variabein   zu   gelangen,   was  u.  a.  für  n  =  ^   eine  endliche  Gruppe 


")  Math.  Annalen,  t.  28  (1889).     [Vgl.  die  vorstehend  abgedruckte  Abh.  LVIII.] 
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von  25920  Kollineationen  des  dreidimensionalen  Raumes  ergeben  mußte.  Den  hier- 
mit umschriebenen  Aufgabenkreis  übergab  ich  Herrn  Witting,  der  Ostern  1886  mit 
mir  nach  Göttingen  ging.  Von  hier  aus  ist  dessen  schon  oben  genannte  Abhandlung 
in  Bd.  29  der  Math.  Annalen  entstanden  (Über  Jacobische  Funktionen  k-ter  Ordnung 
von  zwei  Variabein,  1887),  sowie  insbesondere  auch  seine  Göttinger  Dissertation  (Über 
eine  der  Hesseschen  Konfiguration  der  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  analoge 
Konfiguration  im  Räume,  Dresden  1887).  Es  folgten  Vorlesungen,  die  ich  im  Sommer 
1887  und  im  Winter  1887/88  über  hyperelliptische  Funktionen  in  Göttingen  gehalten 
habe.  Maschke  hat  im  Anschluß  daran  sehr  bald  das  volle  Formensystem  der  Gruppe 
der  Borchar  dt  sehen  Moduln  bestimmt  (Math.  Annalen,  Bd.  30,  1887)  und  einige 
Zeit  darauf  das  volle  System  der  quaternären  Gruppe  von  51840  Substitutionen, 
welche  im  dreidimensionalen  Räume  die  Gruppe  der  25920  Kollineationen  ergibt 
(Math.  Annalen,  Bd.  36,  1889/90).  In  der  Folge  hat  dann  insbesondere  Burkhardt 
meine  hier  in  Betracht  kommenden  Problemstellungen  weiter  behandelt.  Es  kommen 
hierfür  namentlich  'drei  Abhandlungen  in  Betracht,  die  er  unter  dem  gemeinsamen 
Titel  „Untersuchungen  aus  dem  Gebiet  der  hyperelliptischen  Modulfunktionen'^  in  den 
Bänden  36,  38  und  41  der  Math.  Annalen  veröffentlicht  hat  (1889,  1890,  1891).  Hier 
werden  nicht  nur  die  Resultate  von  Witting  und  Maschke  weiter  ausgeführt, 
sondern  es  werden  namentlich  auch  (in  Bd.  41)  die  Aufgaben,  welche  ich  in  dem  hier 
abgedruckten  Briefe  an  C.  Jordan  stelle,  in  einfachster  Weise  beantwortet.  Ich 
nannte  bereits  (Fußnote  ^)  auf  S.  476)  den  von  ihm  gegebenen  Zusammenhang  der 
Weierstr  aß  sehen  Invarianten  g.^,  g^,  g^,  g^,  mit  den  Formen  des  Maschkeschen 
Formensystems.  Insbesondere  aber  fand  Burkhardt,  daß  man  bei  einer  Gleichung 
27.  Grades  der  in  Betracht  kommenden  Gruppe  übersichtliche  lineare  Verbindungen 
der  Wurzeln  angeben  kann,  welche  sich  ohne  weiteres  wie  die  Koordinaten  «,-&  eines 
linearen  Komplexes  substituieren.  —  Indem  ich  übrigens  auf  Burkhard ts  Original- 
darstellung verweise,  bemerke  ich  noch,  daß  neuerdings  Herr  Coble  in  Bd.  18  der 
American  Transactions  (1916)  auf  die  einschlägigen  Fragen  zurückgekommen  ist.    K.] 


LX.    Sulla  risoluzioiie   delle   equazioiii   di  sesto  grado^). 

[Rendiconti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei,  ser.  5a,  vol  VIII,  1  (1899).] 


...Per  quanto  riguarda  le  equazioni  di  sesto  grado,  possiamo  valerci 
ora  del  gruppo  elegante  di  360  coliineazioni  piane,  che  fu  scoperto  dal 
sig.  Valentiner  (1889),  e  fu  poi  studiato  a  fondo,  per  la  prima  volta, 
dal  sig.  Wiman  nel  vol,  47  dei  Math.  Annalen  (1895). 

Siano  x^,x^,  . . .,  x^le  radici  della  equazione  di  sesto  grado.  Si  devono 
cercare  tre  f  unzioni  Zj^,z^,  z^  di  queste  radici ,  i  cui  rapporti  subiscano  le 
sostituzioni  del  gruppo  nominato,  in  corrispondenza  alle  permutazioni  pari 
delle  X,  Quelle  f unzioni  non  possono  pero  esser  razionali,  giacche  il  gruppo 
delle  360  coliineazioni  piane  non  e  oloedricamente  isomorfo  ad  un  gruppo 
di  sostituzioni  lineari,  omogenee,  ternarie,  come  fu  giä  osservato  dal  sig. 
Wiman.  Sta  invece  il  fatto  che  il  minimo  gruppo  isomorfo  di  sostituzioni 
lineari,  omogenee,  ternarie,  che  si  puö  costruire,  contiene  il  numero  triplo 
di  operazioni  del  gruppo  di  coliineazioni;  e  precisamente  alla  collineazione 
identica  corrispondono  le  tre  sostituzioni: 

(1)  z{=fzuzi=-rz2,z^  =  fz3.        {j=e^;v  =  0,1,2). 

Ora  si  domanda  quäle  sia  il  modo  piü  semplice  per  costruire  tre 
f unzioni  irrazionali  delle  ic^ ,  . . . ,  Xg ,  i  cui  rapporti  si  permutino  in  corri- 
spondenza col  nostro  gruppo  di  coliineazioni.  A  tal  fine  io  propongo  di 
ricorrere  alla  teoria  delle  curve  piane  del  terzo  ordine,  e  in  particolare 
dei  loro  flessi.  Infatti  una  forma  cubica  ternaria  delle  z^^  z^,  z.^,  o  delle 
variabili  contragredienti  w^,  w^,  w^,  non  subisce  alcuna  alterazione  in 
conseguenza  delle  sostituzioni  (1),  e  quindi  essa  subisce  solo  360  tras- 
formazioni  in  corrispondenza  alle  3.360  sostituzioni  delle  w^,w^,w.^.  Segne 
che  si  possono  subito  formare  delle  funzioni  razionali  delle  x^,  ...,x^,  le 
quali,  in  corrispondenza  colle  sostituzioni  pari  delle  x,  subiscano  le  stesse 
sostituzioni  lineari  che  le  diverse  espressioni  di  terzo  grado  nelle  Wj^ ,  w,-^ ,  w^ . 
In  altre  parole :  si  puo  associare  in  modo  co Variante  alle  x^,  . . .,  x^  una 
curva  del  terzo  , ordine  del  piano  z^^z^^z^.  Ciö  fatto,  si  puo  scegliere  uno 
dei  nove  flessi  della  cubica  come  punto  covariante  rispetto  alle  x^,  . . .,  x^. 
La  determinazione  di  un  tal  flesso  non  esige,  come  e  noto,  altre  irrazionalitä 
che  quelle  esprimibili  mediante  radici  cubiche  e  quadratiche.  E  cosi,  col 
sussidio  di  irrazionalitä  accessorie,  che  si  suole  riguardare  come  elementare, 
si  perviene  alla  meta. 

^)  Auszug  auB  einem  Brief  an  Herrn  Castelnuovo,  vorgelegt  in  der  Akademie- 
Sitzung  vom  9.  April  1899.  [Wegen  der  ternären  G^^^,  auf  die  hier  Bezug  genommen 
wird,  siehe  die  Bemerkungen  in  der  Einleitung  auf  S.  260  des  vorliegenden  Bandes 
-oder  die  folgende  Arbeit  LXI.     K.] 


LXI.  Über  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen 
fünften  und  sechsten  Grades^). 

[Zuerst  erschienen  in  dem  Dirichletbande   (Bd.  129)   des  Journals  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  (1905),  wieder  abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  61  (1905).] 

Indem  ich  Ihrer  werten  Aufforderung  entspreche,  einen  Beitrag  zu 
dem  Festbande  des  Journals  zu  schreiben,  der  dem  Andenken  Dirichlets 
gewidmet  ist,  greife  ich  auf  eine  Note  zurück,  die  ich  vor  sechs  Jahren 
in  den  Rendiconti  delP  Accademia  dei  Lincei  veröffentlichte  und  in  der 
ich  die  Grundlinien  einer  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  sechsten 
Grades  skizzierte^).  Ich  stelle  mir  das  Ziel,  die  dort  nur  angedeuteten 
Überlegungen  ausführlicher  und  in  mehr  konkreter  Form  darzulegen.  In 
der  Tat  hat  selbst  ein  so  genauer  Kenner  der  einschlägigen  Literatur,  wie 
Herr  Lacht  in,  den  in  Betracht  kommenden  Ansatz  nicht  in  seiner  prin- 
zipiellen Einfachheit  aufgefaßt  (wie  ich  weiter  unten  noch  näher  ausführe)'^). 
Im  übrigen  handle  ich  unter  den  Impulsen  meines  alten  Freundes  Gordan, 
der  sein  großes  algebraisches  Können  neuerdings  der  in  Frage  stehenden 
Problemstellung  zugewandt  hat.  Herr  Gordan  wird  eine  erste  einschlägige 
Abhandlung  demnächst  in  den  Math.  Annalen  veröffentlichen^).  Es  ist 
dies  aber  nur  ein  Anfang;  ich  hoffe,  daß  es  seinen  fortgesetzten  Bemüh- 
ungen gelingen  wird,  den  Gegenstand  nach  allen  Seiten  ebenso  vollständig 
zu  klären,  wie  uns  dies  früher  gemeinsam  mit  der  Theorie  der  Gleichungen 
fünften  Grades  geglückt  ist. 

Auf  diese  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades,  wie  ich  sie  in 
meinen  ,, Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  (Leipzig  1884)  zusammengefaßt 


^)  Auszug  aus  einem  Schreiben  an  Herrn  K.  Hensel. 

-)  Sitzung  vom  9.  April  1899,  Rendiconti  VIII  (P  semestre):  Sulla  risoluzione 
delle  etjuazioni  di  sesto  grado  (estratto  da  una  lettera  al  sig.  CastelnuGvo).  [Vor- 
stehend als  Nr.  LX  abgedruckt.] 

•^)  Moskauer  Mathematische  Sammlung,   Bd.  XXII,  1901,  S.  181—218   (russisch). 

^)  Über  die  partiellen  Differentialgleichungen  des  Valentiner prohlems  (ein  Beitrag 
zur  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  Grades)  [erschienen  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  61  (1905/06).]  —  Vgl.  auch  eine  Mitteilung  an  den  Heidelberger  Inter- 
nationalen Mathematiker-Kongreß  (August  1904).  [  Weitere  Angaben  siehe  am  Schluß 
der  gegenwärtigen  Abhandlung.  ] 
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habe-'^),  möchte  ich  hier  vorab  in  der  Weise  eingehen,  daß  ich  diejenigen 
Monaente  hervorkehre,  welche  in  den  nachfolgenden,  auf  die  Gleichungen 
sechsten  Grades  bezüglichen  Überlegungen  ihre  genaue  Weiterbildung  finden 
sollen.  Ich  habe  in  Kapitel  V  des  „Ikosaederbuches"  zweierlei  Auflösungs- 
methoden der  Gleichungen  fünften  Grades  auseinandergesetzt  (die  sich 
übrigens  nur  durch  die  Reihenfolge  der  auszuführenden  Schritte  unter- 
scheiden). Es  wird  sich  hier  um  die  zweite  dieser  Methoden  handeln,  die 
sich  als  eine  organische  Fortsetzung  von  Kroneckers  (und  Brioschis) 
Arbeiten  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  darstellt. 
In  dem  „Ikosaederbuch"  wird  diese  Methode  —  gleich  der  ersten  --  in 
geometrischer  Form  entwickelt,  wobei  spezielle,  nur  bei  den  Gleichungen 
fünften  Grades  hervortretende  Beziehungen  den  Ausgangspunkt  abgeben. 
Statt  dessen  greife  ich  hier  auf  die  algebraische  Begründung  der  Methode 
zurück,  die  ich  (1879)  in  Bd.  15  der  Math.  Annalen  entwickelte  und  mit 
Überlegungen  über  die  Auflösung  beliebiger  höherer  Gleichungen  begleitete^'"). 

Die  Ikosaedertheorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  und  die  mit 
ihr  zusammenhängenden  allgemeinen  Überlegungen  sind  seitdem  mehrfach 
von  anderer  Seite  zur  Darstellung  gebracht  worden,  so  insbesondere  im 
zweiten  Bande  des  ausgezeichneten  Lehrbuches  der  Algebra  von  H.  Weber 
(Braunschweig,  zweite  Auflage  1898,  1899),  sowie  in  dem  ausführlichen 
Bericht,  den  Herr  Wi man  in  Bd.  1  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  über  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  erstattet 
hat  (S.  522  bis  554,  1900).  Trotzdem  scheint  es,  daß  die  prinzipielle 
Bedeutung  des  ganzen  Ansatzes  im  mathematischen  Publikum  immer  noch 
vielfach  nicht  verstanden  wird.  Es  handelt  sich  nicht  um  Überlegungen, 
welche  sich  neben  die  früheren  Untersuchungen  über  die  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  stellen,  sondern  um  solche,  die  den  Anspruch 
erheben,  den  eigentlichen  Kern  dieser  früheren  Untersuchungen  auszumachen. 
Ich  will  versuchen,  in  dem  folgenden  Berichte  dementsprechend  die  Haupt- 
punkte der  Theorie  (die  sich  dann  später  mutatis  mutandis  bei  dem  An- 
sätze für  die  Gleichungen  sechsten  Grades  wiederfinden)  so  genau  zu  be- 
zeichnen, als  bei  der  gebotenen  Kürze  möglich  scheint. 

Das  erste  ist,  daß  wir  die  Ikosaedergleichung,  d.  h.  die  Gleichung 
sechzigsten   Grades,    welche    in    dem   „Ikosaederbuch"  folgendermaßen   ge- 


^)  [Der  Leser  vergleiche  neben  dem  Ikosaederbuch  immer  auch  meine  Arbeit 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),  die  oben  als  Abh.  LIV  abgedruckt  ist.     K. 

•*)  Über  die  Auflösung  gewisser  Gleichungen  vom  siebenten  und  achten  Grade  (1879) 
[vorstehend  als  Abh.  LVII  abgedruckt];  vgl.  insbesondere  den  §  4  daselbst  („die 
Formeln  von  Kronecker  und  Brioschi  für  den  fünften  Grad").  [Im  Gegensatz 
hierzu  führte  die  oben  abgedruckte  Abh.  LVIII  die  im  Texte  gemeinten  geometrischen 
Betrachtungen,  welche  von  den  geradlinigen  Erzeugenden  der  Flächen  zweiten  Grades 
ausgehen,  weiter.     K.] 
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schrieben  wird: 

(1)  --^-^p-  =X 

^  1128  f{x) 

als  eine  Normalgleichung  sui  generis  ansehen,  welche  sich  vermöge  ihrer 
ausgezeichneten  Eigenschaften  als  die  nächste  Verallgemeinerung  der  „reinen" 
Gleichungen : 

(2)  x"  =  X 

darstellt.  In  der  Tat  lassen  sich  die  60  Wurzeln  von  (1)  aus  einer  be- 
liebigen derselben  genau  so  durch  60  a  priori  bekannte  lineare  Substitu- 
tionen (die  Ikosaedersubstitutionen)  berechnen,  wie  die  ?i  Wurzeln  von  ( 2 ) 

aus  einer  derselben  durch  die  n  Substitutionen  x'  =^  e  ^  -x.  Nun  erweist 
sich  die  Gruppe  der  Ikosaedersubstitutionen  mit  der  Gruppe  der  60  geraden 
Vertauschungen  von  fünf  Dingen  als  isomorph.  Hierdurch  gewinnt  der 
Abelsche  Beweis,  daß  es  unmöglich  ist,  die  Auflösung  der  allgemeinen 
Gleichungen  fünften  Grades  auf  eine  Reihenfolge  reiner  Gleichungen  (2) 
zurückzuführen,  seine  positive  Wendung.  Die  Aufgabe  muß  sein,  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  fünften  Grades  mit  Hilfe  einer  Ikosaedergleichung 
zu  bewerkstelligen.  Und  hier  mögen  wir  einen  algebraischen  und  einen 
transzendenten  Teil  der  Untersuchung  unterscheiden.  Der  erstere  Teil 
wird  sich  damit  beschäftigen,  aus  den  Wurzeln  z^,  .  . . ,  z.^  einer  vorgelegten 
Gleichung  fünften  Grades  die  Wurzel  x  einer  Ikosaedergleichung  ( 1 )  alge- 
braisch zusammenzusetzen,  den  Parameter  X  der  letzteren  durch  die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  fünften  Grades,  bzw.  die  Quadratwurzel  aus  ihrer 
Diskriminante,  zu  berechnen,  endlich  wieder  die  Sj,...,^.  durch  das  x 
darzustellen.  Der  transzendente  Teil  aber  wird  die  Aufgabe  haben,  die 
Wurzel  X  der  Ikosaedergleichung  aus  dem  Parameter  X  durch  unendliche 
Prozesse  zu  berechnen.  Dies  gelingt  genau  so  durch  hypergeometrische 
Reihen,  wie  die  transzendente  Auflösung  der  Gleichung  (2)  durch  die  bi- 
nomische Reihe.  —  In  den  ,, Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  ist  ins- 
besondere nachgewiesen,  daß  alle  algebraischen  Untersuchungen,  die  man 
zum  Zwecke  der  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades 
angestellt  hat,  Umschreibungen  des  vorgenannten  algebraischen  Problems 
sind.  Der  transzendente  Teil  der  Aufgabe  wird  nurmehr  gestreift.  Es 
wird  aber  klar  ausgesprochen,  welche  Bewandtnis  es  mit  der  sogenannten 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  durch  elliptische  Funktionen 
hat.  Ich  beziehe  mich  hier  auf  meine  ausführlichen  anderweitigen  Dar- 
legungen, die  u.  a.  in  die  von  Fricke  und  mir  herausgegebenen  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen  (Leipzig  1890,  1892) 
eingearbeitet  sind.  Zwischen  der  Transformation  fünfter  Ordnung  der 
elliptischen  Funktionen   und  der  Ikosaedertheorie  besteht  ein  notwendiger 
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Zusammenhang.  Setzt  man  in  (1)  für  X  die  absolute  Invariante  J  der 
elliptischen  Modulfunktionen,  so  bekommt  die  Ikosaedergröße  x  die  ein- 
fache Bedeutung  des  ,, Hauptmoduls  der  Hauptkongruenzgruppe  fünfter 
Stufe".  Alle  Arten,  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  mit 
den  elliptischen  Funktionen  in  Zusammenhang  zu  bringen,  beruhen  auf 
diesem  Fundamentalsatz.  Insbesondere  läßt  sich  x  selbst  durch  elliptische 
i>-Reihen  darstellen;  es  ist  eine  Formel  von  prinzipieller  Einfachheit;  man 
hat  (wenn  ich  der  Kürze  halber  die  Jacobischen  Bezeichnungen  gebrau- 
chen darf): 

Die  Benutzung  dieser  Formel  zur  Auflösung  der  Ikosaedergleichung  (oder 
ähnlicher  Formeln  zur  Auflösung  irgendwelcher  Besolventen  der  Ikosaeder- 
gleichung) ist  aber  genau  so  ein  Umweg,  ivie  die  Lösung  der  reinen 
Gleichung  (2)  durch  Logarithmen: 

—  log  X 

(4)  x^e"" 

Muß  man  doch  zuerst  ._-  bzw.  log  X  aus  X  berechnen,  ehe  man  die 
Formeln  (8),  (4)  anwenden  kann.  Die  Bedeutung  der  Formeln  für  die 
Auflösung  ist  höchstens  eine  praktische,  falls  man  nämlich  eine  Logarith- 
mentafel bzw.  eine  Tafel  der  elliptischen  Perioden  K,  K'  besitzt.  Man 
möge  also  endlich  aufhören,  sich  so  auszudrücken,  als  wenn  die  Benutzung 
der  elliptischen  Funktionen  das  Wesentliche  an  der  Theorie  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  wäre.  Diese  Ausdrucksweise  ist  nur  ein  Residuum 
der  zufälligen  historischen  Entwicklung:  die  Transformationstheorie  der 
elliptischen  Funktionen  hat  den  ersten  Ansatz  gegeben,  gewisse  einfache 
algebraische  Gleichungen  aufzustellen  (die  Modulargleichungen  und  Multi- 
plikatorgleichungen für  den  fünften  Transformationsgrad),  die  der  Ikosaeder- 
gleichung nahe  verwandt  sind"). 

So  viel  über  die  Einführung  des  Ikosaeders  in  die  Theorie  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  im  allgemeinen.  Ich  muß  mich  nunmehr  ganz 
auf  die  algebraische  Seite  der  Aufgabe  beschränken.  Und  hier  habe  ich 
vor  allen  Dingen  einen  fundamentalen  Satz  über  die  Ikosaedersubstitutionen 
zu  erwähnen,  der  in  der  Folge  besonders  wichtig  wird.  Man  kann  von 
der  Ikosaedersubstitution  der  in  ( 1 )  auftretenden  Unbekannten  x  zu 
homogenen  Substitutionsformeln    übergehen    (indem    man   x    in   den   Sub- 


')  [Eine  direkte  Methode  für  die  Lösung  des  transzendenten  Teiles  der  Aufgabe 
liefert  die  Anwendung  der  hypergeometrischen  Reihen.     V^gl.  Abb.  LIV,   Abschnitt  I, 

§  8,  S.  381  f.     K.] 
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stitutionsformeln  überall  durch  x^  :  x.^  ersetzt  und  Zähler  und  Nenner  in 
zweckmäßiger  Weise  trennt).  Wählt  man  dabei  die  Determinante  der 
entstehenden  binären  Substitutionen  gleich  1,  so  hat  man  120  binäre 
Substitutionen;  speziell  entsprechen  der  identischen  Substitution  x' =^  x 
die  beiden 
( 5 )  xl  =  x^,  x^  =  0^2     und     x[-=  —  x^,  x^  =  —  x^^ . 

ÜTid  nun  ist  es  auf  keine  Weise  möglich  (auch  nicht,  wenn  man  den  Wert 
der  Determinante  abändert),  aus  solchen  homogenen  Substitutionen  eine 
mit  der  nicht  homogenen  Substitutionsgruppe  isomorphe  Gruppe  zusammen- 
zusetzen, die  weniger  als  120  Substitutioneri  enthielte.  Der  Isomorphismus 
zwischen  der  SubStitutionsgruppe  des  x  und  derjenigen  der  a;^,  x.^  ist  also 
notwendig  ein  meroedrischer !  Dieser  fundamentale  Satz,  der  etwas  abstrakt 
klingt,  gibt  der  algebraischen  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  ihre 
eigentümliche  Form,  wie  sofort  näher  darzulegen  ist.  Bemerken  wir  vor- 
ab, daß  derselbe  nicht  etwa  schwer  zu  beweisen  ist.  Auf  S.  46,  47  des 
,,Ikosaederbuches"  ist  er  darauf  zurückgeführt,  daß  die  Gruppe  der  nicht 
homogenen  Ikosaedersubstitutionen  u.  a.  sogenannte  Vierergruppen  enthält 
und  daß  für  diese  Vierergruppen  bereits  der  entsprechende  Satz  gilt. 
Nehmen  wir,  um  dies  einzusehen,  die  einfachste  Darstellung  der  nicht 
homogenen  Vierergruppe,  wie  sie  durch  folgende  vier  Substitutionen  ge- 
geben ist:  T     .^       w 

■'^^  n-.i'^-i,   iii:  ,''  =  !,    rv:i'=-i. 

Hier  sind  TT,  ITI,  IV  Substitutionen  von  der  Periode  2  und  es  ist  zugleich 

(7)  n  III  IV -I. 

Will  man  jetzt  zu  einer  holoedrisch  isomorphen  Gruppe  homogener  Sub- 
stitutionen übergehen,  so  hat  man  I  jedenfalls  durch 

A  .    si  — ■  g-^,     s.>  —  s.i  5 
zu  ersetzen,  II,  III,  IV  aber 

II':  ,';  =  +  !,,  f:  =  ±i,, 
III':  ?;=  ±1,,  «.;  =  +  !., 

TV'-     t' ZU   ^  t'  -4-   i: 

(wo  in  der  einzelnen  Horizontale  je  nach  Belieben  die  oberen  oder  unteren 
Vorzeichen  zu  nehmen  sind).  Aber  wie  man  hier  auch  die  Vorzeichen 
wählen  möge,  die  hier  eingeführten  Substitutionen  II',  III',  lY'  haben  je 
die  Determinante  (—  1)  und  es  kann  also  unmöglich 

n'  III'  IV'=-I' 
sein,  wie  es  doch  nach  (7)  bei  holoedrischem  Isomorphismus  der  Fall  sein 
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müßte!  —  Wir  werden,  nach  dem  so  Bewiesenen,  fortan  unter  den  homo- 
genen Ikosaedersuhstitutionen  kurzweg  die  120  binären  Substitutionen  von 
der  Determinante  -|-  1  verstehen,  welche  den  60  nicht  homogenen  Sub- 
stitutionen des  X  entsprechen. 

Ich  werde  nunmehr  das  zentrale  Problem,  dessen  Erledigung  uns 
obliegt,  folgendermaßen  formulieren :  man  soll  aus  frei  veränderlichen  fünf 
Größen  z^ ,  z.^ ,  z.^ ,  z^ ,  2  ■  (den  Wurzeln  der  Gleichung  fünften  Grades)  eine 
Funktion  x{Zy,  .  . .,  z-^)  zusammensetzen,  die  hei  den  60  geraden  Vertau- 
schungen der  z  die  60  Ikosaedersuhstitutionen  erleidet.  Aus  unserem  fun- 
damentalen Satz  folgt  sofort,  daß  es  eine  derartige  rationale  Funktion  von 
fünf  frei  veränderlichen  Größen  z  nicht  gibt  (Ikosaederbuch  S.  255).  Man 
schreibe  nämlich,    indem  man  x  in  teilerfremde  Polynome  als  Zähler  und 

Nenner  spaltet:   *^^^^'  ' "'  '^^ .     Die  so   eingeführten  99,  </'  würden  sich  bei 

den  60  Vertauschungen  der  z  notwendig  homogen  linear  substituieren. 
Dabei  würden  diese  homogenen  Substitutionen  den  Ikosaedersubstitutionen 
des  X  einzeln  entsprechen;  man  hätte  also  eine  mit  den  unbomogenen 
Ikosaedersubstitutionen  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  binärer  Substitutionen, 
und  eine  solche  Gruppe  existiert  nicht,  wie  wir  sahen. 

Die  gesuchte  Funktion  x{z^,  . . .,  z.^)  muß  also  von  ihren  Argumenteii 
algehraisch  ahhängen.  Und  damit  sind  wir  in  das  Gebiet  derjenigen 
Irrationalitäten  der  Gleichungstheorie  geführt,  die  ich  in  meinem  Ikosaeder- 
buch (S.  158,  159)  akzessorische  nenne,  weil  sie  zu  den  unmittelbar  vor- 
handenen Irrationalitäten  (den  rationalen  Funktionen  der  z)  —  mit  denen 
es  die  Galois sehe  Gleichungstheorie  nach  ihrer  gewöhnlichen  Formulierimg 
allein  zu  tun  hat  —  als  etwas  Neues  hinzutreten.  Über  die  Leistungs- 
fähigkeit dieser  akzessorischen  Irrationalitäten  wissen  wir  vorläufig  nichts 
Allgemeines.  Wir  sind  vielmehr  im  einzelnen  Falle  auf  tastende  Versuche 
angewiesen.  Sicher  wird  man  bei  der  Auflösung  irgendwelcher  höheren 
Gleichung  nur  solche  akzessorische  Irrationalitäten  zulassen  wollen,  die 
sich  aus  den  symmetrischen  Funktionen  der  Gleichungswurzeln,  evtl.  den 
vorgegebenen  Affektfunktionen  durch  niedere  Gleichungen  berechnen.  Bei 
den  Gleichungen  fünften  Grades,  die  wir  hier  behandeln,  gilt  neben  den 
symmetrischen  Funktionen  der  z  auch  deren  Differenzenprodukt  (die 
Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante)  als  bekannt.  Der  Erfolg  zeigt,  daß 
wir  in  mannigfacher  Weise  ein  von  den  z  ikosaedrisch  abhängendes  x 
konstruieren  können,  sohald  wir  nur  die  Quadratwurzel  aus  einer  ge- 
eigneten  rationalen  Funktion  dieser  Größen  adjungieren   wollen^).     Die 


*)  Hierzu    kommt    dann    noch    die    fünfte   Einheitswurzel   f  ^   e  '*  ,    die    in    den 
Ikosaedersubstitutionen  immerzu  auftritt  und  die  bei  der  Bildung  eines  geeigneten  x 
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zweierlei  Methoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  welche  ich 
in  meinem  „Ikosaederbuch"  gebe,  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Platz, 
den  sie  der  x\djunktion  dieser  akzessorischen  Quadratwurzel  anweisen.  Bei  der 
ersten  Methode  wird  die  akzessorische  Quadratwurzel  (indem  man  die  Glei- 
chung fünften  Grades  durch  eine  Tschirnhausen -Transformation  in  eine 
sogenannte  Hauptgleichung  fünften  Grades  verwandelt,  d.  h.  eine  Gleichung, 
bei  der  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der  Wurzelquadrate  ver- 
schwindet) vorweggenommen.  Bei  der  zweiten  Methode  wird  zunächst  ein 
Schritt  auf  das  Ikosaederproblem  zu  getan  und  dann  erst  die  akzessorische 
Quadratwurzel  adjungiert.  Wie  bereits  in  der  Einleitung  gesagt,  bevorzuge 
ich  hier  diese  zweite  Methode,  indem  ich  ihre  einzelnen  Schritte  in  einer 
solchen  Weise  formelmäßig  exponiere,  daß  sich  der  ganze  Ansatz  hernach 
in  sinngemäßer  Weise  auf  die  Gleichungen  sechsten  Grades  übertragen  läßt. 

Hier  in  numerierter  Reihenfolge  die  wesentlichen  Überlegungen  (der 
zweiten  Methode): 

1.  Wenn  x^,  x.-^  die  homogenen  binären  120  Ikosaedersubstitutionen 
erleiden,  so  erfahren  die  Quadrate  und  Produkte 


ihrerseits  nur  60  homogene  ternäre  Substitutionen  von  der  Determinante  1 
(deren  Gruppe  den  60  nicht  homogenen  Ikosaedersubstitutionen  von  -^ 
und  damit  den  60  geraden  Vertauschungen  der  fünf  Größen  z^,  . .  . ,  2. 
holoedrisch  isomorph  ist). 

2.  Dasselbe  gilt,  nach  den  allgemeinen  Grundsätzen  der  Invarianten- 
theorie, von  den  Koeffizienten  einer  in  den  x^,  x.^  quadratischen  binären 
Form.  Ich  werde  eine  solche  Form  hier,  um  unmittelbaren  Anschluß  an 
die  (auch  in  meinem  „Ikosaederbuch"  benutzte)  Schreibweise  von  Kro- 
necker und  Brioschi  zu  haben,  folgendermaßen  bezeichnen: 

( 8 ).  A^xl  -\-2Aq x^ x^y  —  A^  xl . 

Die  A^,2Aq,  —  A.2  substituieren  sich  nach  der  Ausdrucksweise  der  In- 
variantentheorie zu  den  x^ ,  x^x,-^,  xs  kontragredient. 

3.  Wir  schließen,  daß  es  ohne  weiteres  möglich  sein  wird,  aus  irgend 
vorgegebenen  fünf  Größen  z^^ ,  . . . ,  z.  solche  rationale  Funktionen  zu  bilden, 
welche  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  sich  genau  so  substituieren, 
wie  die  Af^,  A^,  A.^.  In  der  Tat  habe  ich  in  der  bereits  in  der  Einleitung 
genannten  Arbeit  aus  Bd.  15  der  Math.  Annalen  [Abh.  LVII]  einen  all- 
dementsprechend jedenfalls  zu  benutzen  ist.  Zählen  wir  sie,  wie  man  strenge  ge- 
nommen tun  müßte,  mit  zu  den  akzessorischen  Irrationalitäten,  so  hat  man  akzes- 
sorische Irrationalitäten  in  der  Gleichungstheorie  von  Anfang  an,  nämlich  schon  bei 
der  Reduktion  der  zyklischen  Gleichungen  auf  reine  Gleichungen. 
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gemeinen  Ansatz  gegeben,  demzufolge  man  immer,  wenn  zwei  Größenreihen 
(hier  die  z  und  die  A)  holoedrisch  isomorphe  homogene  lineare  Substitu- 
tionen erleiden,  aus  den  Größen  der  einen  Art  in  mannigfachster  Weise 
rationale  Funktionen  zusammensetzen  kann,  die  sich  wie  Größen  der  zweiten 
Art  substituieren. 

■4.  Wir  reproduzieren  hier  nicht  diesen  allgemeinen  Ansatz  (was  un- 
nötig weitläufig  wäre),  sondern  geben  hier  gleich  die  abgekürzte  Form, 
in  die  er  sich  bei  unserem  speziellen  Problem  zusammenziehen  läßt  und 
in  der  er  mit  den  auf  Gleichungen  fünften  Grades  bezüglichen  Entwick- 
lungen von  Kronecker  und  Brioschi  in  unmittelbaren  Kontakt  tritt. 
Es  handelt  sich  um  folgende  Punkte:. 

4a,  Man  kann   aus   den   x^^  a;.,    sechs  quadratische  Ausdrücke  bilden: 

(9)  y'h'X^x^,     E'xl  +  x^x^^-  fi^'a;!      (e  =  e  ^  ;  i' =  0,  1,  2,  3,  4), 

die  sich  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  mit  gewissen  (hier  nicht  näher 
anzugebenden)  Zeichenwechseln  vertauschen. 

4b.  Sei  ferner  v(^j,  . . .,  2. )  eine  rationale  Funktion  der  2,  die  bei 
der  zyklischen  Vertauschung  der  in  natürlicher  Reihenfolge  genommenen  z 
-ungeändert  bleibt.     Wir  bilden  die  Differenz 

v  (2,  s.,  23  Z4  2, )  -  V  (z,  24  2:3  2.2  2j 

und  erheben  sie  ins  Quadrat.  Wir  haben  dann  eine  „metazyklische" 
Funktion,  die  ul,  heißen  soll,  während  die  fünf  weiteren  Werte,  die  aus 
ihr  durch  die  geraden  Vertauschungen  der  z  entstehen,  in  geeigneter 
Reihenfolge  mit  nl  bezeichnet  werden  mögen  (v  =  0,  1,  2,  3,  4).  Man  kann 
dann  die  Vorzeichen  der  verschiedenen  u  so  wählen,  daß  sich  die 

(10)  u^,,Ur     (v  ===  0,  1,  2,  3,  4) 

hei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  genau  so,  nämlich  auch  mit  den- 
selben Zeichenwechseln,  linear  substituieren,  wie  die  Ausdrücke  (9)  hei 
den  korrespondierenden  Ikosaedersubstitutionen  der  x^ ,  x.-, . 

4  c.  Wir  schließen,  daß  die  folgende  Form  der  z  und  der  x 

(11)  Q(z\x)  =  V^-u^^  •^ia;.2  +  ^^'^''(«"^i  +  ^1^2  ^  ^^''^l) 
ungeändert   bleibt,   wenn    man   auf  die  z  die  geraden  Vertauschungen  und 
gleichzeitig  auf  die   a:^,  x^   die  korrespondierenden  Ikosaedersubstitutionen 
ausübt. 

4d.  Wir  setzen  jetzt,  in  Übereinstimmung  mit  (8): 
Q(zx)  =  A^x^-i-2AQXj^x,2~A^x^ 
und  finden  durch  Vergleich: 


(12) 
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Hiermit  haben  ivir  in  der  Tat  aus  den  z^,  . . .,  z.^  Größen  A^^,  A^,  A^ 
zusammengesetzt,  die  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  in  der 
gewollten  Weise  ternär  substituieren. 

5.   Wir  werden  das  hiermit  erreichte  Resultat  in  der  Folge  gelegent- 
lich dahin  kurz  aussprechen,  daß  wir  sagen :  wir  haben  den  z^,  •  •  • ,  2^  eine 
quadratische  binätf'e  Form  (8)  „kovariant"  zugeordnet.    Die  Diskriminante 
von  (8): 
(18)  A=A'o  +  A,A, 

ist  als  binäre  Invariante  dabei  eine  solche  Funktion  der  z^,  . . .,  z^,  die 
sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändert;  sie  ist  also  eine 
rationale  Funktion  der  Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  fünften 
Grades  und  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante. 

Nun  ist  aber  doch  das  Ziel,  den  z-^^,  •  •  • ,  2;.  nicht  eine  quadratische 
Form  oder  ein  „Punktepaar"  des  binären  Gebietes: 

(14)  A^xl  +  2A^x^x,-,~A,x'^  =  0, 

sondern   einen  Quotienten  -^  ,  einen  „Punkt",  kovariant  zuzuordnen.    Wir 

erreichen  dies  in  einfachster  Weise,  indem  wir  die  quadratische  Gleichung 
(14)  auflösen  und  dementsprechend  schreiben: 


6.  Hiermit  haben  wir  unsere  zentrale  Auf  gäbe  gelöst :  aus  den  z^',  . . .,  z- 
ein  solches  x  zusammenzusetzen ,  welches  bei  den  geraden  Vertauschungen 
der  z  die  Ikosaeder Substitutionen  erleidet.  Man  beachte,  daß  die  Aq,  A^,  A.-, 
nach  Nr.  4  d  rationale  Funktionen  der  z  sind,  bei  deren  Konstruktion  keine 
andere  Irrationalität  als  die  fünfte  Einheitswurzel  e  benutzt  ist.  Und  unter 
der  Quadratwurzel  steht  (nach  Nr.  5)  eine  solche  Verbindung  der  Aq,  A^,  A^, 
die  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändert.  Wir  sind 
also  mit  Hilfe  solcher  akzessorischer  Irrationalitäten  zum  Ziele  gekommen, 
die  man  in  der  Theorie  der  Gleichungen  fünfteyi  Grades  füglich  als  niedere 
Irrationalitäten  bezeichnen  wird. 

7.  Wie  man  nun  weiter  den  Parameter  X  der  Ikosaedergleichung,  der 
unser  a;  (15)  genügt,  als  Funktion  der  Koeffizienten  der  Gleichung  fünften 
Grades,    deren  Wurzeln    die  z^ ,  . . . ,  z.    sind,    bzw.  der   Quadratwurzel   aus 
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ihrer  Diskriminante  berechnet,  und  wie  man  schließlich  die  z  mit  Hilfe 
der  Koeffizienten  und  der  adjungierten  Quadratwurzeln  durch  das  x  rational 
darstellt,  also  die  Gleichung  fünften  Grades  mit  Hilfe  der  Ikosaedergleichung 
wirklich  auflöst,  möge  hier,  unter  Verweis  auf  das  „Ikosaederbuch"  un- 
erörtert  bleiben^'). 

8.  Wohl  aber  möge  noch  zusammenfassend  klar  hervorgehoben  werden, 
wieso  man  mit  Fug  und  Recht  von  einer  so  gewonnenen  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  reden  kann.  Es  ist  nicht  nur  eine  Reihenfolge 
von  Schritten  angegeben,  die  man  im  gegebenen  Falle  numerisch  würde 
durchlaufen  können,  so  daß  man  die  Zahlenwerte  der  2^,  .  . .,  2.  tatsächlich 
erhält,  es  ist  vielmehr  auch  eine  volle  funktionentheoretische  Einsicht  in 
die  innere  Natur  des  Auflösungsproblems  erreicht.  Schließlich  sind  doch 
die  z^ ,  .  . . ,  2.  die  verschiedenen  Zweige  einer  von  den  Koeffizienten  der 
Gleichung  fünften  Grades  abhängigen  fünfwertigen  algebraischen  Funktion 
von  zunächst  sehr  unübersichtlicher  Bauart.  Diese  fünf  Zweige  werden 
in  demjenigen  Rationalitätsher  eiche,  der  durch  die  Koeffizienten  der  Glei- 
chung fünften  Grades^  die  Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante  und 
die  zu  adjungierenden  akzessorischen  Irrationalitäten  gegeben  wird,  durch 
eine  einzige,  nur  von  einem,  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Para- 
meter abhängige  höhere  Irrationalität  durchsichtigster  Bauart,  die  Ikosa- 
ederirrationalität,  dargestellt. 

ich  möchte  an  dieser  Stelle  noch  eine  mehr  persönliche  Bemerkung 
über  die  Beziehung  meiner  Arbeiten  über  die  Gleichungen  fünften  Grades 
zu  denjenigen  von  Kronecker  einschalten,  um  so  lieber,  als  Sie  ja,  hoch- 
geehrter Herr  Kollege,  über  die  Kro  necker  sehen  Manuskripte  verfügen 
und  dadurch  in  der  Lage  sind,  meine  Angaben  in  authentischer  Weise  zu 
vervollständigen.  Kronecker  und  Brioschi  haben  bekanntlich  in  ihren 
ersten  Arbeiten  über  Gleichungen  fünften  Grades  (aus  dem  Jahre  1858) 
gerade  dieselben  Größen  A^,  A^,  A^  benutzt,  die  ich  vorhin  (in  Nr.  4b) 
angab;  sie  haben  dann  die  Gleichung  sechsten  Grades  konstruiert,  der 
^  =  bAo  genügt  und  die  Brioschi  wegen  ihres  engen  Zusammenhanges 
mit  gewissen  von  Jacob i  für  die  Transformation  der  elliptischen  Funk- 
tionen aufgestellten  Gleichungen  eine  Ja co bische  Gleichung  nennt;  sie 
haben  endlich  angegeben,  daß  man  durch  Adjunktion  einer  Quadratwurzel 
zu  einer  Gleichung  mit  nur  einem  Parameter  gelangen  kann.  Diese  Quadrat- 
wurzel bezeichnet  eine  akzessorische  Irrationalität,  die  der  in  Formel  (15) 
benutzten  gleichwertig  ist.  Weiterhin  stellte  dann  Kronecker  (1861) 
den  fundamentalen  Satz  auf,  den  ich  in  meinem  „Ikosaederbuch"  als 
Kroneckersehen   Satz   bez^hne   und   mit   dessen  Darlegung  und  Beweis 

^)  [In  den  oben  abgedruckten  Abh.  LIV  u.  LVII  ist  das  „Problem  der  4"  in  dem 
hier  in  Betracht  kommenden  Sinne  nach  einigen  Riclitungen  weitergehend  durchgeführt.] 
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ich  mein  Ikosaederbuch  kröne;  den  Satz,  daß  es  unmöglich  sei,  ohne 
Heranziehung  akzessorischer  Irrationalitäten  von  der  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  eine  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  zu  bilden.  Ich 
beweise  diesen  Satz  a.  a.  0.,  wie  vorher  (1877)  in  Bd.  12  der  Math.  An- 
nalen  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LIV],  indem  ich  mich  auf  die  oben 
besprochene  Eigenschaft  der  Ikosaedergruppe  berufe,  beim  Übergang  zur 
homogenen  Schreibweise  ihre  Substitutionen  mindestens  zu  verdoppeln; 
mein  erster  Beweis,  den  ich  1877  in  den  Sitzungsberichten  der  Erlanger 
physikalisch-medizinischen  Sozietät  gab  (Sitzung  vom  13.  Januar),  war 
noch  wesentlich  umständlicher.  Ich  habe  nun  vor  24  Jahren  (Ostern  1881) 
Gelegenheit  geha}>t,  mit  Kronecker  über  diese  Dinge  ausführlich  zu 
sprechen.  Es  ergab  sich,  daß  Kronecker  bei  seinen  Untersuchungen  die 
Ikosaedersubstitutionen,  denen  er  doch  so  nahe  gekommen  war,  nicht 
gekannt  und  dementsprechend  für  seinen  Hauptsatz  keinen  ausreichenden 
Beweis  gefunden  hatte!  Es  ist  dies,  wie  ich  meine,  eine  auch  unter  all- 
gemeinen Gesichtspunkten  sehr  bemerkenswerte  Tatsache.  Denn  sie  be- 
stätigt an  einem  besonders  interessanten  Falle,  was  Gauß  so  oft  hervor- 
hebt: daß  die  Auffindung  wichtigster  mathematischer  Theoreme  vielmehr 
Sache  der  Intuition  als  der  Deduktion  ist  und  daß  die  Herstellung  der 
Beweise  ein  von  der  Auffindung  der  Theoreme  sehr  verschiedenes  Geschäft 
ist.  Ich  bin  später  mit  Kronecker  auf  den  Gegenstand  nie  zurück- 
gekommen, hörte  aber  vor  einigen  Jahren,  daß  Kronecker  nach  dem 
Erscheinen  meines  „Ikosaederbuches"  in  einem  Kolleg  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  zur  Ikosaedertheorie  Stellung  genommen 
habe.  Es  würde  mich  (und  jedenfalls  auch  andere  Mathematiker)  sehr 
interessieren,  zu  erfahren,  was  in  den  hinterlassenen  Papieren  von  Kron- 
ecker  über  diese  Dinge  enthalten  sein  mag,  und  ich  möchte  also  den 
Wunsch  an  Sie  richten,  das  einschlägige  Material  zu  sichten  und  bald  zu 
publizieren^^). 

Ein  neuer  Beweis  des  Kroneck  ersehen  Satzes  ist  bekanntlich  von 
Herrn  Gordan  in  Bd.  29  der  Math.  Annalen  gegeben  worden  (1887:  Über 
biquadratische  Gleichungen^^)).    Derselbe  ist  insofern  einfacher  zu  lesen  als 


^^)  [Herr  Hensel  hat  mir  neuerdings  in  liebenswürdigerweise  sein  einschlägiges 
Material  zur  Verfügung  gestellt.  Dasselbe  umfaßt  neben  ca.  23  losen  Manuskript- 
blättern von  Kronecker  selbst,  die  aber  nichts  Abgeschlossenes  enthalten,  eine 
von  Stäckel  ausgearbeitete,  s.  Z.  von  Kronecker  autorisierte  Nachschrift  seiner 
Vorlesung  vom  Winter  1885/86  „Über  die  Affekte  der  Gleichungen,  welche  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auftreten."  Ich  werde  weiter  unten  auf  S.  503 f. 
rlarlegen,  wie  sich  nunmehr  die  Sachlage  darstellt.     K.] 

^^)  Man  vergleiche  auch  die  Darstellung  des  Gordanschen  Beweises  in  den 
Lehrbüchern  der  Algebra  von  Weber  und  von  Netto.  [In  seinem  Nachruf  auf 
Gordan  in  Bd.  75  der  Math.  Annalen  (1913/14),  S.  14— 25  hat  M.  Noether  einen 
genauen  Vergleich  des  Gordanschen  Beweises  mit  dem  meinigen  angestellt.     K.] 
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der  meinige,  als  er  auf  eine  explizite  Kenntnis  der  Ikosaedersubstitutionen 
nirgends  Bezug  nimmt.  Trotzdem  hängt  derselbe,  wie  ich  hier  bemerken 
möchte,  mit  dem  Grundgedanken  meines  Beweises  auf  das  genaueste  zu- 
sammen. Wir  beide  benutzen  im  Anschluß  an  eine  Entwicklung  von 
Herrn  Lüroth  einen  Hilfssatz,  der  sich  folgendermaßen  formulieren  läßt: 
Wenn  eine  Gleichung  n-ten  Grades  mit  frei  veränderlichen  Wurzeln  z^y 
z.-,,...,z^^  eine  rationale  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  besitzen 
soll,  dann  muß  es  eine  rationale  Funktion  x  der  Wurzeln  Zj^,  . . .,  z^^  geben, 
die  sich  bei  den  zur  Galoisschen  Gruppe  der  Gleichung  gehörigen  Ver- 
tauschungen der  z  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  transformiert.  Wir 
benutzen  ferner  gemeinsam  die  Überlegung,  daß  sich  diese  Gruppe  linearer 
Substitutionen  beim  Übergang  zur  binären  Schreibweise  in  eine  holoedrisch 
isomorphe  Gruppe  binärer  linearer  Substitutionen  umsetzen  lassen  muß. 
Natürlich  muß  diese  Gruppe  andererseits  mit  der  Galoisschen  Gruppe  der 
vorgelegten  Gleichung  modulo  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  der  letz- 
teren isomorph  sein.  Jetzt  habe  ich  auf  S.  44  bis  47  meines  „Ikosaeder- 
buches"  den  Satz  gegeben,  daß  nur  folgende  Gruppen  linearer  Substitutionen 
einer  Veränderlichen  sich  holoedrisch  isomorph  in  die  binäre  Form  umsetzen 
lassen:  1.  Die  zyklischen  Gruppen,  2.  Die  Diedergruppen  von  ungeradem  n. 
Es  folgt,  dafS  eine  Gleichung  n-ten  Grades  mit  frei  veränderlichen  Wurzeln 
2^ ,  . . . ,  z^^  nur  dann  eine  rationale  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter 
zuläßt  (die  dann  sofort  in  eine  reine  Gleichung,  bzw.  eine  Diedergleichung 
von  ungeradem  n  umgesetzt  werden  kann),  wenn  ihre  Galoissche  Gruppe 
modulo  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  zu  einer  zyklischen  Gruppe 
oder  einer  Diedergruppe  von  ungeradem  n  isomorph  ist.  Eine  zugehörige 
Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  läßt  sich  dann  nach  den  Prinzipien 
meiner  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  15  [vorstehend  als  Abb.  LVII 
abgedruckt]  auch  sogleich  herstellen.  Der  so  ausgesprochene  allgemeine 
Satz  umfaßt  nun  sowohl  den  Gord ansehen  als  meinen  Beweis  des  Kron- 
ecker sehen  Satzes.  Mein  Beweis  erledigt  sich  in  der  Tat  durch  den  Hin- 
weis, daß  die  Gruppe  einer  Gleichung  fünften  Grades  mit  adjungierter 
Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  [im  Sinne  von  Galois]  „einfach" 
ist  und  die  ihr  holoedrisch  isomorphe  Ikosaedergruppe  linearer  Substitu- 
tionen einer  Veränderlichen  nicht  unter  die  Voraussetzungen  unseres  Satzes 
fällt.  Der  Gord  an  sehe  Beweis  dagegen  benutzt,  wenn  ich  ihn  recht  ver- 
stehe, die  selbstverständliche  Tatsache,  daß  die  betreffende  Gruppe  wie 
jede  Gruppe  sich  selbst  als  ausgezeichnete  Untergruppe  enthält.  Modulo 
dieser  Untergruppe  ist  sie  zur  Identität  kongruent.  Und  die  identische 
Substitution  fällt  unter  die  Voraussetzung  unseres  Satzes.  Es  gibt  also 
in  der  Tat  Resolventen  mit  einem  Parameter,  die  aber  für  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  gänzlich  unbrauchbar  sind,  nämlich  lineare^ 
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deren  Wurzel  eine  solche  Funktion  der  z^,...,z.^  ist,  welche  bei  den  ge- 
raden Vertauschungen  der  z  ihren  Wert  überhaupt  nicht  ändert!  Aber 
andere  (rationale)  Resolventen  mit  nur  einem  Parameter  gibt  es  nicht, 
oder  besser:  jede  rationale  Resolvente  unserer  Gleichung  fünften  Grades 
mit  nur  einem  Parameter  ist  linear  und  also  unbrauchbar. 

So  viel  über  die  Ikosaedersubstitutionen  und  die  durch  sie  vermittelte 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.     An  Stelle  der  „unären"  Sub- 

2injc 

stitutionen  x' =  e  ^  x,  welche  die  Wurzeln  einer  reinen  Gleichung  unter- 
einander verknüpfen,  sind  „binäre"  lineare  Substitutionen  zweier  homogenen 
Variabein  x^,  x.^  igetreten.  Und  hiermit  ist  zugleich  der  Weg  zu  neuen 
Verallgemeinerungen  geöffnet.  Man  hat  einfach  Gruppen  linearer  Substi- 
tutionen mehrerer  homogener  Variablen  heranzuziehen!  Ich  kann  hier 
unmöglich  die  Überlegungen  wiederholen,  die  ich  in  dieser  Hinsicht  zuerst 
im  15.  Bande  der  Math.  Annalen  (1879)  [vgl.  Abh.  LVII]  gab,  oder  die 
Ausführungen  nennen,  die  sich  später  darangeschlossen  haben.  Es  genüge, 
diesbezüglich  auf  Webers  Lehrbuch  und  auf  den  ebenfalls  bereits  zitierten 
Enzyklopädieartikel  von  Wim  an  zu  verweisen ^^).  Wir  denken  uns  in  der 
Folge  eine  Gleichung  sechsten  Grades  nebst  der  Quadratwurzel  aus  ihrer 
Diskriminante  gegeben,  deren  Galoissche  Gruppe  also  aus  den  860  ge- 
raden Vertauschungen  der  Wurzeln  z^,  z.^,  . . .,  z^  besteht.  Es  wird  darauf 
ankommen,  die  kleinste  Zahl  homogener  x^,  x^^  . . .,  x,,.  zu  benutzen,  bei 
denen  eine  mit  diesen  860  Vertauschungen  isomorphe  Gruppe  linearer 
Substitutionen  möglich  ist.  Erwiese  sich  dieser  Isomorphismus  als  holo- 
edrisch, so  würden  wir  nach  der  Vorschrift  meiner  Arbeit  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  15  [vorstehend  als  Abh.  LVII  abgedruckt]  sofort  rationale 
Funktionen  der  z^,  z.^,  . . .,  z^^  hinschreiben  können,  die  sich  bei  den  860 
geraden  Vertauschungen  der  z  wie  die  x^,  . . . ,  x^,  linear  substituierten.  Aber 
es  zeigt  sich,  daß  auch  hier  (wie  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades)  der 
Isomorphismus  ein  meroedrischer  [von  der  Art  ist,  daß  jeder  Vertauschung 
der  z  mehrere  (drei)  lineare  Substitutionen  der  x  entsprechen],  so  daß 
wir  vor  die  Frage  gestellt  werden,  ob  wir,  bzw.  wie  wir  mit  Hilfe  niederer 
akzessorischer  Irrationalitäten  überhaupt  durchkommen? 

Einen  ersten  Ansatz  zur  Erledigung  der  so  formulierten  Fragestellung 
habe  ich  in  Bd.  28  der  Math.  Annalen  gemacht  (1886,  Zur  Theorie  der 
allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades)  [vgl.  die  vor- 
stehend abgedruckte  Abh.  LVIII].  Daß  es  eine  ternäre  Gruppe  linearer 
Substitutionen  geben  sollte,  die  mit  den  860  geraden  Vertauschungen  von 


^-)  Eine  erste  übersichtliche  Orientierung  gibt  auch  der  Vortrag  IX  meines 
gelegentlich  der  Weltausstellung  in  Chicago  gehsAtGweiiEvanstonColloquium  (Macmillan, 
New -York,  1894).     [Vgl.  die  Vorbemerkungen  im  gegenwärtigen  Bande.  S.  260. J 


494  Substitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie. 

sechs  Dingen  isomorph  wäre,  schien  damals,  auf  Grund  der  vorläufigen 
Untersuchung  dieser  Frage  durch  Herrn  C.  Jordan,  ausgeschlossen;  eine 
solche  Gruppe  wurde  erst  1889  von  Herrn  Valentiner  entdeckt  (Bd.  (5 
der  Serie  V  der  Abhandlungen  der  Dänischen  Akademie:  De  endelige 
Transformations-Gruppers  Theori)  und  nach  Struktur  und  zugehörigen 
fundamentalen  Invarianten  zum  erstenmal  von  Herrn  Wiman  1895  unter- 
sucht (Math.  Annalen,  Bd.  47:  Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  ebenen 
Kollineationen).  Ich  habe  mir  also  damals  für  die  allgemeine  Gleichung 
sechsten  Grades  —  und  zugleich  auch  für  die  allgemeine  Gleichung  siebenten 
Grades  —  eine  isomorphe  Gruppe  quaternärer  Kollineationen  konstruiert, 
und  habe  gezeigt,  daß  man  bei  der  Zurückführung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades  auf  die  entsprechenden  quaternären 
Gleichungsprobleme  je  mit  zwei  akzessorischen  Quadratwurzeln  ausreicht ^•^). 
Der  hiermit  gegebene  Ansatz  ist  nun,  was  die  Gleichungen  sechsten 
Grades  angeht,  auf  die  wir  uns  hier  beschränken^"^),  seit  der  Entdeckung 
der  Valentiner -Wimangruppe  bis  auf  weiteres  überflüssig  geworden. 
Ich  bemerke  dies  ausdrücklich,  weil  hier  die  Stelle  ist,  wo  Herr  La  cht  in, 
wie  zu  Eingang  dieses  Briefes  erwähnt,  einen  unnötigen  Umweg  macht.  Um 
nämlich  die  Gleichungen  sechsten  Grades  mit  der  Valentinergruppe  in  Verbin- 
dung zu  bringen,  geht  Herr  Lacht  in  durch  die  in  Bd.  28  der  Math.  Annalen 
[Abh.  LVIII]  gegebene  Entwicklung  hindurch.  Dies  ist  nicht  uninteressant^'^), 
aber   für  den  nächsten  hier  zu  erreichenden  Zweck  keineswegs  notwendig. 


^^)  Die  Gruppe,  welche  ich  a  a.  0.  für  die  Gleichungen  s-echsten  Grades  in  Vor- 
schlag bringe,  enthält  sogar  720  Kollineationen,  so  daß  es  bei  ihrer  Benutzung  nicht 
nötig  ist,  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung  sechsten  Grades 
vorab  zu  adjungieren.    Dagegen  umfaßt  die  Gruppe,  welche  den  Gleichungen  siebenten 

7! 
Grades  entspricht,  nur  ~  =  2520  Kollineationen. 

^■*)  Für  die  Gleichungen  siebenten  Grades  bleibt  der  quaternäre  Ansatz  bestehen,- 
es  ist  aber  unmöglich,  die  hierauf  bezüglichen  interessanten  Fragen  im  Texte  weiter 
zu  verfolgen. 

^^)  Herr  Lachtin  bemerkt,  daß  sich  bei  der  quaternären  Gruppe  die  Flächen 
zweiten  Grades  im  Räume  ganz  ähnlich  linear  vertauschen,  wie  bei  der  Valentiner- 
Wimangruppe  die  Kurven  dritter  Ordnung  der  Ebene.  Von  hier  aus  kann  man  (wie 
beiläufig  bemerkt  sei)  ohne  besondere  Mühe  zu  derselben  Form  I  gelangen,  die  ich 
unten  unter  (19)  mitteile.  Man  hat  nur  zu  beachten,  daß  die  Wurzeln  s^,  z.,,  ....  z^ 
der  Gleichung  sechsten  Grades,  und  ebenso  deren  Quadrate  z'l ,  z^ ,  . . .,  zl  nach 
meinen  Entwicklungen  in  Rd.  28  der  Math.  Annalen  [vgl.  Abh.  LVIII  ■  im  Räume 
einen  linearen  Komplex  festlegen,  und  daß  diese  beiden  Komplexe  zusammen  mit 
dem  ebendort  eingeführten  ,, Einheitskomplex"  durch  ihre  gemeinsamen  Linien  eine 
Fläche  zweiten  Grade-s  bestimmen.  Irgendeine  akzessorische  Irrationalität  tritt  hierbei 
noch  nicht  auf.  Es  ist  dann  in  keiner  Weise  nötig,  sich  beim  Übergang  vom  Räume 
zur  Ebene  so,  wie  Herr  Lachtin  tut,  auf  die  verhältnismäßig  komplizierten  Formeln 
zu  beziehen,  durch  welche  ich  in  Bd.  28  der  Math.  Annalen  den  Wurzeln  Sj ,  . .  . ,  % 
einen  Ra,uinpunkt  zugeordnet  habe.  Also  auch  in  dieser  Hinsicht  kann  der  Ansatz 
von  Herrn  Lachtin  noch  abgekürzt  werden. 
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Der  Übergang  von  den  Gleichungen  sechsten  Grades  zur  Valentiner-Wiman- 
gruppe,  wie  ich  ihn  in  meiner  römischen  Note  von  1899  [vorstehend  als  Nr.  LX 
abgedruckt]  andeutete  und  den  ich  jetzt  ausführlicher  exponieren  will, 
bedarf  der  Anlehnung  an  die  quaternäre  Substitutionsgruppe  in  keiner 
Weise.  Der  Deutlichkeit  halber  will  ich  die  in  Betracht  kommenden 
Überlegungen  wieder  in  eine  Reihe  von  Nummern  spalten,  deren  Auf- 
einanderfolge die  Analogie  mit  dem  oben  bei  den  Gleichungen  fünften 
Grades  befolgten  Gedankengange  deutlich  hervortreten  läßt.  Folgender- 
maßen: 

1 .  Die  Aufgabe  ist,  aus  frei  veränderlichen  sechs  Größen  2^ ,  2.3 ,  . . . ,  2;^ 
solche  drei  Funktionen  x^^,  a;.^,  x,^  zusammenzusetzen,  deren  Verhältnisse 
bei  den  360  geraden  Vertauschungen  der  z  die  360  Kollineationen  der 
Valentiner-Wimangruppe  erleiden. 

la.  Nun  hat  bereits  Herr  Wiman  a.  a.  0.  bemerkt,  daß  sich  die  An- 
zahl der  Valentineroperationen,  wenn  man  von  den  Kollineationen  der 
Ebene  zu  den  entsprechenden  ternären  linearen  Substitutionen  übergeht, 
mindestens  verdreifacht.  Es  ist  also  von  vornherein  ausgeschlossen,  daß 
die  gesuchten  x^^ ,  x,^ ,  x^  rationale  Funktionen  der  z^^ ,  2., ,  . . . ,  s^  sein  könnten. 
Wir  wollen  die  homogenen  Valentinersubstitutionen  fortan  so  fixieren,  daß 
ihre  Determinante  durchweg  gleich  Eins  ist.  Ihre  Zahl  beträgt  dann  genau 
3-360  =  1080  und  es  entsprechen  der  identischen  Kollineation  die  drei 
Substitutionen : 


t.-Tf 


(16)  x;  =  j^-x^,  x:^  =  j-x.„  x^  =  j^'x,,     (j  =^  e  ''  ;  V  =  0, 1,  2). 

Ib.  Wir  bemerken  jetzt,  daß  bei  diesen  1080  homogenen  Substitutionen 
die  zehn  Glieder  dritter  Ordnung,  die  man  aus  den  x  aufbauen  kann: 

3       2 
ajj ,  Xj^  X.2,  . '  ' 

ihrerseits  nur  360  lineare  Substitutionen  erleiden  (deren  Gruppe  mit  der 
Gruppe  der  geraden  Vertauschungen  der  2;^,  2.3,  . . .,  ^g  holoedrisch  isomorph 
sein  wird). 

2.  Wir  bilden  nun  ferner  eine  beliebige  kubische  ternäre  Form 
«111  ^1  +  3  a,i2  x^  a;^  -I-  . . . 

(die,  gleich  Null  gesetzt,  eine  „Kurve  dritter  Ordnung"  in  der  Ebene  der 
X  darstellt).  Die  Koeffizienten  a^^^,  3ajj2,  . ..  verhalten  sich  bei  beliebigen 
linearen  Substitutionen  der  a;^,  x^,  a^g  zu  den  x'^^x^x^,  ...  kontragredient. 
Sie  erleiden  also  bei  den  Substitutionen  der  Valentinergruppe  ebenfalls 
genau  360  lineare  Substitutionen,  die  mit  den  360  geraden  Vertauschungen 
der  2^ ,  2.^ ,  . . . ,  Sg  eindeutig  zusammengeordnet  werden  können. 
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8.  Wir  schließen  hieraus,  daß  es  ohne  weiteres  möglich  ist,  zehn 
rationale  Polynome  der  frei  veränderlichen  Größen  z^ ,  2., ,  . . . ,  2,5  zu  bilden : 

^111'  r'112.  ••• 
welche  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  genau  so  substituieren, 
wie  die 

^111  ->    ^112  5  •  •  •  • 

bei  den  korrespondierenden  Substitutionen  der  Valentinergruppe,  —  also 
den  Wurzeln  2,  wie  wir  es  kurz  ausdrücken,  in  rationaler  W^eise  eine 
Kurve  dritter  Ordnung  kovariant  zuzuordnen. 

3a.  Um  es  anders  auszudrücken:  Man  kann  auf  mannigfache  Weise, 
ohne  Benutzung  akzessorischer  Irrationalitäten^^),  eine  von  den  z  und  x 
abhängige,  in  den  x  kubische  Form  bilden: 

(17)  ^(s^,  ...,  zja;^,  x.-,,x.^)  ^(f^^^-x^  +  S(p^j^.yx^  x.^,  ..., 

welche  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  x^,  a;«?  ^3  die  Valentin  er  Substitu- 
tionen und  gleichzeitig  auf  die  z^,  . . . ,  z^.  die  korrespondierenden  geraden 
Vertauschungen  ausübt. 

4.  Was  die  wirkliche  Herstellung  einer  solchen  Form  Q  angeht,  so 
unterlasse  ich  wieder,  den  allgemeinen  aber  weitläufigen  Prozeß  heranzu- 
ziehen, den  ich  für  alle  derartigen  Aufgaben  in  Bd.  15  der  Math.  Annalen 
[Abh.  LVII]  gab,  sondern  entwickle,  genau  wie  bei  den  Gleichungen  fünften 
Grades  an  der  entsprechenden  Stelle,  eine  abgekürzte  Methode,  die  sich 
(im  Laufe  des  vergangenen  Winters)  aus  meiner  Korrespondenz  mit  Herrn 
Gordan    ergeben   hat.     Man   hat   folgende   Beziehungen    zu    kombinieren: 

4a.  Bei  den  360  Kollineationen  der  Valentiner-Wimangruppe  spielen, 
wie  zuerst  Herr  Wim  an  nachwies,  zwei  Systeme  von  je  sechs  Kegel- 
schnitten eine  wichtige  Rolle.  Die  sechs  Kegelschnitte  jedes  der  beiden 
Systeme  vertauschen  sich  bei  den  360  Kollineationen  auf  360  Weisen  unter 
sich.  Die  Gleichungen  dieser  2  •  6  Kegelschnitte  sind  (bei  Zugrunde- 
legung eines  geeigneten  kanonischen  Koordinatensystems)  zuerst  von  Herrn 
Gerbaldi  aufgestellt  worden  (Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Pa- 
lermo, t.  XII,  1898:  Sul  gruppo  semplice  di  360  collineazioni  piane,  I; 
vgl.  auch  die  bereits  1882  in  den  Atti  di  Torino,  Bd.  XVII,  S.  358 ff. 
veröffentlichte  Note:  Sui  gruppi  di  sei  coniche  in  involuzione).  Ich  will 
hier  die  korrespondierenden  ternären  quadratischen  Formen,  indem  ich 
mich  auf  das  eine  System  von  sechs  Kegelschnitten  beschränke,  nach  dem 
Vorgange  von  Herrn  Gordan  gleich  mit  der  Determinante  1  ausstatten. 
Wir  können  dann  schreiben: 


^®)  Abgesehen  natürlich  von  den  numerischen  Irrationahtäten,  welche  in  den  Substi- 
tutionen der  Valentiner-Wimangruppe  auftreten.  Es  sind  dies  (in  Übereinstimmung 
mit  den  im  Texte  folgenden  Formeln  (18)  usw.)  die  Quadratwurzeln  y      3  und  v^5. 
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^1  =  ^1  -r/  ^^2  +?'^^h 


(1'"^  >  \  k,  =  ^  ^  ^^~^  (a;,-  -f  a;.;  +  a;|)  -f  {^^  '^^~~yx.,x,,  -  x,,x^  ~  x,x.;), 

K  -  — 8 — (^r+^-;+^3)  +  ^ — i — )(~x.^x.,-i-x.,x^~x^x.^, 
_i^„j  15    ^     ,      ,      /-s-v-r^v 

Die  k^,  . . .,  k^.  sin5  durch  die  Förderung,  daß  ihre  Determinante  gleich  1 
sein  soll,  nur  je  bis  auf  eine  dritte  Einheitswurzel  bestimmt.     In  der  Tat 
vertauschen  sich  auch  die  vorstehenden  ä:  bei  den  1080  Valentinersubstitu- 
tionen  unter  Multiplikation  mit  gewissen  dritten  Einheitswurzeln. 
4b.   Wir  wollen  nunmehr  aus  irgend  drei  der  k: 

k\  k'\  k'" 

eine  in  deren  Koeffizienten  trilineare  Kovariante  und  eine  ebensolche  Invariante 
bilden.  —  Als  erstere  wählen  wir  die  Funktionaldeterminante  ¥  k"  k'"  |,  die 
bei  Vertauschung  zweier  k  ihr  Vorzeichen  wechselt.  Als  Invariante  nehmen 
wir  eine  symmetrische  Verbindung  der  Koeffizienten  der  drei  k,  nämlicli 
denjenigen  Ausdruck,  der  bei  der  Entwicklung  der  Koeffizientendetermi- 
nante der  Form  V k'  -^  a" k"  -^  l'" k'"  mit  VW"  multipliziert  erscheint. 
Ich  will  denselben  hier  vorübergehend  mit  [k' k"  k"')  bezeichnen;  es  ist 
dies  im  vorliegenden  Falle  eine  einfache  numerische  Größe.  Wir  bilden 
jetzt,  für  alle  möglichen  Tripel  k',  k'\  k"\  den  Quotienten 

{k'k"¥")' 

Man  zeigt,  daß  die  20  so  erhaltenen  Terme  sich  bei  den  1080  Substitutionen 
der  Valentiner-W imangruppe  genau  so  unter  evtl.  Vorzeichenänderung 
vertauschen,  wie  die  20  Differenzenprodukte 

iz"  ~^z"'){z"'  -^z')[z'  -z") 
bei  den  korrespondierenden  geraden  Vertauschungen  der  z. 

4  c.  Daher  haben  wir  in  der  über  alle  Tripel  erstreckten  Summe 

(li.)  T(z"-z"'){z"'~z')(z'-z")-^ll„l,„l 

ein  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Form 

Q(z^,  ...,  z,^\x^x.,x._^), 
wie  wir  sie  in  Nr.  3  a  suchten. 

Klein.  Gesammelte  math.  Abhandlungen,  ir.  82 
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Allgemeinere  Beispiele  (die  wir  im  folgenden  indes  nicht  brauchen)  erhält 
man,  wenn  man  in  (19)  statt  des  Differenzenprodukts  der  z\  z'\  z"  irgend- 
eine Determinante 

2'«    z"^ 

z'^     z"t'     z'"' 

•einsetzt. 

4d.  Ordnen  wir  jetzt  die  Summe  (19)  nach  den  sukzessiven  Gliedern 
x\,x\x^^  . . . ,  indem  wir  wie  in  Formel  (17)  schreiben : 

so  haben  wir  in  den  ^^^n,  9^112' •*  •  g^i^^-u  solche  rationale  Funktionen  der 
2^,  . . .,  Zg,  wie  wir  sie  in  Nr.  3a  suchten. 

5.  Es  wird  nun  darauf  ankommen,  der  Kurve,  dritter  Ordnung 

(21)  1  =  0 

(deren  Koeffizienten  rational  von  den  z  abhängen,  [die  also  den  z  ko- 
variant  zugeordnet  ist])  einen  Punkt  x^\x.-^\x.^  unter  Heranziehung  mög- 
lichst niedriger  akzessorischer  Irrationalitäten  in  kovarianter  Weise  zuzu- 
ordnen. 

Die  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  bietet  hierzu  ver- 
schiedene Möglichkeiten.  Ich  will  hier  der  Kürze  halber,  wie  ich  es  in 
meiner  römischen  Note  [Nr.  XL]  tat,  einen  Wendepunkt  der  Kurve  dritter 
Ordnung  wählen.  In  der  Tat  verlangt  die  Bestimmung  eines  solchen  Wende- 
punktes nach  der  bekannten  Theorie  von  Hesse  nur  solche  Irrationali- 
täten, welche  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  als 
niedere  Irrationalitäten  ansehen  kann:  Quadratwurzeln  und  Kubikwurzeln. 
(Die  Einzelheiten  sollen  hier  unerörtert  bleiben.)  Andererseits  ist  der 
Wendepunkt  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  gewiß  in  kovarianter  Weise 
verknüpft:  wenn  man  auf  die  Kurve  und  den  auf  ihr  gewählten  Wende- 
punkt irgendeine  Kollineation  ausübt,  so  wird  man  auf  der  entstehenden 
neuen  Kurve  unter  den  neun  überhaupt  auf  ihr  vorhandenen  Wendepunkten 
jedesmal  einen  bestimmten  erhalten.  Es  gilt  dies  insbesondere  von  den 
360  Kollineationen  der  Valentiner -Wim  an  gruppe. 

6.  Wir  denken  uns  jetzt  in  die  Koordinaten  x^ :  x.^ :  x.^  des  von  uns 
gewählten  Wendepunktes  statt  der  Koeffizienten  99^^^,  cp^^,^,  ...  der  Kurve 
dritter  Ordnung  ihre  aus  (20)  resultierenden  Werte  in  den  z^,  ...,  2;^  ein- 
getragen. 

6  a.  Wenn  wir  in  diesen  Ausdrücken  der  x^'.x^:x^  die  2^,  . . .,  z^^  be- 
liebig in  gerader  Weise  vertauschen,  erleiden  sie  die  eindeutig  bestimmten 
Kollineationen  der  Valentiner-Wimangruppe.    Wir  schließen  daraus,  daß 


r 
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die  rationalen  Funktionen  der  z^ ,  . . . ,  z^,  welche  nach  Anbringung  aller 
Reduktionen  in  den  Ausdrücken  der  x^  :  x.^ :  0:3  unterhalb  der  auftretenden 
Quadratwurzeln  und  Kubikwurzeln  verbleiben,  bei  den  geraden  Vertau- 
schungen der  z  ungeändert  bleiben.  Sie  können  also  als  rationale  Funk- 
tionen der  Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  sechsten  Grades  und  der 
Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante  dargestellt  werden.  Daher  werden 
wir  die  bei  der  Ausrechnung  des  Wendepunktes  erforderlichen  Irrationali- 
täten mit  Fug  und  Recht  als  akzessorische  Irrationalitäten  niederen  Cha- 
rakters bezeichnen  dürfen. 

6  b.  Wir  haben  also  mit  der  Berechnung  der  Koordinaten  x^ :  x., :  x^ 
eines  Wendepunktes,  unserer  O3  in  der  Tat  der  Aufgabe  entsprochen,  auf 
die  es  hier  ankani :  aus  den  frei  veränderlichen  z  unter  Adjunktion  akzes- 
sorischer Irrationalitäten  elementaren  Charakters  Größen  x^ :  x,-^ :  x^  zu 
bilden,  welche  hei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  die  360  Kollineationeri 
der  Valentiner -Wimangruppe  erleiden. 

Dies  ist  die  Ausführung  des  speziellen  Inhaltes  meiner  römischen 
Note  [Nr.  LX],  welche  ich  hier  zu  geben  dachte. 

6  c.  Man  wird  vielleicht  noch  eine  genauere  Auseinandersetzung  der  in 
Nr.  6  a  benutzten  Schlußweise  wünschen.  Am  einfachsten  wäre  es,  an 
der  Kurve  (21)  die  bekannten  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  eines 
Wendepunktes  einer  Kurve  dritter  Ordnung  führen,  alle  durchzurechnen 
und  die  Richtigkeit  der  Behauptung  damit  tatsächlich  zu  bestätigen.  Im 
übrigen  kann  man,  wie  mir  Herr  Gordan  bemerkt,  die  ganze  Schwierig- 
keit der  Schlußfolgerung  folgendermaßen  umgehen.  Man  stelle  einfach  die 
Gleichung  neunten  Grades  auf,  der  die  neun  Werte  genügen,  welche  eine 
absolute  Invariante  der  Valentiner-Wimangruppe  (z.  B.  das  sogleich  zu 
nennende  v)  in  den  neun  Wendepunkten  annimmt!  Diese  Gleichung  muß 
für  alle  360  Kurven  dritter  Ordnung  (welche  durch  die  Substitutionen  der 
Valentiner-Wimangruppe  und  also  durch  gerade  Vertauschung  der  2;  aus- 
einander hervorgehen)  dieselbe  sein.  Ihre  Koeffizienten  sind  also  nach  Weg- 
werfung gleichgültiger  Faktoren  selbst  solche  rationale  Funktionen  der  z, 
welche  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändern.  Dabei 
kann  der  Affekt  dieser  Gleichung  neunten  Grades  kein  anderer  sein,  als 
der  der  ursprünglichen  Wendepunktsgleichung.  Sie  wird  also  ebenfalls 
durch  Quadratwurzeln  und  Kubikwurzeln  gelöst,  unter  denen  dann  aber 
selbstverständlicherweise  nur  solche  rationale  Funktionen  der  z  stehen,  die 
sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändern.  Adjungieren 
wir  jetzt  einen  der  so  resultierenden  neun  Werte  unserer  absoluten  In- 
variante (also  etwa  des  v),  so  wird  sich  aus  ihm  und  der  Gleichung  (21) 
der  Kurve  dritter  Ordnung,  bzw.  der  Gleichung  ihrer  Hesseschen  Kurve, 
der  zugehörige   einzelne  Wendepunkt   x^:x^:  x.^   rational   berechnen.     Und 
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damit  ist  die  Behauptimg  der  Nr.  6  a,  betreffend  die  bei  der  Berechmmg 
des  Wendepunktes  erforderlichen  Irrationalitäten,  von  selbst  mit  bewiesen. 
7  a.  Die  weitere  Behandlung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  wird  nun 
ohnehin  in  der  Weise  erfolgen  müssen,  daß  wir  für  den  herausgegriffenen 
Wendepunkt  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  die  absoluten  Invarianten  der 
Valentin  er -Wim  an  gruppe  berechnen.  Nach  den  iVngaben  von  Herrn 
Wim  an   hat   die  Valentiner-Wim  an  gruppe   drei  niedrigste  Invarianten: 

(22)  F,  H,  0 

beziehungsweise  von  den  Graden  6,  12  und  ;^0  in  den  x^,  x^,  x.^.  Aus 
ihnen  setzen  sich  die  beiden  fundamentalen  absoluten  Invarianten  zusam- 
men, die  ich  im  Anschlüsse  an  die  sogleich  zu  nennende  Arbeit  von 
Herrn  L  achtin  hier  mit  v  und  w  bezeichne: 

(23)  t 

Tragen  wir  hier  für  x^^  :  x,^ :  x.^  die  Koordinaten  unseres  Wendepunktes  ein. 
so  werden  die  v,  w  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  der  Gleichung 
sechsten  Grades  und  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante  bzw.  der 
zwischendurch  eingeführten  akzessorischen  Irrationalitäten.  Die  Berechnung 
der  x^ :  x., :  x,^  aus  den  somit  bekannten  v,  iv  ist  das  Normalprohlem,  auf 
welches  wir  die  Auflösung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  reduzieren. 
Es  ist,  so  wie  es  nun  vor  uns  steht,  ein  Problem  mit  zwei  willkürlichen 
Parametern,  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sich  alle  seine  360  Lösungssysteme 
x^ :  x.^ :  x.^  aus  einem  beliebigen  derselben  durch  die  360  von  vornherein  be- 
kannten Kollineationen  der  Valentiner-Wiman gruppe  ergeben.  Irgendeine 
Methode,  die  Parameterzahl  mit  Hilfe  fernerer  niederer  Irrationalitäten  auf 
eins  herabzudrücken,  ist  nicht  zur  Hand.  Versucht  man  beispielsweise 
dem  Wendepunkte  x^ :  x^:x,^^  den  wir  auswählten,  einen  Punkt  x[ :  x!, :  x'^ 
der  Kurve  sechster  Ordnung  F  =^  {)  in  kovarianter  Weise  zuzuordnen  und 
damit  statt  des  Normalproblems  (23)  das  folgende  zu  setzen: 

(24)  r  =  o,  r  =  j;;„ 

so  stößt  man  bei  dem  gewöhnlichen  Ansätze  (Schnitt  der  Kurve  jF  =  0 
mit  einer  vom  Punkte  x^\x^:x.^  kovariant  abhängenden  geraden  Linie) 
auf  eine  Hilfsgleichung,  die  selbst  wieder  vom  sechsten  Grade  ist! 

Der  Vollständigkeit  wegen  verlangen  wir  endlich  noch  Umkehrformeln 
aufzustellen,  d.  h.  die  Wurzeln  2^ ,  . .  .^z^^  der  vorgelegten  Gleichung  sechsten 
Grades  durch  das  einzelne  Lösungssystem  x^'.x.^:x.^  von  (23)  und  die  als 
bekannt  vorausgesetzten  Größen   rational   zu  berechnen.     Hiermit  ist  der 
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algebraische  Teil  der  von  uns  hier  zu  skizzierenden  Auflösung  der  Glei- 
chungen sechsten  Grades  vollständig  umschrieben^'). 

7  b.  Der  transzendente  Teil  aber  wird  verlangen,  aus  den  Gleichungen  {2)1 ) 
die  x^ :  x.y^ :  x.^  irgendwie  durch  unendliche  Prozesse  ivirklich  zu  berechnen. 
Einen  ersten  Ansatz  hierzu  macht  Herr  L achtin  in  einer  umfangreichen 
Arbeit,  welche  zuerst  russisch  (1901)  im  22.  Bande  der  Moskauer  Mathe- 
matischen Sammlung  und  dann  1902  in  deutscher  Bearbeitung  in  Bd.  56 
der  Math.  Annalen  erschienen  ist^*^). 

Schreiben  wir: 

\F  yF  yF 

so  erweisen  sich  die  y  als  Lösungssystem  von  drei  simultanen  partiellen 
Differentialgleichimgen,  welche  die  drei  zweiten  Differentialquotienten 

c^y        d^jj         d~y 
dv- '      dvcw  '      dw'^ 


durch  die  beiden  ersten  [~-  und  ~^]  und  das  u  selbst  linear  ausdrücken. 

Herr  La  cht  in  hat  a.  a.  0.  gezeigt,  daß  die  Koeffizienten  dieser  Differential- 
gleichungen rationale  ganze  Funktionen  der  absoluten  Invarianten  v,  w 
sind,  die  gewisse  angebbare  Grade  nicht  übersteigen.  Dagegen  hat  er  die 
numerischen  Koeffizienten  dieser  Polynome  nicht  ausgerechnet.  Die  hier 
verbleibende  Lücke  wii*d  nun  gerade  durch  die  Arbeit  des  Herrn  Gordan, 
auf  die  ich  im  Eingang  dieses  Briefes  verweise,  ausgefüllt.  In  der  Tat 
ist  es  Herrn  Gordan  dort  gelungen,  die  in  Rede  stehenden  partiellen 
Differentialgleichungen  explizite  aufzustellen.  Es  ist  damit  ermöglicht, 
^^^  2/i'  2/2 '  2/3  i^^ch  Potenzen  von  v  und  w  oder  auch  von  beliebigen 
linearen  Funktionen  von  v  resp.  w  in  Reihen  zu  entwickeln,  und  es  kann 
dann  nicht  mehr  schwer  sein,  die  Bereiche  zu  bestimmen,  in  denen  die 
verschiedenartigen  so  entstehenden  Reihen  konvergieren,  —  also  das  trans- 
zendente Problem  in  direkter  Weise  zu  lösen^^). 

8.  Der  Vollständigkeit  wegen  muß  hinzugefügt  werden,  daß  das  spezielle, 
durch  die  Gleichungen  (24)  vorgestellte  Normalproblem  bereits  eingehender 
funktionentheoretisch  diskutiert  ist.    Herr  Fricke  hat  1896  auf  der  Frank- 

^')  [Man  denkt  unwillkürlich  daran,  die  Betrachtungen  des  Textes  nach  dem 
Muster  der  Erörterungen,  die  ich  auf  Grund  der  Gor d ansehen  Arbeiten  auf  S.  426 ff. 
zu  den  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen  ge- 
geben habe,  zu  vervollständigen.     K.| 

'^)  Die  Differentialresolveute  einer  algebrai. sehen  Gleichung  techsten  Grades  allge- 
meiner Art.     (Math.  Annalen,  Bd.  56,  S.  445—481.) 

^'•♦)  [Die  Aufstellung  dieses  Differentialgleichungssjstems  entspricht  ganz  dem, 
was  Herr  Boulanger  für  die  Co^g  und  G^^^^  geleistet  hat.  Vgl.  hierzu  die  Fußnote  *-) 
auf  S.  4'2:i.     K.l 
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furter  Naturforscherversammlung  die  der  Valentiner -Wimangruppe  ent- 
sprechende Zerlegung  der  zur  Kurve  F  =  0  gehörenden  Riemannschen 
Fläche  (vom  Geschlecht  10)  in  Fundamentalbereiche  behandelt  und  eine 
nahe  Beziehung  derselben  zur  Zerlegung  der  Halbebene  in  Kreisbogendrei- 
ecke von  den  Winkeln 

Jl  TC  -TT. 

bemerkt-^).  Herr  Lachtin  hat  dann  1898  im  51.  Bande  der  Math.  Annalen'-^) 
diese  Angaben  bestätigt  und  die  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung aufgestellt,  welcher  —  im  Falle  der  Gleichungen  (24)  —  die  mit 
einem  geeigneten  Faktor  multiplizierten  Größen  Xy  in  bezug  auf  den  Para- 
meter t  genügen. 

Ich  bin  am  Ende  meiner  Darlegungen.  Die  Analogie  der  vorge- 
schlagenen Auflösung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  mit  der  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  durch  die  Ikosaedergleichung  tritt,  hoffe 
ich,  überzeugend  hervor.  Eine  feinere  Durchführung  der  Einzelheiten,  wie 
sie  für  die  Gleichungen  fünften  Grades  seinerzeit  von  Herrn  Gordan  und 
mir  gegeben  wurde  und  in  geometrischer  Form  in  meinen  „Vorlesungen 
über  das   Ikosaeder"  zur  Darstellung   gelangte,   muß   vorbehalten  werden. 

Göttingen,  den  22.  März  1905. 


[Gordan  hat  den  vorstehend  berührten  Fragen  nur  noch  eine  einleitende  Ab- 
handlung widmen  können.  (Math.  Annalen,  Bd.  68,  1909/10:  Über  eine  Klein  sclip 
Bilinear  form.)  Er  erreicht  dort  eine  wesentliche  Vereinfachung  der  zur  Bildung  ge- 
eigneter Xi,  X.2,  OTg  erforderlichen  akzessorischen  Irrationalität.  Statt  der  Kurve  dritter 
Ordnung  der  a;-Ebene,  welche  ich  dem  Wertsystem  z^,  . .  .,  z^  rational  zuordnete, 
benutzt  er  nämlich  einen  Konnex  (1,1),  also  eine  in  den  x  und  den  kontragredienten 
II  bilineare  Form  (deren  Koeffizienten  wieder  so  als  rationale  ganze  Funktionen  der  z 
angesetzt  werden  müssen,  daß  die  Form  bei  den  360  Vertauschungen  der  z  und  den 
entsprechenden  linearen  Substitutionen  der  x  und  u  unverändert  bleibt).  Um  dann 
einen  zu  den  Vertauschungen  der  z  „kovarianten"  Punkt  x  zu  finden,  hat  man  nur 
mehr  eine  Wurzel  einer  leicht  aufzustellenden  kubischen  Gleichung  zu  bestimmen, 
nämlich  einen  Fixpunkt  des  Konnexes  aufzusuchen. 


^'^)  Vgl.  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  Bd.  5:  Über 
eine  einfache  Gruppe  von  360  Operationen.  [Herr  Fricke  hat  in  der  Folge  seine  ein- 
schlägigen Untersuchungen  noch  wesentlich  fortgesetzt  und  insbesondere  die  haupt- 
sächlichen Resolventen,  welche  das  Problem  der  C.jog  für  F  0  besitzt,  vom  funktionen- 
theoretischen Standpunkte  aus  einheitlich  abgeleitet.  Vgl.  die  zusammenfassende 
Darstellung  von  1912  im  Anhang  zu  Bd.  11  der  von  Fricke  und  mir  herausgegebenen 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen  (S.  554—662:  ein  Beitrag 
zur  Transforraationstheorie  der  automorphen  Funktionen).     K.' 

"^)  Die  Differentialresolvente  einer  algebraischen  Gleichung  sechsten  Grades  mit  einer 
Gruppe  360.  Ordnung.     (Math.  Annalen,  Bd.  51,  1898/99,  S.  463—472.) 
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Insbesondere  gelingt  es  Gordan,  eine  Bilinearform  der  gewollten  Art  aufzu- 
stellen, deren  Grad  in  den  z  sechs  beträgt.  Indessen  hat  Herr  Coble  bald  darauf 
durch  systematischen  Formenbildungsprozeß  gezeigt  (Math.  Annalen,  Bd.  70,  1910/11), 
daß  man  nur  bis  zum  vierten  Grade  zu  gehen  braucht.  Er  stellt  auch  die  zugehörige 
kubische  Gleichung  wirklich  auf  und  skizziert  den  weiteren  Gang  der  dann  noch  zur 
Bestimmung  der  z  erforderlichen  algebraischen  Rechnung.     K.] 


Ich  gebe  zum  Schluß  hier  noch  die  auf  S.  491  Fußnote  ^^)  in  Aussicht  gestellten, 
auf  den  Kronecker  sehen  Satz   bezüglichen  Ausführungen. 

Vorab  der  Vollständigkeit  halber  einige  kurze  Andeutungen  über  meinen  ur- 
sprünglichen Beweis  vom  Januar  1877.  Ich  hatte  damals  mit  dem  Umstände  operiert, 
(laß  alle  Ikosaederformen ,  und  auch  die  Tetraederform,  geraden  Grad  besitzen. 
Dieser  Umstand  ist  najtürlich  seinerseits  eine  Folge  der  von  mir  in  Abh.  LIV  in  den 
\'ordergrund  gerückten  Verdoppelung  der  Anzahl  der  homogenen  Substitutionen, 
welche  sonach  auch  damals  bereits  der  eigentliche  Beweisgrund  war. 

Im  Übrigen  habe  ich  noch  genauer  auf  die  Bezugnahme  zwischen  Kronecker  und 
mir  von  Ostern  1881  einzugehen.  Kronecker  hat  mir  damals  ein  aus  dem  Jahre  1861 
stammendes  Manuskript  vorgelegt,  von  dem  ich  den  für  mich  in  Betracht  kommenden 
Teil  abschreiben  konnte  (die  Abschrift  trägt  das  Datum  des  23.  März).  Kronecker 
setzt  dort  zum  Beweis  seines  Theorems  genau  so  ein,  wie  ich  es  später  getan  habe, 
indem  er  den  Lürothschen  Satz  betr.  rationale  Kurven  (den  dieser  in  den  Math. 
Annalen,    Bd.  9   [1875^  voröff entlicht   hat)    antizipiert  und  von  da  zu  der  Aufgabe 

kommt,   aus  fünf    frei  veränderlichen '  Größen  a;.,,...,a-,    eine  rationale  Funktion  — 

ZU  bilden,  welche  sich  bei  den  60  geraden  Vertauschungen  der  x  linear  transformiert. 
Dann  aber  begegnet  ihm  ein  merkwürdiger  Lapsus.  Da  sich  Kronecker  mit  dem 
allgemeinen  Begriff  einer  Gruppe  linearer  Substitution  (einer  Veränderlichen)  damals 
noch  nicht  vertraut  gemacht  hatte,  schließt  er  irrtümlicherweise,  die  in  Betracht 
kommenden  60  linearen  Transformationen   müßten  aus   der  Wiederholung   derselben 

linearen  Substitution  entstehen,    —  also  von  einer  zyklischen  Gleichung  00.  Grades  ab- 

W 
hängen,  was  (nach  Galoisschen  Grundsätzen)  selbstverständlich  unmöglich  ist.      Bei 
dieser  Überlegung  hatte  sich  Kronecker  damals  beruhigt. 

In  der  Vorlesung  von  1885 — 86  ist  dieser  Fehler  natürlich  richtiggestellt.  Ganz 
wie  bei  mir  wird  geschlossen,  daß  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  an  sich 
durchaus  willkürlichen  x^^,  .  .  .,  x^  die  Polynome  q  und  ?/'  binär  linear  substituieren 
müßten,  ferner,  daß  ein  solches  binäres  Verhalten  bereits  unmöglich  ist.  wenn  man 
eines  der  x  festhält  und  nur  die  andern  x  in  gerader  Weise  vertauscht.  Bei  dem 
Beweise  dieser  Unmöglichkeit  finde  ich  noch  eine  unnötige  Komplikation.  Ich  zeigte 
oben,  S.  485,  daß  schon  bei  der  Vierergruppe  (welche  die  vier  x  paarweise  vertauscht) 
die  in  Betracht  kommende  Unmöglichkeit  hervortritt.  Statt  dessen  kombiniert 
Kronecker,  um  zu  einem  Widerspruch  zu  gelangen,  eine  Operation  der  Vierergruppe 
mit  der  zyklischen  Vertauschung  dreier  ;r.     Das  ist  weniger  durchsichtig. 

Abgesehen  von  diesem  Nebenpunkte  ist  sachlich  volle  Übereinstimmung  vor- 
1  landen.  Es  bleibt  nur  eine  subjektive  Differenz,  die  ich  schon  auf  S.  158,  159  des 
Ikosaederbuches  ausführiich  zur  Sprache  brachte,  die  ich  al)er  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit auch  hier  nicht  unberührt  lassen  will.  Kronecker  hat  das  Verdienst,  eben  bei 
seinen  Untersuchungen  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  zwischen 
den  natürlichen  Irrationalitäten  (welche  rationale  Funktionen  der  X(^,...,x^  sind) 
und  den  anderen,  die  ich  akzessorische  nenne,  zum  ersten  Male  klar  unterschieden 
zu  haben.    In  seiner  ersten  Mitteilung  von  1858-^)  macht  er  übrigens   selbst  noch  un- 


")  Comptes  Rendus  1858,  1  (Bd.  46)  (Brief  an  Her  mite). 
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bedenklich  von  einer  akzessorischen  Quadratwurzel  Gebrauch.  Erst  in  der  späteren 
Arbeit  von  1861'-^)  glaubt  er,  den  Gebrauch  akzessorischer  Irrationalitäten  in  der 
Gleichungstheorie  überhaupt  untersagen  zu  sollen.  In  seiner  Vorlesung  1885 — 86 
hält  er  an  diesem  Verdikt  fest:  die  Verwendung  der  akzessorischen  Irrationalitäten 
sei  „algebraisch  wertlos ",  weil  sie  die  „Gattungen  auseinanderreiße''.  Um  dieser 
Forderung  Nachdruck  zu  geben,  nennt  er  sie  das  „Abelsche  Postulat".  —  Dem 
gegenüber  bin  ich  in  meinen  hier  vorstehend  abgedruckten  Arbeiten,  wie  im  Ikosaeder- 
buch,  gleich  anderen  Autoren  der  Natur  und  der  Leistungsfähigkeit  der  gegebenen- 
falls auftretenden  akzessorischen  Irrationalitäten  nach  Möglichkeit  nachgegangen. 

Es  liegt  hier  ein  prinzipieller  Unterschied  in  der  Denkweise  vor.  Ich  will  nicht 
noch  erst  besonders  urgieren,  daß  Abel  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  durch  Wurzelzeichen '  fortgesetzt  die  Einheitswurzeln  f  verwendet,  die 
im  Zusammenhang  seiner  Betrachtungen  doch  auch  akzessorische  IiTationalitäten  sind 
(vgl.  oben  S.  486  Fußnote  ^)),  was  übrigens  Kronecker  weiterhin  selbst  ebenfalls  tut, 
weil  er  sonst  überhaupt  nicht  vom  Zusammenhang  der  Gleichung  fünften  Grades  mit  den 
Jac ob i sehen  Gleichungen  sechsten  Grades  würde  handeln  können.  Ich  will  auch 
nicht  ausführen,  daß  es  allgemein  in  der  Zahlentheorie  wie  in  der  Funktionentheorie 
in  vielen  Fällen  vorteilhaft  ist,  Verhältnisse  in  algebraischen  Körpern  durch  einfache 
Beziehungen  in  übergeordneten  algebraischen,  ja  tranzendenten  Körpern  zu  erläutern. 
Sondern  ich  will  nur  das  Grundsätzliche  betonen.  Soll  man,  wo  sich  neue  Erscheinungen 
(also  hier  die  Leistungsfähigkeit  der  akzessorischen  Irrationalitäten)  darbieten,  zu- 
gunsten einer  einmal  gefaßten  systematischen  Ideenbildung  die  Weiterentwicklung 
abschneiden,  oder  vielmehr  das  systematische  Denken  als  zu  eng  zurückschieben  und 
den  neuen  Problemen  unbefangen  nachgehen?  Soll  man  Dogmatiker  sein  oder  wie 
ein  Naturforscher  bemüht  sein,  aus  den  Dingen  selbst  immer  neu  zu  lerneo? 

Aus  den  Originalnotizen  Kronecke rs,  die  mir  Herr  Hensel  übersandte,  ist 
nichts  besonderes  zu  entnehmen.  Es  handelt  sich  in  der  Hauptsache  um  23  einseitig 
beschriebene  Folioblätter,  von  denen  sich  1 — 10  auf  die  Arbeit  von  1858  und  11 — 28 
auf  die  von  1861  beziehen.  Bemerkenswert  ist,  daß  die  Stellen,  die  ich  mir  1881 
abschrieb,  darin  fehlen.  Dafür  finden  sich  auf  den  Rückseiten  der  Blätter  17,  18 
Rechnungen  mit  fünften  Einheitswurzeln,  vermöge  deren  sich  Kronecker  offenbar 
überzeugt  hat,  daß  die  Gqq  der  gebrochenen  Ikosandersubstitutionen  wirklich  existiert. 

Die  Kritik,  die  ich  hiernach  an  dem  übersandten  Material  übe,  soll  der  hohen 
Stellung,  welche  ich  den  Krön  eck  ersehen  Untersuchungen  über  die  Gleichungen 
fünften  Grades  in  den  vorstehend  wiederabgedruckten  Abhandlungen  wie  insbesondere 
in  der  historischen  Darstellung  des  Ikosaederbuches  (vgl.  S.  141  — 161  daselbst)  zu- 
weise, in  keiner  Weise  etwas  abbrechen.  Kronecker  hat  zuerst  den  Pfad  gefunden, 
der  in  die  prinzipiellen  Fragen  der  Theorie  hineinführt,  nur  ist  er  ihn  anfangs  nicht 
zu  Ende  gegangen  und  hat  später,  wenigstens  formal,  abgelehnt,  andere  auf  dem 
weiteren  Wege  zu  begleiten.     K.] 


')  Berliner  Monatsberichte  1861,  abgedruckt  in  Grelles  Journal,  Bd.  59. 


Zur  mathematischen  Physik. 

A.  Lineare  Differentialgleichungen. 

(Abhandlung  LXII  bis  LXIX.) 

B,  Allgemeine  Mechanik. 

(Abhandlung  LXX  bis  LXXX.) 


Zur  Entstehung  meiner  Beiträge  zur 
mathematischen  Physik. 


An  verschiedenen  Stellen  dieser  Ausgabe  (z.  B.  in  Bd.  1,  S.  50,  in  Bd.  2,  S.  259) 
habe  ich  mein  ursprüngliches  Interesse  für  Physik  erwähnt.  Ich  wollte  die  ver- 
schiedenen Gebiete  der  Mathematik  nur  assimilieren,  um  mich  dann,  so  ausgerüstet, 
der  physikalischen  Forschung  zuzuwenden.  Die  Umstände  haben  es  aber  mit  sich  ge- 
bracht, daß  ich  mich  diesem  Ziele  nur  sehr  wenig  habe  nähern  können.  Die  kleinen 
Aufsätze,  welche  hier  als  dritter  Abschnitt  des  2.  Bandes  folgen,  mögen  das  Wichtigste 
wiedergeben,  was  ich  auf  physikalischem  Gebiete  veröffentlicht  habe  (abgesehen  von 
den  bereits  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe  abgedruckten  Abhandlungen  XXIX  bis  XXXIII 
zur  Relativitätstheorie).  Es  handelt  sich  im  vorliegenden  Bande  einerseits  um  Arbeiten 
über  lineare  Differentialgleichungen  der  Physik,  speziell  Lame  sehe  Funktionen,  hyper- 
geometrische Funktionen  und  Oszillationsfragen  (Abh.  LXII  bis  LXIX),  andererseits 
um  kleinere  Beiträge  zur  Mechanik  (Abh.  LXX  bis  LXXX).  Bei  der  ersten  Gruppe 
dieser  Arbeiten  leitet  die  Entwicklung  fast  unwillkürhch  auf  funktionentheoretische 
Fragen  über,  die  im  Zusammenhang  erst  in  Bd.  3  behandelt  werden  sollen,  wodurch 
die  Abgrenzung  der  beiden  Bände  einigermaßen  unscharf  wird.  Immerhin  kommen 
bei  den  hier  abgedruckten  Arbeiten  wesentlich  Realitätsfragen  zur  Sprache.  Bei  der 
zweiten  Gruppe  war  es  nirgends  mein  Bestreben,  neue  physikalische  Theorien  auf- 
zustellen, sondern  nur.  überkommene  mathematische  Ansätze  (die  durchaus  der  Phä- 
nomenologie angehören)  zu  klären,  bzw.  ihr  Ergebnis  der  Anschauung  zugänglich  zu 
machen. 

Die  erste  förderliche  Anregung  für  meine  diesbezüglichen  Arbeiten  empfing  ich 
bei  meiner  Übersiedelung  nach  Leipzig  1880  durch  den  Verkehr  mit  Carl  Neumann. 
Von  hier  aus  sind  die  beiden  Aufsätze  über  Lamesche  Funktionen  entstanden,  die 
ich  1881  in  den  Math.  Annalen  Bd.  18  veröffentlichte  (Abh.  LXII  und  LXIII).  Auch 
meine  Schrift  über  „Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer 
Integrale",  die  ich  1882  folgen  ließ,  die  jedoch  erst  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  als 
Abh.  XCIX  zum  Abdruck  kommen  wird,  läßt  die  physikalische  Beeinflussung  nicht 
verkennen;  sie  nimmt  ihren  Ausgangspunkt  geradezu  vom  physikalischen  Denken.  Aber 
erst  in  meinen  ersten  Göttinger  Jahren  (von  Ostern  1886  an)  bin  ich  dazu  gekommen, 
zusammenhängende  Vorlesungen  über  Mechanik  und  mathematische  Physik  aufzu- 
nehmen. (Vgl.  die  Bemerkungen  auf  S.  259  des  vorliegenden  Bandes.)  Wiederholte 
Besuche  in  Frankreich  und  insbesondere  in  England  haben  mich  in  meinen  Bestre- 
bungen wesentlich  gefördert  und  meinen  Blick  erweitert.  Auf  dem  Gebiete  der  Diffe- 
rentialgleichungen mögen  neben  meinen  weiteren  Aufsätzen  über  Lamesche  Funk- 
tionen, hypergeometrische  Funktionen  und  Oszillationsfragen  (Abh.  LXIV  bis  LXIX) 
hier  gleich  folgende  zwei  Bücher  genannt  werden:  Poe k eis.  Über  die  Differential- 
gleichung Au  f  k"ii  ~  0  und  deren  Auftreten  in  der  mathematischen  Physik"  (Leipzig 
1891)  und  Bocher,  Über  die  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie"  (Leipzig 
1894),  welche  beide  aus  von  mir  gehaltenen  Vorlesungen  entstanden  sind,  wie  die 
Verfasser  im  einzelnen  belegen,    und  von  denen  ich  das  erste  außerdem  mit  eigenen 
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Bemerkungen  versehen  habe.  Meinem  Bekanntwerden  mit  der  englischen  Mechanik^ 
besonders  mit  den  Ideen  Hamiltons  und  Maxwells  verdanken  die  Nr.  LXX  bis 
LXXII  und  LXXVII  bis  LXXVIII  ihre  Entstehung.  Im  Zusammenhang  hiermit  sei 
erwähnt,  daß  die  deutschen  Ausgaben  folgender  englischer  Lehrbücher  von  mir  ver- 
anlaßt wurden:  Routh,  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  (Leipzig  18i)3)^ 
Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  (Leipzig  1907),  Love,  Lehrbuch  der  Elasti- 
zität (Leipzig  1907). 

Im  übrigen  machte  ich  schon  an  einer  anderen  Stelle  dieser  Ausgabe  die  Be- 
merkung, daß  sich  mein  ganzes  Arbeitsprogramm  von  1892  an  fortschreitend  geändert 
hat,  da  ich  infolge  Schwarz'  Wegberufung  nach  Berlin  die  Verpflichtung  empfand, 
den  mathematischen  Unterrichtsbetrieb  an  der  Universität  Göttingen  allseitig  aus- 
zugestalten. Indem  H.  Weber  und  bald  darauf  an  seiner  Stelle  Hilbert  mir  zur 
Seite  traten,  welche  an  ihrem  Teile  eine  weitgehende  rein  mathematische  Lehrtätig- 
keit entwickelten,  wandte  ich  mich  wesentlich  der  organisatorischen  Seite  der  Uni- 
versitätsaufgabe zu.  Den  Wendepunkt  bildet  sozusagen  die  unter  Nr.  LXXIII  ab- 
gedruckte Begrüßungsrede,  die  ich  bei  der  Eröffnung  der  mit  der  Chicagoer  Welt- 
ausstellung von  1893  verknüpften  wissenschaftlichen  Kongresse  hielt.  [Über  meine  an 
diesen  Kongreß  anschließenden  Vorlesungen  in  Evanston  (Illinois)  machte  ich  schon 
auf  S.  5  dieses  Bandes  einige  Bemerkungen^).]  Die  amerikanische  Reise  gab  mir  dann 
weitere  Impulse,  für  deren  Durchführung  ich  die  weitgehende  und  entscheidende 
Unterstützung  von  Alt  ho  ff  erhielt,  der  damals  im  Ministerium  noch  Referent  für 
die  Universitäten  war,  Bhet  bereits  einen  weit  über  diese  Stellung  hinausgehenden 
Einfluß  auf  den  gesamten  Unterrichtsbetrieb  entwickelte.  Ich  muß  geradezu  sagen^ 
daß  die  außerordentlich  anregende  Kraft,  welche  Althoff  allen  Disziplinen  des 
Wissenschaftsbetriebes  und  später  des  Unterrichtes  überhaupt  hat  zuteil  werden  lassen,, 
auch  mich  in  ihren  Bann  geschlagen  und  für  lange  Jahre  meine  Tätigkeit  bestimmt 
hat.  Die  eine  der  beiden  Hauptaufgaben,  denen  ich  mich  zuwandte,  bezog  sich 
darauf,  an  der  Universität  und  zunächst  in  Göttingen  durch  Gründung  und  Belebung 
neuer  Institute,  die  wichtigsten  Zweige  der  Angewandten  Mathematik  und  Physik,. 
die  seit  dem  Tode  von  Gauß  mehr  und  mehr  verkümmert  waren,  wieder  zur  Geltung 
zu  bringen.  Die  andere  Aufgabe  bestand  darin,  dem  Unterricht  an  den  Schulen  eine 
dem  längst  erreichten  Fortschritt  der  Wissenschaften  entsprechende  Prägung  zu  geben. 
Diese  beiden  Aufgaben  haben  mich  in  den  folgenden  zwei  Jahrzehnten  um  so  mehr 
beschäftigt,  als  es  nicht  nur  darauf  ankam,  äußere  Einrichtungen  zu  schaffen,  sondern 
auch  deren  Betrieb  gegen  allerlei  Widerstände  wirklich  zu  beleben. 

Dabei  konnte  nicht  davon  die  Rede  sein,  daß  ich  auf  Vernachlässigung  der 
Reinen  Mathematik  hinarbeitete.  Blieb  ich  doch  z.  B.  all  die  Jahre  hindurch  in  der 
Redaktion  der  Mathematischen  Annalen,  in  die  ich  seit  Clebschs  Tode  (1872)  einge- 
treten war.  Ihren  klarsten  Ausdruck  findet  meine  Tendenz  in  dem  Unternehmen  der 
mathematischen  Enzyklopädie,  an  dem  ich  von  seinen  Anfängen  an  (Herbst  1894 )  wesent- 
lich mitgearbeitet  habe.  Es  sollte  über  den  Stand  der  ganzen  Mathematik,  einschließ- 
lich ihrer  Anwendungen,  Bericht  erstattet  werden.  Da  gerade  die  ,,Anwendungen" 
besondere  Schwierigkeiten  machten  (weil  zwischen  ihren  Vertretern  und  denen  der 
Reinen  Mathematik  Entfremdung  eingetreten  war),  spannte  ich  mich  für  diese  be- 
sonders ein.  Ich  unternahm  behufs  Anknüpfung  persönlicher  Beziehungen  (um  für 
die  einzelnen  Artikel  geeignete  Bearbeiter  zu  finden)  vielfache  Reisen  und  habe 
insbesondere  von  1899  ab  die  Redaktion  des  Bandes  Mechanik  selbst  geleitet, 
wobei  mir  bald  Conrad  Müller,  der  zunächst  Assistent  bei  mir  war,  als  wichtigster 
Mitarbeiter  zur  Seite  trat.  Das  Werk  ist  ja  noch  nicht  abgeschlossen;  aber  soviel 
darf  wohl  schon  jetzt  ausgesprochen  werden,  daß  es  gelungen  ist,  eine  große  Zahl 
geeigneter  Mitarbeiter  der  verschiedensten  Richtungen  für  ein  gemeinsames  Ziel  dauernd 
in  Anspruch  zu  nehmen. 


*)  Eine  dieser  Vorlesungen  ist  als  Nr.  XLVI  im  vorliegenden  Bande  abgedruckt. 
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Ich  habe  aber  auch  sonst  immer  mehr  den  Weg  eingeschlagen,  nicht  selbst  die 
i\rbeiten  auszuführen,  sondern  durch  Gewinnung  anderer  Persönlichkeiten  die  wert- 
voll erscheinenden  Ziele  beratend  und  beschlußfassend  zu  fördern.  Durch  die  Unter- 
stützung von  Alt  hoff  gelang  mir  insbesondere  1898  das  Zustandebringen  einer 
..Göttinger  Vereinigung  zur  Förderung  der  Angewandten  Mathematik  und  Physik" 
aus  maßgebenden  V^erl retern  der  deutschen  Großindustrie,  welche  die  naturgemäß 
knappen  Beiträge  des  Staates  zum  Bau  und  zur  Einrichtung  neuer  Universitätß- 
institute  durch  freie  Spenden  wesentlich  unterstützten.  Es  ist  in  der  Folge  durch 
diese  Vereinigung  für  die  Göttinger  üniversitätseinrichtungen  viel  Wertvolles  ge- 
schaffen worden.  Um  diese  Neugründungen  zu  beleben,  habe  ich  namentlich  auch 
vielfach  an  den  Seminaren  teilgenommen,  welche  meine  neuberufenen  Kollegen  über 
Angewandte  Mathematik,  einschließlich  Geodäsie,  Astronomie  und  Versicherungswesen, 
sowie  über  technische  Mechanik  und  technische  Elektrizitätslehre  veranstalteten.  Von 
dem  ganzen  auf  djese  Dinge  bezüglichen  Betrieb  kann  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe, 
in  der  es  sich  nur  um  den  Wiederabdruck  selbständig  wissenschaftlicher  Arbeiten  im 
engeren  Sinne  handelt,  nur  wenig  die  Rede  sein.  Es  mußte  aber  überhaupt  davon 
gesprochen  werden,  weil  sonst  die  Entstehung  der  kleineren  Beiträge  Nr.  LXXIV  bis 
LXXX  unverständlich  ist.  Die  Einzelheiten  der  Entwicklung  schildern  zwei  Fest- 
schriften, welche  die  Göttinger  Vereinigung  1908  und  1918  gelegentlich  ihres  10  jährigen 
und  20jährigen  Bestehens  ausgab,  sowie  eine  weitere  Festschrift  „Die  physikalischen 
Institute  der  Universität  Göttingen"  (1906).  Diese  sind  zwar  überhaupt  nicht  im 
Buchhandel  erschienen;  jedoch  sind  Exemplare  derselben  zusammen  mit  den  umfang- 
reichen Protokollen,  welche  über  die  jeweiligen  Versammlungen  der  Vereinigung  be- 
richten, auf  der  Göttinger  Universitätsbibliothek  zur  Einsichtnahme  hinterlegt.  Für 
die  Fernerstehenden  geben  das  beste  Bild  über  die  ganzen  hiernach  in  Betracht 
kommenden  Bestrebungen  zur  Förderung  der  Angewandten  Mathematik  und  Physik 
die  beiden  Bände,  die  ich  mit  meinem  verstorbenen  Freunde  E.  Riecke  zusammen 
veröffentlichte :  „Über  Angewandte  Mathematik  und  Physik  und  ihre  Bedeutung  für 
den  Unterricht  an  höheren  Schulen"  (Leipzig  1900)  und  ,.Neue  Beiträge  zur  Frage 
des  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts"  (Leipzig  1902). 

Beide  Schriften  sind  bei  Gelegenheit  von  Ferienkursen  für  die  Fortbildung  der 
Oberlehrer  entstanden.  Diese  Ferienkurse  waren  damals  Neueinrichtungen,  und  spe- 
ziell habe  ich  es  durchgesetzt,  daß  auch  die  Mathematik  an  ihnen  beteiligt  wurde.  Hier- 
mit komme  ich  zu  meinen  Bestrebungen,  dem  Schulunterricht  eine  neuzeitliche  Prä- 
gung zu  geben.  Für  den  Verein  zur  Förderung  des  mathematischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts,  der  Ostern  1895  in  Göttingen  zum  ersten  Male  tagte,  ließ 
ich  das  Buch  „Vorträge  über  auf  gewählte  Fragen  der  Elementargeometrie" 
(Leipzig  1895)  erscheinen,  das  Herr  Tägert  nach  einer  Vorlesung  von  mir  aus- 
gearbeitet hat.  Als  Festgabe  für  den  gleichen  Verein  sollte  1896  ein  Schriftchen  über 
den  Kreisel  folgen.  Aus  meinen  diesbezüglichen  Vorlesungen  ist  aber  unter  den  Händen 
meines  damaligen  Assistenten  Sommerfeld  ein  umfangreiches  Buch  geworden:  „Über 
die  Theorie  des  Kreisels"  (erschienen  in  vier  Heften,  Leipzig  1897  bis  1910).  In  den 
Ideenkreis  der  Kreiseltheorie  gehören  die  unten  abgedruckten  Nr.  LXXIV  bisLXXVI, 
von  denen  die  beiden  letzten  gelegentlich  einer  zweiten  Reise  nach  Amerika  1896  zum 
Jubiläum  der  Universität  in  Pf inceton  entstanden  sind.  Ich  möchte  ferner  meine  von 
S  c  h  i  m  m  a  c  k  herausgegebenen  Vorlesungen :  „  Vorträge  über  den  mathematischen  t^nter- 
richt"  (Leipzig  1906),  sowie  die  von  Hellinger  ausgearbeitete  Vorlesung:  „Elementar- 
mathematik vom  höheren  Standpunkte  aus"  (Autographie  in  zwei  Teilen,  Leipzig 
1908/09)  erwähnen,  von  denen  die  erste  die  Art  des  Mathematikunterrichts  an  den 
verschiedenen  Schulgattungen  vergleicht  und  insbesondere  auch  über  die  Entwicklung 
der  Göttinger  Universitätseinrichtungen  Bericht  erstattet,  während  die  zweite  solche 
wissenschaftliche  Probleme  behandelt,  die  der  Lehrer  an  den  höheren  Schulen  un- 
bedingt kennen  sollte,  um  seinem  Unterricht  die  richtige  Orientierung  zu  geben.  Diese 
Vorlesungen  sind  ganz  im  Sinne  der  von  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher 
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und  Ärzte  auf  Grund  langer  Kommissionsverhandlungen  1905  ausgegebenen  Meraner 
Lehrpläne,  bei  deren  Aufstellung  ich  wesentlich  mitwirkte,  gehalten.  Schon  vor- 
her hatte  ich  an  den  verschiedensten  Schulkonferenzen  teilgenommen,  und  von  1908 
an  habe  ich  10  Jahre  lang  die  in  Betracht  kommenden  Interessen  im  preußischen 
Herrenhaus  als  Vertreter  der  Universität  verfochten.  Ich  habe  mich  damals  ins- 
besondere auch  für  die  zweckmäßige  Ausgestaltung  der  Fachschulen  und  schließlich 
der  Volksschulen  interessiert.  Gleichzeitig  (1908)  trat  ich  an  die  Spitze  der  vom 
Internationalen  Mathematiker-Kongreß  in  Rom  eingesetzten  Internationalen  Mathe- 
matischen Unterrichts-Kommission  (IMUK),  welche  über  die  Didaktik  und  Organi- 
sation des  mathematischen  Unterrichts  sämtlicher  zivilisierter  Länder  berichtete.  Hier- 
bei ist  Deutschland  mit  5  Bänden  (=  9  Teilbänden ) :  „Abhandlungen  über  den  mathe- 
matischen Unterricht  in  Deutschland,  veranlaßt  durch  die  IMUK"  (Leipzig  1909  bis 
1916)  und  mit  einem  Band:  „Berichte  und  Mitteilungen,  veranlaßt  durch  die  IMUK) 
(Leipzig  1909  bis  1917)  vertreten.  Der  Weltkrieg  hat  diesem  Zusammenarbeiten  selbst- 
verständlich ein  Ende  gemacht.  Immerhin  ist  umfangreiches  Material  verarbeitet 
worden;  über  das  Geleistete  gibt  ein  Schlußbericht  des  Generalsekretärs  Fehr  (ver- 
öffentlicht im  L'Enseignement  Mathematique,  Bd.  21,  1920/21)  zusammenfassende  Aus- 
kunft. Hoffentlich  ist  die  große  Arbeit  trotz  der  Verschiebung  aller  Verhältnisse  nicht 
verloren,   sondern  wird   in  einer  glücklicheren  Periode   wieder  zur  Geltung  kommen. 

Ich  habe  oben  erzählt,  wie  ich  bestrebt  war,  den  universellen  Geist  von  Gauß 
in  Anpassung  an  die  neuzeitlichen  Verhältnisse  wieder  im  Mathematikunterricbt  der 
Universität  Geltung  zu  verschaffen.  Im  Zusammenbang  damit  möchte  ich  noch  er- 
wähnen, daß  ich  1897  nach  dem  Tode  Scherings  die  Leitung  der  Herausgabe  von 
Gauß'  Werken  übernahm.  Meine  wichtigsten  Mitarbeiter,  in  deren  Händen  die 
eigentliche  Redaktion  dieses  Unternehmens  lag,  waren  Brendel  und  später  neben 
ihm  Schlesinger.  Für  die  einzelnen  Hauptkapitel  wurden  geeignete  Bearbeiter 
herangezogen.  Über  diese  Tätigkeit  habe  ich  bisher  14  Berichte  in  den  Göttinger 
Nachrichten  (wieder  abgedruckt  in  den  Mathematischen  Annalen)  veröffentlicht.  Es 
sind  einige  neue  Bände  mit  wertvollem  Material  erschienen,  die  unsere  Kenntnis  von 
G  a u  ß '  Arbeiten  wesentlich  vervollständigen,  und  der  Abschluß  der  Ausgabe  ist  in  Sicht- 

Es  ist  manchem  Mathematiker  so  gegangen,  daß  auf  seine  wissenschaftlich  pro- 
duktive Periode  eine  mehr  praktisch  aktive  folgte.  Das  Ideal,  nach  beiden  Seiten 
gleichzeitig  tätig  zu  sein,  läßt  sich  in  unserer  unruhigen  Zeit  wohl  kaum  mehr  ver- 
wirklichen. Rückblickend  bin  ich  nun  zu  meinen  rein  mathematischen  Arbeiten  zu- 
rückgekehrt. Um  so  lieber  gebe  ich  hier  an,  wie  ich  mich  insbesondere  über  den 
Betrieb  der  Anwendungen  bei  Gelegenheit  geäußert  habe. 

Auf  dem  dritten  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  zu  Heidelberg  (1904) 
machte  ich  bei  der  Eröffnung  der  Abteilung  für  Angewandte  Mathematik  folgende 
Ausführungen 2):  „...Vergleicht  man  die  Gesamtwissenschaft  der  Mathematik  mit 
einer  Festung,  so  repräsentieren  die  verschiedenen  Teile  der  Angewandten  Mathematik 
die  Außenforts,  welche  die  Innenwerke  nach  allen  Richtungen  umgeben,  und  über 
welche  die  Verbindung  mit  dem  Vorgelände  hinüberführt.  Gemeinsam  allen  Teilen 
der  Angewandten  Mathematik  ist  dementsprechend  nur  dies,  daß  der  mathematische 
Gedanke  bei  ihnen  in  notwendige  und  untrennbare  Verbindung  zu  einem  Gebiete 
anderweiter  wissenschaftlicher  Fragestellungen  tritt.  Die  Angewandte  Mathematik 
steht  dadurch  in  ausgesprochenem  Gegensatz  zu  demjenigen  Zweige  unserer  Wissen- 
schaft, den  man  als  Zitadelle  der  Festung  ansehen  mag,  zur  formalen  Mathematik 
(im  Leibnizschen  Sinne),  d.  h.  zu  derjenigen  Behandlung  mathematischer  Fragen, 
welche  nach  Möglichkeit  von  jeder  konkreten  Bedeutung  der  vorkommenden  Größen 
oder  Symbole  absieht  und  nur  nach  den  äußerlichen  Gesetzen  fragt,  nach  denen  die- 
selben kombiniert  werden  sollen. 


^)  Vgl.  die  Verhandlungen  des  Dritten  Internationalen  Mathematik  er- Kongresses 
in  Heidelberg,  herausgegeben  von  Krazer,  Leipzig  1905,  S.  396  bis  397. 
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„Zum  Gedeihen  der  Wissenschaft  ist  ohne  Zweifel  die  freie  Entwicklung  aller 
ihrer  Teile  erforderlich.  Die  Angewandte  Mathematik  übernimmt  dabei  die  doppelte 
Aufgabe,  den  zentralen  Teilen  immer  wieder  von  außen  neue  Anregungen  zuzuführen 
und  umgekehrt  die  Erträgnisse  der  zentralen  Forschung  nach  außen  zur  Wirkung  zu 
bringen.  Die  Geltung  der  Mathematik  innerhalb  des  weiten  Bereiches  sonstiger  wesent- 
licher Interessen  erscheint  daher  in  erster  Linie  an  die  erfolgreiche  Betätigung  der 
Vertreter  der  Angewandten  Mathematik  gebunden.  Daher  sollen  wir  insbesondere  an 
derjenigen  Stelle  einsetzen,  wo  die  ausgiebigste  Gelegenheit  zu  einer  Einwirkung  der 
Mathematik  auf  weitere  Kreise  gegeben  ist:  beim  JugenduTiterricht  ..." 

In  der  Vorrede  zum  vierten  Bande  der  mathematischen  Enzyklopädie  (Mechanik, 
erschienen  1908)  sagte  ich:  „.  .  .  Mechanik,  überhaupt  Angewandte  Mathematik,  kann 
nur  durch  intensive  Beschäftigung  mit  den  Dingen  selbst  gelernt  werden;  die  Literatur 
gibt  nur  eine  Beihilfe.  Anleitung  zum  Beobachten  mechanischer  Vorgänge  von  früher 
Jugend  an,  und  ayf  höherer  Stufe  Verbindung  des  mathematischen  Nachdenkens  mit 
der  Arbeit  im  Laboratorium,  das  ist,  was  behufs  gesunder  Weiterbildung  der  Mechanik 
daneben  und  vor  allen  Dingen  in  die  Wege  geleitet  werden  muß.  Die  moderne  Ent- 
wicklung hat  ja  auch  in  dieser  Hinsicht  in  vielversprechender  Weise  eingesetzt.  Möge 
die  Wissenschaft  der  Mechanik,  die  eine  Grunddisziplin  aller  Naturwissenschaft  ist,^ 
solcherweise  einer  neuen  Blüte  entgegengeführt  werden.  Möge  insbesondere  auch  das 
Wort  Leonardo  da  Vincis  sich  wieder  bewahrheiten,  daß  die  Mechanik  das  Paradiea 
der  Mathematiker  ist!  ..." 

Die  Gründung  der  neuen  „Zeitschrift  für  Angewandte  Mathematik  und  Mechanik" 
begrüßte  ich  mit  folgenden  Worten^):  „.  ,  .  Wenn  man  die  Darstellungen  auch  her- 
vorragendster Autoren  vergleicht,  findet  man  als  Aufgabe  der  mathematischen  Natur- 
wissenschaft meistens  nur  angegeben,  bei  gegebenen  Prämissen  den  weiteren  Verlauf 
der  Erscheinungen  den  Naturgesetzen  entsprechend  zu  bestimmen,  sagen  wir  die  Bahn 
eines  Geschosses,  welches  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  in  bestimmter  Richtung 
geschleudert  wird,  oder  auch  den  Verlauf  eines  Lichtstrahles,  der  ein  gegebenes  opti- 
sches Instrument  durchsetzt.  Aber  es  gibt  eine  darüber  hinausgehende  Problem- 
stellung, die  gleicherweise  der  mathematischen  Überlegung  unterliegt:  das  Geschoß 
soll  so  geschleudert  werden,  daß  es  ein  bestimmtes  Ziel  erreicht,  das  Instrument  so 
konstruiert  werden,  daß  die  mit  seiner  Hilfe  zustande  kommende  Abbildung  eine 
möglichst  vollkommene  ist.  Also  neben  die  kausale  Erklärung  bei  gegebenen  Daten 
tritt  die  Forderung  geeigneter  Festlegung  der  Anfangsbedingungen  nach  dem  Gesichts- 
punkte größter  Zweckmäßigkeit.  Es  scheint  mir,  daß  hiermit  eine  besondere  Auf- 
gabe aller  Angewandten  Mathematik  bezeichnet  ist,  eine  Aufgabe  zudem,  die  der 
Denkweise  und  der  Berufstätigkeit  des  schaffenden  Ingenieurs  besonders  naheliegt. 
Um  in  der  Sprache  unserer  Pädagogen  zu  reden:  es  ist  recht  eigenthch  funktionales 
Denken^  welches  hier  verlangt  wird:  der  volle  Überblick  über  den  Zusammenhang  der 
Ergebnisse  mit  den  jeweiligen  Daten  der  Aufgabe  . .  .  Das  Ziel  der  theoretischen  Natur- 
wissenschaft, soll  nicht  nur  passives  Verstehen,  sondern  eine  aktive  Beherrschung  der 
Natur  sein  ..."  K. 


3)  Vgl.  Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  Bd.  65  (1921),  S.  332.  — 
Näheres  über  meine  Beziehungen  zu  den  Ingenieuren,  die  für  mich  alle  die  Zeit  besonders 
wichtig  gewesen  ist,  siehe  unten  in  den  Bemerkungen  am  Schluß  der  Abb.  LXXVI  u.  LXXX. 


LXII.  Über  Lamesehe  Funktionell. 

[Math.  Annalen,  Bd.  18  (1881). 


Im  folgenden  beabsichtige  ich,  eine  Eigenschaft  der  Lame  sehen 
Funktionen  zu  beweisen,  die  bei  geometrischer  Betrachtungsweise  außer- 
ordentlich nahe  liegt,  aber  doch  nicht  bemerkt  zu  sein  scheint.  Mein 
Theorem  bezieht  sich  unterschiedslos  auf  die  Lame  sehen  Funktionen  aller 
Ordnungen^),  mag  aber  zunächst  hier  nur  für  die  Lameschen  Funktionen 
zweiter  Ordnung  (die  gewöhnlichen  Lameschen  Funktionen)  ausgesprochen 
werden.     Diese  Funktionen  sind,  von  den  eventuell  vorkommenden,  dann 

aber  nur  einfach  zutretenden  Faktoren  V/^,  V^^— 6%  ^  X^  -  c^  abge- 
sehen, ganze  Funktionen  von  ?/ ,  von  denen  jedesmal  (r-j-l)  Funktionen 
des  Grades  t  zusammengehören  (vgl.  §  2  des  Nachfolgenden).  Man  weiß, 
daß  diese  Funktionen  alle  verschieden  und  dabei  reell  sind,  man  weiß 
ferner,  daß  sie,  gleich  Null  gesetzt,  je  t  getrennte  reelle  Wurzeln  er- 
geben, die  alle  in  dem  Intervalle  von  0  bis  c^  enthalten  sind,  —  und 
zwar  in  der  Weise,  daß  keine  Wurzel  mit  0  oder  mit  c~  oder  auch  mit 
dem  zwischen  0  und  c'-  eingeschalteten  Werte  b"^  zusammenfällt.  Mein 
Theorem  bezieht  sich  auf  die  Art  und  Weise,  wie  die  so  entstehenden 
(r-f-l)  Serien  von  je  t  Größen  auf  die  Teilintervalle  von  0  bis  &"  und 
von  b"  bis  C"  verteilt  sind.  Rein  kombinatorisch  genommen,  hat  man  für 
die  Verteilung  von  t  Größen  auf  zwei  Intervalle  (r-f-l)  Möglichkeiten: 
man  wird  in  das  eine  Intervall  r^  Größen  legen,  in  das  andere  r  —  r^, 
und  nun  r^  von  0  bis  r  laufen  lassen.  Mein  Satz  ist:  daß  jede  dieser 
Möglichkeiten  bei  einer,  und  natürlich  nur  bei  einer,  unserer  ( r  -|-  1 ) 
Lameschen  Funktionen  eintrifft,  daß  also  die  Funktionen  und  die  ver- 
schiedenen Verteilungsweisen  der  Wurzeln  einander  eindeutig  entsprechen.  — 
Der   Beweis    ist,    wie   ich   schon   andeutete,    so   einfach   wie    möglich.     Es 


^)  Siehe  hier  und  im  folgenden:  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen,  Berlin 
bei  Reimer,  zweite  Auflage,  1878  (später  als  H.  K.  zitiert).  Bezeichnungen  oder  Sätze, 
die  ich  ohne  nähere  Erläuterung  anwende,  sind  diesem  Werke  entnommen. 
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kommt  nur  darauf  an,  sich  auf  der  Kugel  die  geometrische  Bedeutung 
der  Lameschen  Produkte  E (ili'^)  -  E (v'^)  klarzumachen  und  dann  die  auf 
der  Kugel  gewöhnlich  benutzten  Polarkoordinaten  als  einen  Grenzfall  der 
bei  dieser  Interpretation  verwandten  elliptischen  Koordinaten  zu  betrachten. 

§1- 
Elliptische  Koordinaten  auf  der  Kugel. 

Im  genauen  Anschlüsse  an  die  Bezeichnungsweise  des  Hein  eschen 
Buches  seien  die  elliptischen  Koordinaten  jli^,  r^  eines  Punktes  der  Kugel : 

•      .^  x'-  +  y'  +  z^  =  l 

als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

erklärt.  Es  soll  b\  wie  schon  erwähnt,  kleiner  als  c^  sein.  Dann  liegt 
die  eine  Wurzel,  die  ich  ju^  nennen  will,  zwischen  h'  und  c^,  die  zweite, 
die  mit  v^  bezeichnet  sein  soll,  zwischen  0  und  b' .  Wenn  im  folgenden 
gesagt  wird,  daß  X^  ^=  fx'^  oder  =  v^  sei,  so  wird  damit  angedeutet,  daß 
die  an  sich  unbeschränkt  veränderliche  Größe  k"  in  eins  der  genannten 
Intervalle  eingeschlossen  sei. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  geometrisch  eine  Schar  von  Kegeln  zweiter 
Ordnung  mit  gemeinsamen  Fokallinien  dar,  wobei  man  zur  Bestimmung 
der  letzteren  die  beiden  Gleichungen 

(2)  y-0,  ^;+  /'^=o 

h  b  -tC^ 

erhält.  Diese  Fokallinien  werden  natürlich  von  sämtlichen  Kegeln  —  so- 
fern die  letzteren  reell  sind  —  eingeschlossen.  Aber  übrigens  haben  die 
Kegel  // =  jLi'^  und  /"  =^  i'^  verschiedene  Lage.  Die  ersteren,  die  ich  JiTe^eZ 
der  ersten  Art  nennen  will,  umschließen  die  Z- Achse;  die  Kegel  der  zweiten 
Art  sind  um  die  X-Achse  herumgelegt.  Dabei  beachte  man,  daß  beide 
Kegelsysteme  als  Grenzfälle  zwei  (doppeltzählende)  Koordinatenebenen  ent- 
halten: die  Kegel  erster  Art  für  A"  =-- C"  die  XY-,  für  //  =  b'  die  XZ- 
Ebene,  die  Kegel  zweiter  Art  für  X  ==&"  ebenfalls  die  XZ-,  für  ^.^  =  0 
die  yZ- Ebene.  Ich  werde  diese  Ebenen  die  Hauptebenen,  die  Kreise, 
in  denen  sie  die  Kugel  durchdringen,  die  Hauptkreise  nennen.  Von  den 
Hauptkreisen  abgesehen,  besteht  jede  Kurve  X^  =  fi^  oder  X^  =^  v'^  auf  der 
Kugel  aus  zwei  Ovalen,  deren  Lage  in  dem  einen  oder  anderen  Falle  leicht 
vorzustellen  ist. 

Es  gilt  nun  vor  allem,  den  Grenzübergang  deutlich  aufzufassen,  der 
eintritt,    wenn  b"  ^^  c^  wird.     Zuvörderst  sieht  man,  daß  dann  die  beiden 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  33 
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Fokallinien  (2)  in  die  X-Achse  zusammenfallen.  In  ihr  schneiden  sich 
übrigens  nach  wie  vor  die  beiden  Hauptkreise  y  =  0 ,  2  =  0,  die  ich  nun 
als  Hauptmeridiane  bezeichnen  will.  Auch  der  dritte  Hauptkreis,  x  --=  0, 
der  jetzt  der  Äquator  heißen  soll,  ist  völlig  unverändert  geblieben.  Da- 
gegen haben  sich  die  übrigen  Kurven  der  ersten  oder  zweiten  Art  wesent- 
lich umgestaltet:  Die  einzelne  Kurve  erster  Art  ist  in  zwei  gegen  XZ 
{oder  XY)  unter  gleichem  Winkel  geneigte  Meridiane  zerfallen;  die  Kurve 
zweiter  Art  in  zwei  Parallelkreise,  welche  vom  Äquator  beiderseitig  gleich 
weit  abstehen.  Zum  Beweise  appelliere  ich  an  die  geometrische  Anschauung. 
Will  man  es  auf  analytischem  Wege  einsehen,  so  setze  man  in  (1)  zu- 
nächst einmal  b"  schlechthin  gleich  c^;   die   dann   entstehende  Gleichung: 

(3)  ^.+  ^._j. -0 

definiert  für  X^  =  v-^  auf  der  Kugel  die  gewollten  Parallelkreise.  Ein 
andermal  setze  man  zuvörderst: 

c^  =  &'  +  «' ,     /'  =  .^'  =  &'  +  e'\ 

—  wo  €  größer  als  e'  sein  soll  — ,  Und  lasse  nun  e,  e'  unabhängig  von- 
einander unendlich  klein  werden.  So  reduziert  sich  (1)  nach  Wegwerfung 
verschwindender  Größen  auf  folgende  Gleichung: 


'2 


(4)  2/^  =  7r::y-v^^ 

und  diese  repräsentiert  in  der  Tat  zwei  gegen  XZ  gleich  stark  geneigte 
Meridiane. 

§2. 
Definition  der  Lame  sehen  Funktionen. 

Die  Kugelfunktion  mit  zwei  Variablen  werde  für  das  Folgende  in 
bekannter  Weise  definiert  als  homogene  Funktion  f  von  x,  y,  z,  die  der 
Gleichung 

Ao/'^^  +  l'-^  +  ^^O 

genügt'^).    Der  Grad  der  Kugelfunktion  ist  dann  der  Grad  von  f  in  x,  y,  z. 
Es  wird  nun  Kugelfunktionen  ^-ten   Grades  geben  können,    die,    ab- 
gesehen von  etwa  vortretenden  Faktoren  x,  oder  y,  oder  z  (die  aber  nur 


^)  Ich  möchte  hier  insbesondere  auf  die  Darstellung  verweisen,  welche  Maxwell 
in  seinem  Treatise  on  electricity  and  magnetism  (Cambridge  1873)  gegeben  hat.  — 
Vielleicht  hat  die  Bemerkung  Interesse,  die  sich  auf  Grund  der  dort  entwickelten 
Definition  unmittelbar  ergibt:  daH  die  15  Symmetrieebenen  des  Ikosaeders  die  Null- 
steUen  einer  Kugelfunktion  repräsentieren. 
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in  einfacher  Multiplizität  vorhanden  sein   sollen)   in   lauter  Faktoren  von 
der  in  (1)  vorkommenden  Gestalt  zerfallen: 


A"       /."  — f        A"  — c- 

Gleich  Null  gesetzt,  repräsentiert  ein  solches  f  ein  Aggregat  von  Kegeln 
(1),  dem  eventuell  noch  einige  Koordinatenebenen  zutreten.  Auf  der 
Kugel  werden  wir  also  als  Nullstellen  von  /'  eine  Anzahl  Kurven  der 
ersten  oder  zweiten  Art  haben,  vielleicht  verbunden  mit  einigen  der  Haupt- 
kreise. Eine  solche  Funktion  f  soll  im  folgenden  eine  Lamescke  Funktion 
vom  n-ten  Grade^gensbunt  werden,  und  zwar,  der  Deutlichkeit  halber,  eine 
Lamesche  Funktion  von  zwei  Parametern. 

Der  Zusammenhang  dieser  Definition  mit  der  gewöhnlichen  ergibt  sich 
sofort,  wenn  man  statt  der  x,  y,  z  der  Kugelpunkte  die  elliptischen 
Koordinaten  ju^,  v^  einführt.  Zu  dem  Zwecke  hat  man,  der  bekannten 
Theorie  zufolge,  zuvörderst  die  Gesamtheit  der  auf  der  Kugel  befindlichen 
Nullstellen  durch  eine  Gleichung  in  ?,''  darzustellen: 

dann  ist,  von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen,  der  uns  hier  gleich- 
gültig sein  wird,  f  gleich  dem  Produkte 

Der  einzelne  Faktor  dieses  sogenannten  L  am  eschen  Produktes  ist  das, 
was  man  gewöhnlich  als  Lamesche  Funktion  schlechthin  bezeichnet;  im 
Gegensatze  zur  Funktion  f  könnte  man  ihn  eine  Lamesche  Funktion  mit 
nur  einem  Parameter  nennen. 

Die  Funktion  E{a")  enthält,  den  etwa  vorhandenen  Hauptkreisen  ent- 
sprechend, eine  Anzahl  Faktoren  der  Art  VA^?  yX^~h^,  yX^  —  c'^;  nach 
Abtrennung  derselben  reduziert  sie  sich  auf  eine  ganze  Funktion  von  X^ : 

Der  Index  t  soll  dabei  den  Grad  von  cp  in  X''  bedeuten.  Lamesche 
Funktionen  desselben  Grades,  die  hinsichtlich  der  auf  die  Hauptkreise 
bezüglichen  Quadratwurzeln  übereinstimmen,  mögen  demselben  Typus  zu- 
gerechnet werden.  Es  gibt  dann,  wie  in  der  Einleitung  bemerkt,  jedes- 
mal ( T  -|-  1 )  Funktionen  desselben  Typus. 

Des  Näheren  stellt  sich  bei  gegebenem  n  die  Sache  folgendermaßen: 
1.    Sei  n  gerade.     Dann  muß  mit  dem  Aggregat  der  Kegel  (1)  not- 
wendig  eine   paare   Anzahl  von   Hauptebenen  verbunden  sein.     Man   hat 
also  folgende  vier  Typen,  deren  Bezeichnung  nach  dem  Vor  auf  geschickten 
ohne  weitere  Erläuterung  verständlich  sein  wird: 

33* 


516 


Zur  mathematischen  Physik.     A.  Lineare  Diflferentialgleichungen. 


(5) 


III. 
IV. 


^  =  V?-c^   Vr 


Cy9„_2(/"), 


jE-^V/^  .  Va"  -  6- .  ^„_2(/^) 


Von  Funktionen  der  ersten  Art  gibt  es,  dem  wiederholt  angeführten  Satze 
entsprechend,  -^— ,  von  Funktionen  der  übrigen  Arten  je   -^^  im  ganzen 
also  (2  71-+ 1)  Lamesche  Funktionen  des  n-ten  Grades,   wie  es  sein  muß. 
2.    8e%  n  ungerade.    Dann  hat  man  die  vier  Typen: 


(6) 


II. 
III. 

IV. 


J7=  V?.,p„_i(/), 


E=^\k^  -c"  .9P„_i(>l'). 


Auch    diese    Tabelle    ergibt,    dem    erwähnten    Satze    zufolge,    (27i-{-l) 
Lamesche  Funktionen  des  Ti-ten  Grades. 


§3. 
Bedeutung  und  Beweis  meines  Theorems. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  berichtet,  hat  man  vor  allem  den  Satz, 
daß  die  verschiedenen  ganzen  Funktionen  (pr{V)  gleich  Null  gesetzt  lauter 
getrennte,  reelle  Wurzeln  ergeben,  die  sämtlich  in  dem  Intervalle  von  0 
bis  c^  liegen  und  weder  mit  0  noch  mit  6"  oder  mit  c^  zusammenfallen. 
Für  unsere  geometrische  Auffassungsweise  heißt  dies,  daß  f=  E{^u'^)  •  E(v^), 
von  den  Hauptkreisen  abgesehen,  auf  der  Kugel  für  r  getrennte  reelle 
Kurven  verschwindet,  welche  sich,  nach  einem  zunächst  unbekannten  Ge- 
setze, auf  die  Kurven  der  ersten  und  die  Kurven  der  zweiten  Art  ver- 
teilen. Ehen  dieses  Gesetz  will  mein  Theorem  aufdecken.  Es  besagt, 
daß  die  r-\-\  demselben  Typus  angehörigen  Lame  sehen  Funktionen  ge- 
nau den  verschiedenen  hier  denkbaren  Verteilungsmöglichkeiten  entsprechen. 

Zum  Beweise  halte  man  an  der  geometrischen  Auffassungsweise  fest, 
und  lasse  nun  den  Grenzübergang  des  §  1  eintreten,  welcher  der  Annahme 
b"  =^  C'  entspricht ! 
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Da  niemals  zwei  Kurven  der  ersten  oder  der  zweiten  Art  miteinander 
oder  mit  einem  Hauptkreise  zusammenfallen   können,   so  degeneriert  jede 
Kurve  der  ersten  Art  in  zwei  (gleich  stark  gegen  XZ  geneigte)  Meridiane, 
jede  Kurve  der  zweiten  Art  in  zwei  (gl  eich  weit  vom  Äquator   abstehende 
Parallelkreise.     Mittlerweise  hat  die  Funktion 

f(x,y,z)-~-E{!,-')-E{V^) 

nicht  aufgehört,  der  Differentialgleichung 

A,f=0 

zu  genügen.  Die  elliptischen  Koordinaten  /<-,  v'^  aber  sind  in  die  gewöhn- 
lichen Polarkoordinaten  99,  d  übergegangen,  die,  im  Anschlüsse  an  (3),  (4) 
durch  folgende  Gleichungen  definiert  sind: 

ix^ao^ß,     y^sm&-cosq),     z  ^=  sin  &  -  sin  (p , 

(7)  l  e'  n  V 

cos  99  =  — ,     cos  u  =  T- ' 

Man  hat  also  vor  allen  Dingen  (wegen  der  Lage  der  Nullstellen): 

Die  Funktion  f{x,  y,  z)  ist  in  eine  der  {2n^l)  in  bezug  auf  die 
X-Achse  symmetrischen  Kugelfunktionen  verwandelt,  die  in  üblicher  Be- 
zeichnung lauten: 

( P[h)(cos  d)  •  coshq?, 

\p{V)(cosd)-smh(p. 

Hier  hat  h  in  der  ersten  Zeile  die  Werte  0,  1,  . . .,  ^,  in  der  zweiten  Zeile 
die  Werte  l,  2,  . . .,  n  zu.  durchlaufen. 

Aber  zugleich  ist  ersichtlich,  in  welche  der  (2^1  +  1)  Funktionen  (8) /* 
übergegangen  ist. 

Zunächst,  was  die  Unterscheidung  der  beiden  in  (8)  enthaltenen  Formen 
angeht,  so  hat  man  offenbar  die  Regel: 

Es  entsteht  P[l]  (cos  t^)  •  sin  hcp  oder  Pj^J (cos ^)  ■  cos h(f,  je  nachdem 
f(x,  y,  z)  für  2/  =  0  verschwindet,  oder  nicht,  je  nachdem  also  das  zu- 
gehörige E [X'^)  den  Faktor  V/"  —  h"  enthält  oder  nicht. 

Dann  aber  können  wir  auch  innerhalb  der  beiden  Arten  sondern.  In 
der  Tat  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

War  r^  die  Anzahl  der  Kurven  erster  Art,  für  welche  f{x,  y,  z)  ver- 
schwand, und  befanden  sich  unter  den  Verschwindungskurven  des  weiteren 
noch  o  Hauptmeridiane  (wo  o  nur  0,1,  2  sein  kann),  so  ist  für  die  zu- 
gehörige Funktion  (8)    h  =  2t^-\-  o . 

Hiermit   aber   ist   die   fragliche   Funktion  (8)   vollkommen   bestimmt. 

Nun  sage  ich,  daß  auch  umgekehrt  beim  Grenzübergange  die  einzelne 
Funktion  (8)  nur  aus  einer  einzigen  L  am  eschen  Funktion  entstehen  kann. 
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Denn  man  weiß,  daß  die  {2n  +  1)  zum  Vergleich  kommenden  Funktionen  (8) 
gleich  den  (2w+l)  überhaupt  vorhandenen  Lame  sehen  Funktionen  linear 
unabhängig  sind.  ^| 

Aus  allen  diesen  Sätzen  aber  folgt  unser  Theorem  unmittelbar.  Man 
kennt  bei  der  einzelnen  Funktion  (8)  von  vornherein  die  Meridiane,  für 
welche  sie  verschwindet.  Daher  kann  man  auf  die  Anzahl  der  Kurven 
erster  {oder  zweiter)  Art,  für  welche  die  verschiedenen  Lameschen  Funk- 
tionen verschwinden,  den  Rückschluß  machen.  Es  wird  genügen,  dies  nur 
an  einem  der  8  Fälle,  die  man,  dem  vorigen  Paragraphen  zufolge,  bei 
geradem  resp.  ungeradem  n  zu  unterscheiden  hat,  ins  einzelne  darzulegen. 

Ich  nehme  zu  dem  Zwecke  bei  ungeradem  n  (Tab.  (6))  den  ersten  Fall: 

2 

Ein  solches  E  verschwindet  für  die  Hauptmeridiane  y  =  ^  und  2  =  0,  zu- 
dem für  den  Äquator,  x-=0.     Daher  entspricht  ihm  eine  Funktion 

P(Ä)(cos??) .  sinÄ^ 

mit  geradem  h.    Nun  gibt  es  solcher  Funktionen  (für  /?,  =  2,  4,  . . .,  (n  —  1)) 

n  —  1 
im  ganzen  —^,  also  ebenso  viele,  als  Funktionen  .^  des  herausgegriffenen 

Typus.     Die  (— g— j    Funktionen   der  zweierlei  Arten  entsprechen  einander 

also  eindeutig.    Aber 

P(^j(cosi^)  •  sinÄ99 

verschwindet  (für  gerades  h)  in  {h  —  2)  Meridianen,  die  von  den  Haupt- 
meridianen verschieden  sind.    Daher  verschwinden  die  ('^^^ )    Funktionen 


2 

E{X'')   des   von   mir  herausgegriffenen  Typus  beziehungsweise  in  (^^ 

Kurven  der  ersten  Art,  wo  h  die  Werte  2,  4:,  . .  .,{n  —  l)  zu  durchlaufen 
hat.     Sie  sind  also  durch  die  Anzahl  der  Wurzeln  X"  verschieden,  welche 

7^n-3(A'')  =  0 

zwischen  h'   und  c'^  ergibt,     -  und  eben  dieses  behauptet  mein  Theorem. 

Daß  sich  das  Theorem  in  den  übrigen  Fällen  ganz  ebenso  ergibt, 
bedarf  wohl  keiner  Erläuterung  mehr. 

Man  erkennt  das  Charakteristische  dieses  Beweises.  Hätte  man,  wie  es 
gewöhnlich  geschieht,  X^  einfach  als  Abszisse  gedeutet  und  dementsprechend 
^{1")  interpretiert,  so  hätte  sich  das  Intervall  6'  . . .  c^  beim  Grenzüber- 
gange in  einen  einzelnen  Punkt  zusammengezogen  und  es  würde  einer  tiefer 
gehenden  Untersuchung  vorbehalten  geblieben  sein,  die  verschiedenen  Wurzeln 
von^(^"'j  =  0,  die  in  diesem  Punkt  koinzidieren,  nach  ihrem  Ursprünge 
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ZU  klassifizieren.  Indem  wir  statt  dessen  E  (ju^)  •  E{v'^)  auf  der  Kugel 
deuten,  verliert  der  Grenzübergang  für  die  geometrische  Auffassung  jeg- 
liche Unstetigkeit,  und  das  Theorem,  um  welches  es  sich  handelt,  bietet 
sich  unmittelbar. 

§4. 
Das  Theorem   für   die  L am 6 sehen  Funktionen  der  jp-ten   Ordnung^). 

Bei  den  Lame  sehen  Funktionen  ^^-ter  Ordnung  treten  an  Stelle  der 
drei  Werte  /''  =  0,  b^,  c^  im  ganzen  2?  +  1 ,  die,  reell  und  positiv  voraus- 
gesetzt, in  steigender  Größenordnung  mit  a^,  af,  ...,  a^,  bezeichnet  sein 
mögen.  Eine  La^mesche  Funktion  des  n-ten  Grades  E^^\p,  X^)  enthält  als 
einfach  vertretende  Faktoren  eine  gewisse  Anzahl,  m,  von  Quadratwurzeln: 


—  wo  m  mit  n  zusammen  gerade  oder  ungerade  sein  muß,  aber  übrigens 

beliebig  ist  —  und  außerdem  eine  ganze  Funktion  f — ^ — j-ten  Grades  von  A" 

<Pn-m(X'')-    Es  mögen  wieder  alle  diejenigen  Funktionen,  welche  hinsicht- 

2" 
lieh   der   vortretenden   Quadratwurzeln  übereinstimmen,    demselben  Typus 
zugerechnet  werden.     Die  Zahl   der  linear    unabhängigen   Funktionen  des 
einzelnen  Typus  ist  dann  jeweils: 

(z-^1)(t-2)...  (t^p-I) 
12  ...^-1 

wo  T  der  Abkürzung  halber  statt  — .  geschrieben  ist.  Man  bemerkt, 
daß  dies  gerade  diejenige  Zahl  ist,  welche  angibt,  auf  wie  viele  ver- 
schiedene Weisen  r  Punkte  über  p  Intervalle  verteilt  werden  können. 

Mein  Theorem  ist  nun  dies:  daß  diese  Übereinstimmung  keine  zu- 
fällige ist.     Vielmehr  sage  ich: 

1.  daß  jedes  Polynom  (pr[V),  gleich  Null  gesetzt,  t  getrennte,  reelle 
Wurzeln  ergibt,  welche  alle  zivischen  a^  und  a^  inne  liegen,  ohne  mit 
diesen  Grenzen  oder  den  Größen  a^  . . .  a^_i  zusammenzufallen; 

2.  daß  die  verschiedenen  zu  demselben  Typus  gehörigen  Polynome 
q\{l')  sich  durch  den  Modus  der  Verteilung  ihrer  Wurzeln  auf  die 
p  Intervalle  von  a^  bis  af.  von  al  bis  a^.  . .  .,  von  a'^_^  bis  a^  unter- 
scheiden, so  zwar,  daß  jeder  Verteilungsart  eine  und  nur  eine  Funktion 
(/>(/■)  entspricht. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  kann  geradeso  bewiesen  werden,  wie  dies 
hinsichtlich  der  Lameschen  Funktionen  zweiter  Ordnung  seit  lange  ge- 
schehen ist;  man  vergleiche  das  Heine  sehe  Buch.     Um  den  zweiten  Teil 

■')  Vgl.  H.  K.  S.  445. 
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des  Satzes  einzusehen,  hat  man  vor  allem  die  Art  und  Weise  zu  überlegen^ 
wie  die  Kugel  des  Raumes  {Xq  . . .  x^)  von  (^  +  1)  Dimensionen: 

^0  +  ^1  +  •  •  •  +  ^p  ==  1 
durch  die  allgemeinen  elliptischen  Polarkoordinaten 

.t  et  ^ 

Ai ,    Äs  j  .  . .,  Ap  , 

die  mittels  folgender  Gleichung  eingeführt  werden: 

in  2^  Serien  von  (^J  — l)-fach  ausgedehnten  Gebieten  zerlegt  wird.  So- 
dann lasse  man  a^,  aS,  . . .,  a'^  allmählich  einander  gleich  werden,  wobei 
sich  die  elliptischen  Koordinaten  in  die  gewöhnlichen  Polarkoordinaten 
1^^,  1^.2 ,  ...5^0  verwandeln,   die  durch  folgende  Gleichungen  definiert  sind: 

Xq  =  cos  &^ , 

x^  =  ^\nd\  cos  <^2, 


(10) 

x^_e^  -=  sin  &^  sin  #„  •  •  •  sin  ^^_.,  cos  ^p_i, 

iCp_i  =  sin  ^j  sin  1^2 ^^^  ^p-i  ^^^  ^p» 

a;   ===  sin  1?^  sin  ^2 sin  i^^_^  sin  1^^. 

Dann  verwandelt  sich  das  Lamesche  Produkt 

notwendig  in  eine  Kugelfunktion  des  folgenden  Typus*): 

(11)    P\VAP,^os»,)-P\Zi{p,  cos*,)  ...P[:^-^)(p,  cos,Vi)-[^p]- 

Hier  soll  [^„],  je  nachdem, 

cos(n^_^-i^^)     oder     9m{n^__^"&^) 
bedeuten,  und 

soll  irgendein  Zahlensystem  sein,  für  welches  keine  der  Differenzen 

negativ  ist.  Man  überblickt  die  verschiedenen  reellen  Gebiete,  für  welche 
eine  solche  Funktion  (11)  auf  der  Kugel  verschwindet.  In  ähnlicher  Weise 
müssen  daher  die  Nullstellen  des  Produktes 

E'"'(p,  ;^)-£'"'(?>,  a;)...£""(p,  4) 

angeordnet  sein.  Und  eben  dies  behauptet,  nur  in  analytischer  Formulierung^ 
der  vorstehend  ausgesprochene  Satz. 

Leipzig,  Mitte  Januar  1881. 
*)  H.  K.  S.  4H1. 


LXIII.  tlber  |die  Randwertaufgabe   des  Potentials  für] 
Körper.  A\eleMe  von  konfokalen  Fläelien  zweiten  Grades 

begrenzt  sind. 

[Math.  Annalen,  Bd.  18  (1881).] 


In  dem  Werke  über  theoretische  Physik  der  Herren  Thomson  und 
Tait^)  findet  sich  ein  bemerkenswerter  Abschnitt'  über  Kugelfunktionen, 
in  welchem  eine  Reihe  neuer  Ideen  in  nur  zu  knapper  Form  entwickelt 
sind.  Es  seien  r,  d^  cp  die  gewöhnlichen  Polarkoordinaten  im  Räume. 
Dann  kommen  die  betreffenden  Angaben  im  wesentlichen  darauf  hinaus, 
daß  man  für  jeden  Körper,  der  von  irgendwelchen  Flächen  r  =  Const., 
j>  =  Const.,  99  ==  Const.  begrenzt  ist,  die  fundamentale  Potentialaufgabe-) 
durch  richtige  Verallgemeinerung  der  gewöhnlichen  Kugelfunktionen  er- 
ledigen könne.  Dabei  fehlt  allerdings  jeder  Ansatz  zur  Erbringung  der 
notwendigen  Konvergenzbeweise;  auch  ist  die  Darstellung  in  einer  Weise 
skizzenhaft,  daß  es  fast  unmöglich  scheint,  den  Sinn  mancher  einzelnen 
Behauptung  zu  verstehen.  Trotzdem  wird  jeder  Mathematiker  in  den 
genannten  Entwicklungen  einen-  wesentlichen  Fortschritt  auf  dem  hier  in 
Rede  stehenden  Gebiete  erkennen. 


^)  Theoretische  Physik,  deutsch  von  Helniholtz  und  Wert  heim.  1.  Teil,  Braun- 
schweig 1871  (vgl.  S.  156 — 178  daselbst).  —  Das  Original  erschien  bekanntlich 
unter  dem  Titel  „Natural  Philosophy",  18f>7,  doch  scheint  der  Abschnitt  über  Kugel- 
funktionen zu  denjenigen  Teilen  des  Werkes  zu  gehören,  die,  einer  Bemerkung  der 
Vorrede  zufolge,  bereits  früher  gedruckt  worden  sind.  Wenigstens  zitiert  Herr  Thom- 
son den  betreffenden  „Appendix  B"  schon  im  Jahre  1862;  vgl.  eine  Arbeit  in  den 
Philosophical  Transactions  vom  Jahre  1868 :  ,,Dynamical  Problems  regarding  elastic 
spheroidal  shells  arid  spheroids  of  iricompressible  liquid.''  —  In  einer  neuen  Auflage 
der  ,, Natural  Philösophy'  (Cambridge  1879)  findet  sich  derselbe  Abschnitt  wesent- 
lich umgearbeitet  und  erweitert;  doch  scheint  auch  diese  Darstellung  zum  unmittel- 
baren Verständnisse  noch  nicht  ausführhch  genug. 

-)  Als  solche  sei  das  Problem  bezeichnet:  aus  den  Werten  des  Potentials  in  den 
Punkten  einer  Oberfläche  den  Verlauf  desselben  im  Inneren  des  von  der  Oberfläche 
begrenzten  Körpers  zu  bestimmen. 
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Wiederholte  Versuche,  mir  denselben  verständlich  zu  machen,  ließen 
die  Frage  in  mir  entstehen,  ob  nicht  das  Analoge  durch  Verallgemeinerung 
der  Lame  sehen  Funktionen  für  einen  Körper  zu  leisten  sei,  der  von 
irgendwelchen  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Man  würde 
dann  ein  allgemeineres  Problem  erledigt  haben,  welches  das  speziellere  der 
Kugelfunktionen  als  Grenzfall  in  sich  schließt,  und,  da  es  die  verschiede- 
nen sonst  zu  unterscheidenden  Möglichkeiten  gleichförmig  umfaßt,  einen 
leichteren  und  vollständigeren  Überblick  über  letztere  ermöglicht. 

Unter  vorläufiger  Beiseitelassung  aller  Konvergenzbetrachtungen  ist 
es  mir  nun  in  der  Tat  gelungen,  dies  allgemeinere  Problem  zu  erledigen. 
Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  man  fortwährend  sozusagen  mit  impli- 
ziten Formeln  arbeitet.  Wo  man  im  Falle  der  Kugelfunktionen  a  priori 
bekannte  Reihenentwicklungen  unmittelbar  hinschreibt,  hat  man  es  hier 
mit  Lösungen  der  Lame  sehen  Differentialgleichung  zu  tun,  für  welche  die 
in  der  Differentialgleichung  auftretenden  Konstanten  selbst  erst,  allgemein 
zu  reden,  aus  transzendenten  Gleichungen  berechnet  werden  müssen**). 
Aber  dies  hindert  nicht-,  daß  diese  Konstanten  und  die  zugehörigen  Funk- 
tionen durchaus  eindeutig  bestimmt  sind,  und  hierauf  allein  kommt  es 
bei  der  allgemeinen  Entwicklung  an. 

Ich  werde  im  folgenden  den  etwas  weitschichtigen  Stoff  so  ordnen, 
daß  ich  vor  allen  Dingen  solche  Körper  betrachte,  die  sechs  verschiedene 
Begrenzungsflächen  besitzen.  Unter  ihnen  mögen  diejenigen  voranstehen, 
welche  sich  durch  keine  Hauptebene  (Koordinatenebene)  des  konfokalen 
Flächensystems  hindurchziehen  (§  1 — 5);  die  Betrachtung  komplizierterer 
Fälle  macht  hernach  keine  besonderen  Schwierigkeiten  mehr  (§6),  Nun 
«erst  gehe  ich  zur  Behandlung  von  Körpern  über,  die  weniger  als  sechs 
Begrenzungsflächen  haben.  Doch  beschränke  ich  mich  dabei,  um  ermü- 
dende Aufzählungen  zu  vermeiden,  im  wesentlichen  auf  das  Vollellipsoid, 
und  zeige  (§7),  daß  Lames  ursprüngliche  Behandlung  dieses  Falles  genau 
diejenige  ist,  welche  aus  meinem  allgemeinen  Ansätze  hervorgeht.  Dabei 
wird  das  Theorem  von  prinzipieller  Wichtigkeit,  welches  ich  neuerdings 
in  den  Math.  Annalen  in  einer  Note  über  Lamesche  Funktionen*)  publi- 
ziert habe. 


'^)  Etwas  ähnliches  kennt  man  von  den  Reihenentwicklungen,  die  nach  Bessel- 
schen  Funktionen  von  beliebigem  Index  fortschreiten.  —  Man  vergleiche  auch  ver- 
schiedene Aufsätze  von  Liouville  und  Sturm  in  den  ersten  Bänden  des  Liouville- 
schen  Journals;  dieselben  haben  mit  den  im  Texte  zu  entwickelnden  Anschauungen 
viele  Berührungspunkte.  [Ich  bin  auf  diese  Abhandlungen  s.  Z.  erst  nachträglich 
aufmerksam  gemacht  worden,  so  daß  die  nahen  Beziehungen  beider  Betrachtungsweisen 
leider  nicht  herausgearbeitet  sind.  Man  sehe  hierzu  den  Artikel  von  Bocher  »Rand- 
wertaufgaben bei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen"  (abgeschlossen  1900)  in  Bd.  11^ 
der  mathematischen  Enzyklopädie.     K.] 

*)  Math.  Annalen,  Bd.  18  (1881)  [siehe  die  vorstehende  Abh.  LXII]. 
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§1- 

Die  elliptischen  Koordinaten  im  Räume  und  die  Lam^sche 
Differentialgleichung. 

Zur  Definition  der  elliptischen  Koordinaten  werde  ich  setzen^): 

wo  der  „Modul"  k'^  als  reelle  positive  Größe  <  1  genommen  werden  soll. 
Dann  sind,  wie  man  weiß,  die  drei  Wurzeln  X  bei  reellen  x^y^z  reell; 
ich  will  sie  p-^v,  q  nennen,  wo  ^  den  zweischaligen  Hyperboloiden,  v  den 
Regelflächen  (deli  einschaligen  Hyperboloiden),  q  den  Ellipsoiden  des 
konfokalen  Systems  entsprechen  mag.     Man  hat  in  bekannter  Weise: 

0£iu£k-, 
(2)  I  k''£v  £1, 

1£q^  4- oo. 
Es  sei  nun  t  das  elliptische  Integral: 


für  Ä=ju,v,Q  verwandele  sich  t  in  u,v,w.  Dann  schreibt  sich,  wie 
man   weiß,    die  Differentialgleichung  des  Potentials  in   folgender  Gestalt: 

g^0  d^<t>  g^0 

(4)  -.-__^»1_...  +  _Z^^ +        ^        =0, 

und  man  genügt  ihr,  nach  Lame,  indem  man  O  gleich  dem  Produkte 
dreier  Funktionen  setzt,  deren  einzelne  nur  von  einem  Argumente  ab- 
hängt : 

(5)  <t>=^E,{u}-E,{v)  ■£,{«,)  =  E,{,x)-E,{v).E,{e), 

und  die  verschiedenen  E  derselben  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
unterwirft : 

(6)  ^-^^  =  iAX  +  B}-Eit). 

Daß  in  dieser  „Lameschen  Differentialgleichung^^  Ä  und  B  zunächst  be- 
liebige reelle  Konstante  bedeuten  können,  daß  ferner  E^,  E^,  E^  irgend 
drei  partikuläre  Lösungen  der  Differentialgleichung  bedeuten  dürfen,  ist 
a  priori  deutlich,  und  es  brauchte  hier  gar  nicht  hervorgehoben  zu  werden, 


'")  Diese  Definition  ist  in  der  Bezeichnung  von  derjenigen  verschieden,  die  ich 
im  Anschlüsse  an  Heines  Kugelfunktionen  in  meiner  vorigen  Note  über  Lame  sehe 
Funktionen  [=Abh.  LXII]  gebraucht  habe. 
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wenn  nicht  durch  Lames  eigene  Intentionen  und  die  Untersuchungen 
Späterer  eine  mehr  partikuläre  Auffassung  sich  Bahn  gebrochen  hätte. 
Indem  Lame  E{a)  als  ganze  rationale  Funktion  von  VA,  V^^  —  k^y 
VA  —  i    bestimmen  wollte,  verwandelte  sich  für  ihn  A  in  ~  v— ^   und  B 

unterlag  einer  bestimmten,  numerischen,  algebraischen  Gleichung;  die 
Partikularlösungen  Ej^,  E,^,  E^  wurden  identisch.  Es  hat  dann  später 
Her  mite    in    seinen    vielgenannten  Untersuchungen   über  die   Integration 

der  Lameschen  Differentialgleichung  an  der  Annahme  A  =  -^— ^ — -  fest- 
gehalten und  nur  B  beliebig  genommen;  das  Gleiche  gilt  von  den  zahl- 
reichen x\rbeiten  anderer,  die  sich  an  die  seinigen  anschließen. 


§2. 

Allgemeiner  Ansatz  für  einen  Körper,  der  von  sechs  konfokalen  Flächen 
begrenzt  ist  und  die  Koordinatenebenen  nicht  durchdringt. 

Es  sei  nun  ein  Körper  gegeben,  der  von  sechs  konfokalen  Flächen 
zweiten  Grades  begrenzt  ist:  den  beiden  zweischaligen  Hyperboloiden  fi  =  a^ 
und  fi  =  a^^  («1  <  «2)5  d^^  beiden  Regelflächen  v  -=  b^  und  v  =  b^  (b^  <  6.J, 
und  den  beiden  Ellipsoiden  q  =^  c^  und  Q  =  Cci{Cj^<  c^)-  Indem  wir  hinzu- 
fügen, daß  sich  der  Körper  durch  keine  der  drei  Hauptebenen  des  kon- 
fokalen Systems  hindm'ch  erstrecken  soll,  ist  er  im  wesentlichen  völlig 
bestimmt;  denn  wir  wollen  immer  an  der  Voraussetzung  festhalten,  daß 
er  durchaus  im  Endlichen  gelegen  sei.  —  Auf  seinen  sechs  Begrenzungs- 
flächen seien  jetzt,  nach  einem  willkürlichen  Gesetze,  Potentialwerte  ge- 
geben; es  handelt  sich  darum,  die  zugehörigen  Potentialwerte  für  das 
Innere  des  Körpers  zu  finden. 

Bekanntlich  dekomponiert  man  eine  solche  Aufgabe  zweckmäßiger- 
weise in  sechs  Einzelprobleme.  Man  läßt  die  Potentialwerte  jeweils  nur 
auf  einer  der  begrenzenden  Flächen  beliebig  gegeben,  auf  den  anderen 
gleichförmig  Null  sein  und  sucht  die  solcher  Annahme  entsprechenden 
Potentialwerte  des  Innern;  hernach  addiert  man  die  sechs  so  gefundenen 
Partikularpotentiale. 

Die  Vermutung  muß  nun  offenbar  die  sein,  daß  man  jedes  solche 
Partikularpotential  durch  eine  unendliche  Reihe  passend  ausgewählter 
L  am  escher  Produkte  darstellen  könne: 

(7)  v(,«,  ".  Q)  =  ^C-E,{f^)-E,{^)-E,(o). 

Ich  verzichte  fürs  erste,  wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt,  darauf,  die 
Zulässigkeit  einer  solchen  Reihenentwicklung  im  Sinne  der  modernen  An- 


LXIII.   Randwertaufgabe  für  von  konfokalen  Flächen  begrenzte  Körper.      525 

f orderungen  stre?ige  zu  beweisen^*).  Vielmehr  wünsche  ich  nur  zu  zeigen, 
daß  man  in  der  Tat  eijie  und  nur  eine  solche  Keihenentwickkmg  aufstellen 
kann,  die  den  übrigens  bekannten  Reihenentwicklungen  willkürlicher  Funk- 
tionen analog  ist.  Ich  gründe  diese  Analogie  auf  das  Vorhandensein  ge- 
wisser Haupteigenschaften,  die  bei  der  gewöhnlichen  Fouri ersehen  Reihe 
bereits  genügend  hervortreten. 

Es  sei  in  dem  Intervalle  von  0  bis  tt 

f(x)  =  a^  sin  x  +  <^.2  sin  2  ^'  +  ... 

Dann  fasse  ich  das  wesentliche  Verhalten  der  rechter  Hand  auftretenden 
Funktionen  in  dßn  folgenden  Sätzen  zusammen: 

1.  sie  sind  im  Intervalle  von  x  =  0  bis  x  =  ji  durchaus  endlich  und 
werden  an  den  Grenzen  sämtlich  gleich  Null; 

2.  zwischen  diesen  Grenzen  verschwindet  die  erste  Funktion  keinmal, 
die  zweite  einmal,  usf.,  so  daß  jeder  Zahl  von  Verschwindungsstellen  eine 
und  nur  eine  Funktion  entspricht; 

3.  für  irgend  zwei  verschiedene  Funktionen  hat  man  die  sogenannte 
Integraleigenschaft : 


J 


sin  px  •  sin  qxdx  =^  0;  — 


und  verlange   nun,   daß  unsere  Reihenentwicklung  dieselben  Eigenschaften 
mutatis  mutandis  aufweise. 

Ich  will  dabei,  um  die  Ideen  zu  fixieren,  hier  und  im  folgenden  an- 
nehmen, die  sechste  Begrenzungsfläche  unseres  Körpers  sei  diejenige,  welche 
dem  Ellipsoid  q  =  c^  angehört.  Dann  soll  also  V'(/^5  *'>  ^)  ^^  /*  =  ^i  ^^^ 
ju=^a^,  sodann  für  v  =  b^  und  v  =  ft^»  sowie  für  ^  =  c^  verschwinden; 
es  soll  endlich  tf(/^,  v,  Cg),  während  ju  von  a^  bis  a^  ^^^  ^'  von  h^  bis  h^ 
läuft,  eine  in  diesem  Bereiche  willkürlich  gegebene  Funktion  repräsen- 
tieren. Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  der  Reihenentwicklung  (7),  der  ent- 
wickelten Analogie  zufolge,  die  folgenden  Bedingungen  auferlegen: 

1.  Man  hat  die  Konstanten  A,  B  der  definierenden  Larn eschen 
Differentialgleichungen,  man  hat  ferner  die  zugehörigen  Partikularlösungen 
E^ ,  jS7.,  ,  E^  in  der  Weise  auszuwählen,  daß  folgende  Gleichungen  statt- 
haben: 

E^{a,)^0,     E,(a,)  =  0;     ^,(6J-=0,     ^.(ft.J^O;     E,ic,)  =  0, 
während   gleichzeitig   die  E  innerhalb   ihrer   Intervalle   endlich   bleiben. 


*)  [Den  noch  fehlenden  Beweis,  daß  jedenfalls  jede  zweimal  stetig  dift'erenzier- 
bare  Funktion  eine  solche  Reihenentwicklung  gestattet,  hat  Herr  Hilb  mit  Hilfe  der 
Theorie  der  Integralgleichungen  in  den  Math.  Annalen,  Bd,  63  (1906)  erbracht,] 
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2.  Unter  m,  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  verstanden  (die  auch  Null 
sein  können)  muß  immer  ein  und  nur  ein  Produkt 

existieren,  welches  m-mal  zwischen  a^  und  a^  und  n-mal  zwischen  h^ 
und  &2  verschwindet.  —  Ich  werde  ein  solches  Produkt  in  Zukunft  als 

bezeichnen. 

3.  Für  die  so  definierten  unendlich  vielen  Produkte  soll  z.  B.  für 
das  in  Betracht  kommende  Oberflächenstück  des  Ellipsoids  Q  =  c^  die 
Integraleigenschaft  bestehen: 

(8)  J(E,.E,-E,)^_„-{E,-E,.E,)„._„.iv-^)dudv  =  0, 

WO  die  Integration  über  den  Bereich  a^^u  ^a^  und  ßi  ^v  ^ß^  zu 
erstrecken  ist.  Dabei  bedeuten  t==aj^,a^;  ß^,  ß^  die  Werte,  welche 
X^a^,a^]  bj^,b^  entsprechen"). 

Mein  Nachweis  wird  sich  darauf  beschränken  dürfen,  die  Verträglich- 
keit und  die  Vollständigkeit  dieses  Systems  von  Bedingungen  hervortreten 
zu  lassen.     Dies  soll  in  den  folgenden  Paragraphen  geleistet  werden. 

§3. 
Reduktion  der  Bedingungen. 

Ein  Teil  der  somit  aufgestellten  Bedingungen  ist  eine  Folge  der 
übrigen  oder  läßt  sich  auf  unmittelbare  Weise  erledigen. 

In  dieser  Richtung  behaupte  ich  zunächst,  daß  zufolge  der  Definition 
der  Lame  sehen  Funktioiien  die  Integraleigenschaft  3.  eine  Folge  von 
1.  ist. 

Zum  Beweise  sei  der  Kürze  halber 


m,  n 


[E,ifi)-E,{v).E,{g)]„^„  =  <p, 

gesetzt.  Dann  folgt  für  zwei  verschiedene  cp,  da  beide  der  Differential- 
gleichung des  Potentials  genügen,  aus  dem  Greenschen  Satze  sofort,  daß 
das  über  die  Oberfläche  unseres  Körpers  ausgedehnte  Doppelintegral: 


gleich  Null   ist;    do)   ist  dabei  das  Flächenelement  der  verschiedenen  Be- 
grenzungsflächen, -     bedeutet  eine  Differentiation  nach  der  jeweiligen,    in 

')  [Beim  Wiederabdruck  wurde  ein  Fehler  in  Formel  (8)  und  den  entsprechen- 
den Formeln  des  §  3  verbessert.] 
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bestimmtem  Sinne  genommenen,  Normale.  Fünf  unserer  Begrenzungs- 
flächen liefern  Aber  überhaupt  keinen  Beitrag  zu  diesem  Integral,  da  für 
sie  <p^  ,^  und  (p^'^  n'  beide  verschwinden.  Bei  der  sechsten  Fläche,  dem 
Ellipsoid   o  =  C2 ,   fällt   die  Normale   der  Richtung  nach  mit  dem  Durch- 

schnitte   der   Flächen    a  ^  Const.,  v  =  Const.  zusammen,   -     wird  mit  — 

proportional^).     Daher  ist: 


und  es  folgt,  wenn  man  von  einem  nicht  in  Betracht  kommenden  Faktor 
absieht :  ^^ 

Hier  kann  der  erste  Faktor: 


m,  n 


nicht  identisch  Null   sein.     Denn   sonst   würde    durch  Integration  folgen: 

(^3)„,„  =  Const.  (J73V,„. 

während    doch    die    beiden    E^    verschiedenen    Lame  sehen    Differential- 
gleichungen genügen   sollen.     Somit  folgt  das  Verschwinden  des  anderen 
Faktors  und  also®)  das  Verschwinden  von  (8),  was  zu  beweisen  war. 
Ich  sage  ferner,  daß  man  den  Gleichungen 

E^{a,)  =  0,     ^,(6,)  =  0,    ^3(c,)-0, 

die  unter  (1)  mit  aufgeführt  sind,  durch  bloße  Wahl  der  Partikular - 
lösungen  E^^E^^E^  der  Lameschen  Differentialgleichung  genügen  kann. 
Im  Interesse  des  Folgenden  will  ich  dies,  so  einfach  es  ist,  geome- 
metrisch  erläutern.  Ich  will  X  (also  evtl.  /jl,  v  oder  q)  als  Abszisse  deuten 
und  somit  von  einer  Kurve  {E ,  X)  sprechen.  E  genügt  in  bezug  auf  X 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung;  man  darf  also  zur  Indivi- 
dualisierung der  Kurve  {E,  X)  einen  Punkt  derselben  und  die  Tangente 
in  diesem  Punkte  beliebig  annehmen.  Unsere  Forderung  ist  hiemach  ge- 
wiß erfüllbar;  denn  sie  verlangt  nur,  drei  Kurven  (E^^X),  (E^,X),  (E^,  X) 


8)  Es  ist 


1 

'2 

djudv 
4 

V  —  fA. 

2 

d 
'dn 

v'- 

=V^^: 

-1      d 
-V       öq' 

Es  ist  d(o 

-{v-f^) 

'{Q- 

f^){Q-v) 

•f.-k--fl- 

-l'V 

y_jfe2.V_l 

udv. 

{q-(^){q 

-v)d 
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SO  zu  bestimmen,  daß  sie  beziehungsweise  (Jurch  die  drei  Punkte  der 
Abszissenachse  X  =  a^,  l  =  h^,  l^c^  hindurchlaufen.  Sie  ist  sogar  auf 
unendlich  viele  Weisen  zu  erfüllen,  indem  man  die  Richtungen  der  Kurven 
in  diesen  Punkten  beliebig  annehmen  kann.  Indess  ist  die  sonach  existie- 
rende Unbestimmtheit  für  unsere  Zwecke  gleichgültig.  Denn  eine  Änderung 
der  Anfangsrichtung  bedeutet  ja  nur,  daß  das  betr.  E  mit  einem  kon- 
stanten Faktor  multipliziert  wird,  und  ist  also  für  unseren  Ansatz,  in 
welchem  E^E^E^  ohnehin  mit  einem  beliebigen  Faktor  verbunden  ist, 
durchaus  irrelevant.  —  Diesen  Überlegungen  entsprechend  will  ich  ferner- 
hin unter  E^ ,  E.^ ,  E^  drei  solche  P artikular lösungen  verstehen,  welche  die 
Bedingungen 

E^{a^)^0,     E,{b,)  =  0,     E^ic,)^0 
jedenfalls  erfüllen. 

Daß  diese  E^ ,  E,^ ,  E^  in  den  für  sie  in  Betracht  kommenden  Interr 
Valien  dann  jedenfalls  endlich  sind,  wie  wir  unter  (1)  ebenfalls  verlangten, 
folgt  aus  der  Form  der  Lameschen  Differentialgleichung  auf  Grund  be- 
kannter Konvergenzbetrachtungen. 

Es  bleibt  also  nur  noch  den  Gleichungen 

E,{a^J  =  0,     E,{K)=^0, 

es  bleibt  ferner  der  Forderung  ( 2 )  zu  genügen.  Für  beides  hat  man  noch 
die  Konstanten  A ,  B  der  Lameschen  Differentialgleichung  zur  vollen  Ver- 
fügung. Sie  aber  reichen  auch  gerade  aus,  um  beides  zu  erzielen.  Dies 
zu  beweisen  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  beiden  Paragraphen.  Ich  be- 
trachte zu  dem  Zwecke  neben  /  abwechselnd  auch  das  Integral  t  als  un- 
abhängige Variable  und  stelle  also  neben  die  Kurven  (E,  X)  die  entspre- 
chenden Kurven  {E,  t). 

§4. 
Der  Verlauf  der  Kurven  (^,  t). 

Die  geometrische  Beziehung  zwischen  /  und  dem  Integrale  t: 


ist  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  genügend  bekannt.  Wir 
haben  hier  nur  die  reellen  Werte  von  /  von  0  bis  +  oc  ins  Auge  zu 
fassen,  die  sich  auf  die  drei  Intervalle  von  0  bis  Ä;^,  von  k'^  bis  1  und 
von  1  bis  -{-  oc  verteilen.  Läuft  /  von  0  bis  k',  so  bewegt  sich  t  als 
ebenfalls  ree/Ze  Größe  von  0  bis  o;^,  wo  2o)^  die  reelle  Periode  des  ellip- 
tischen Integrals  bedeutet  und  der  größeren  Bestimmtheit  wegen  positiv 
gedacht  werden  mag.    Wächst  X  über  k'  hinaus,  so  erhält  t  zunächst  rein 
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imaginäre  Zuwächse,  bis  es,  für  /  =  1,  in  co^-j-ico.-,  übergegangen  ist, 
wo  2  i  M^  die  imaginäre  Periode  des  Integrals  bedeuten  soll  und  co^  eben- 
falls eine  positive  Größe  vorstellen  mag.  Für  X  >  1  entsprechen  den 
reellen  Inkrementen  von   i   wieder  reelle  Änderungen  von   t,    und  erteilt 

man,  was  gestattet  ist,  dem  -jj  in  diesem  Intervalle  das  negative  Vor- 
zeichen, so  geht  t  iüi  X  =  -i- oo  in  i  co^  über.  Der  ganze  Weg,  den  t  in 
seiner  komplexen  Ebene  zurücklegt,  wenn  X  von  0  bis  +  oo  läuft,  ist 
sonach  durch  folgende  Figur  gegeben: 


t  Ebene 


0  u  (Oj^ 

Fig.  1 

Ich  habe  die  Buchstaben  u,  v,  w  hinzugeschrieben,  entsprechend  den  par- 
tikulären Benennungen,  welche  t  in  den  betr.  Intervallen  trägt  (vgl.  §  1). 
Über  diesem  Linienzuge  als  Basis  denke  man  sich  nun  die  Kurven  {E ,  t) 
konstruiert,  indem  man  E  etwa  als  vertikale  Ordinate  senkrecht  gegen 
die  komplexe  Ebene  t  aufträgt.  Im  allgemeinen  wird  (E ,  t)  von  [E ,  X) 
der  Gestalt  nach  verschieden  sein;  auf  das  merkwürdige  Verhalten  an  den 
Stellen  ^  =  0,  Ä;-,  1,  oo  habe  ich  hernach  noch  besonders  aufmerksam  zu 
machen.  Aber  (E,  t)  wird  dann  und  nur  dann  die  Ebene  t  treffen,  wenn 
{E,  X)  die  Abszissenachse  X  trifft,  —  und  das  ist  fürs  erste  die  Hauptsache. 
Es  mögen  wieder  t  =  a^,  a^;  ß^,  ß.^  ^i®  Werte  sein,  welche  A  =  a^,  a., ; 
b^,  &.,  entsprechen;   vergleiche  die  beigesetzte  Figur: 


^- Ebene 


Fig.  2 

Dann  betrachten  wir  eine  Kurve  [E^,u),  die  von  u=^a^,  eine  andere 
{Ej^,v),  die  von  v  =  ß^  ausläuft,  und  unser  Nachweis  hat  sich  dem 
vorigen  Paragraphen  zufolge  darauf  zu  beschränken,  zu  zeigen:  daß  es 
immer  ein  einziges  Wertepaar  A,  B  der  Konstanten  in  der  L am  eschen 
Differentialgleichung  gibt,  für  welches  {E^,  u)  zwischen  a^  und  a^  und 
E.-,,  v)  zwischen  ß^  und  ß.^  genau  (m  -{-  1),  bezieh'j^ngs weise  [n  -\~  1) 
Halboszillationen  ausführt. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.    II.  34 
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Nun  kann  man  aber  über  den  Verlauf  der  Kurven  {E,  t)  aus  der 
Differentialgleichung  (6),  die  man  folgendermaßen  schreiben  mag: 

(9)  -^^AX-i-B, 

gewisse  allgemeine  Schlüsse  ziehen.  Wenn  nämlich  dt  ein  reelles  Inkre- 
ment  bedeutet,  so  sagt  ein  positiver  Wert  der  linken  Seite  in  (9),  daß 
die  Kurve  {E ,  t)  der  Ebene  t  die  konvexe  Seite  zukehrt,  daß  die  Kurve 
[E,  t),  wie  ich  einen  Augenblick  sagen  will,  in  bezug  auf  die  Ebene  t 
divergiert;  ein  negativer  Wert  bedeutet  Konvergenz  der  Kurve.  Ist  aber 
dt  rein  imaginär  (wie  im  Intervalle  v),  so  wird  die  Bedeutung,  wie  man 
sofort  sieht,  genau  umgekehrt:  dem  positiven  Werte  entspricht  die  Kon- 
vergenz, dem  negativen  die  Divergenz. 

Hierzu  nun  nehme  man  den  Satz:  daß  eine  stark  konvergierende 
Kurve  notwendig  bereits  im  kleinen  Intervalle  oszilliert,  sowie  den 
ferneren,  daß  AX  +  B  höchstens  einmal  (wenn  nämlich  —  ^  positiv  ist) 
zwischen  >^  =  0  und  yl  =  +  oo  das  Zeichen  wechselt.  So  scheint  es  von 
vornherein  möglich,  für  (E^,u)  und  (E^,v)  das  oben  Verlangte  zu  er- 
zielen. Man  wird  AX-\-  B  für  X  =  a^  jedenfalls  negativ,  für  X  =  h^  jeden- 
falls positiv  nehmen  müssen,  da  (jEJ^,  i^)  im  Intervalle  {a^,  a^)  und  {E^,  v) 
im  Intervalle  (ß^,  ß^)  oszillieren  soll.  Ich  sage  aber  geradezu,  daß  die 
Zahl  dieser  Oszillationen  ausreicht,  um  A  und  B  eindeutig  zu  hestimmen'^% 
Man  ersieht  dies  am  besten,  wenn  man  wieder  X  als  Abszissenachse  einführt 
und  7]  =  AX-\-  B  als  Gleichung  einer  geraden  Linie  deutet,  wie  dies  nun 
geschehen  mag. 

§5. 
Bestimmung  der  Konstanten  A,  B. 

Der  Ausdruck  rj  =  AX-\-  B  soll  jetzt,  wie  bereits  gesagt,  über  der 
Abszissenachse  X  als  gerade  Linie  gedeutet  werden,  und  wir  fragen  zu- 
nächst, wie  diese  gerade  Linie  verlaufen  muß,  damit  wenigstens  die  Kurve 
(E^,  X)  in  ihrem  Intervalle  die  richtige  Zahl  von  Halboszillationen  aus- 
führt, beziehungsweise,  welche  Enveloppe  von  den  unendlich  vielen  Geraden, 
die  dieser  einen  Bedingung  genügen,  umhüllt  wird. 

Sicher  hat  diese  Enveloppe  eine  horizontale  Tangente.  Man  setze 
in  (9)  A  =  0.     So  kommt 

-^.■  =  B 

E 


^^  [Von    hier   stammt   der  Name  Oszillationstheorem,    den   ich   später  viel   ge- 
brauchte.    Vgl.  z.  B.  Abh.  LXIV.     K.] 
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und  also,  wegen  Ej^(a^)  =  0: 

Die  somit  gegebene  Kurve  (E^,u)  vollführt  nun  von  u  =  a^  bis  u  =  a^^ 
(m  +  1)  Halboszillationen,  wenn 

genommen  wird.     Wir  haben  also  als  horizontale  Tangente  unserer  En- 
veloppe: 


Man  überzeugt  sich  ferner,  daß  unsere  Enveloppe  kein  Paar  paral- 
leler Tangenten,  also  auch  keine  Wendetangente  besitzen  kann.  Denn  ist 
f]  =  Ä?.  ~i-  B,  7]'  =  ÄA  -\-  B\  so  ist  (mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 
r)  im  ganzen  Intervalle  {a^,  a.^)  entweder  größer  oder  kleiner  als  r]\  und 
die  Kurve  E^,  welche  r]  entspricht,  oszilliert  daher  durchweg  langsamer 
oder  schneller  als  die  Kurve  für  f]\ 

Nunmehr  nehme  man  A  sehr  groß  positiv,  B  so,  daß  trotzdem 
Aa^^-r  B  einen  negativen  und  zwar  einen  sehr  stark  negativen  Wert 
repräsentiert.  Dann  oszilliert  die  Kurve  {E^,  X)  in  der  Nähe  von  ^  =  a^ 
sehr  lebhaft,  und  schon  in  einem  kleinen  Intervalle  hinter  a^  werden 
(m  +  1)  Halboszillationen  eingetreten  sein.  Wir  müssen  also  B  so  wählen, 
daß  AX  ^  B  dicht  hinter  X  =  a^  bereits  verschwindet,  und  von  da  ab 
positiv  wird,  daß  also  die  betr.  Kurve  {E^,  u)  sehr  bald  hinter  a^  von 
der  Konvergenz  zur  Divergenz  übergeht.  —  Analoge  Betrachtungen  gelten 
für  solche  Ausdrücke  A  l  -\-  B,  die  für  1  =  a^  einen  bedeutenden  negativen 

m+1 


Wert  aufweisen,  während  gleichzeitig  {E^,  k)  nur  f^**^^  1  mal  im  Inter- 
vall {dl,  ct^)  oszillieren  soll.  Das  heißt  aber  geometrisch:  daß  unsere 
Enveloppe  sich  von  der  bereits  bestimmten  horizontalen  Tangente  nach 
abwärts  zieht,  und  daß  sie  die  beiden  Linien  ^  =  a^  und  X  =  a.^  zu 
Asymptoten  hat. 

Alles    in    allem    genommen    hat    also   unsere  Enveloppe  schematisch 
folgende  Gestalt: 

o         a^        a^       k^  ^ 


h 


Fig.  3. 


34* 
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Ganz  analoge  Betrachtungen  stelle  man  nunmehr  für  das  Intervall 
(&^,  öo)  an,  in  welchem  (n -\- 1)  Halboszillationen  von  [E^,  X)  eintreten 
sollen.  Dann  wird  nur,  mit  Rücksicht  auf  das  rein  imaginäre  dv,  der 
Unterschied  Platz  greifen,  daß  die  betr.  Horizontaltangente  eine  positive 
Ordinate  besitzt  und  die  Enveloppe  nach  oben  gekehrt  ist.  Die  beiden 
Enveloppen  haben  also  gegeneinander  die  folgende  Lage: 

Nun  waren  unsere 
Behauptungen  gegen  Ende 
des  vorigen  Paragraphen 
auf  den  einen  Satz  zurück- 
geführt worden,  daß  die 
^  Zahlen   m,  n,   welche  das 


y 


k' 


h 


'         ^       Verhalten  der  Kurven  E,, 
E^  in  ihren  bez.  Intervallen 
charakterisieren,  allein  hin- 
_  reichen,  um  ^,  J5  zu  be- 

stimmen. Dies  heißt  offen- 
bar, daß  unsere  zwei  En- 
Fig  4  veloppen    eine    und    nur 

eine  gemeinsame  Tangente 
besitzen  sollen.  Und  daß  dies  in  der  Tat  zutrifft,  daß  also  unser  Beweis  erledigt 
ist,  zeigt  ein  Blick  auf  unsere  Figur.  Zwei  Kurven,  die  so  gegeneinander 
liegen,  wie  unsere  beiden  Enveloppen,  haben  notwendig  eine  und  nur  eine 
gemeinsame  Tangente.  Man  kann  also  in  der  Tat  die  Bedingungen  des 
§  2  befriedigen  und  das  dort  formulierte  Problem  in  dem  auseinander- 
gesetzten Sinne  erledigen  ^^). 

Man  beachte  noch  dieses.    Im  Falle  der  letzten  Figur  ist  A  notwendig 

positiv.  Setzen  wir  also  A  =  -~^ — -  und  nennen  s  den  Grad  der  Lameschen 

Funktion,  so  ist  der  Grad  ein  reeller.  Hätten  wir  dagegen  das  Intervall 
(öj,  63)  (zwischen  ä;-  und  1)  mit  dem  Intervalle  (c^,  cj  (zwischen  1  und 
-f ■  00)  zu  kombinieren  gehabt,  uns  also  damit  beschäftigt,  eine  willkürliche 
Funktion    zu   repräsentieren,    die    auf    einem    Stücke    eines    zweischaligen 


^^)  [Es  wurde  mir  später  gesagt,  daß  die  Hiillkurve  auch  so  gestaltet  sein  kann, 
wie  es  beistehende  Figur  zeigt;  sie  bietet  dann  also  Vorkommnisse  dar,  wie  sie  früher 
(in  Abh.  XXXIX  dieses  Bandes)  bei  Kurven  vierter  Klasse  ausführlich 
besprochen  wurden.  Für  die  im  Text  angestellten  Betrachtungen, 
welche  die  Kurven  als  Umhüllungsgebilde  von  Geraden  ansehen,  macht 
dies  keinen  Unterschied.  Man  übersetze  die  Sachlage  in  das  Dualisti- 
sche. Dann  handelt  es  sich  etwa  darum,  daß  zwei  einander  über- 
kreuzende Kurven,  deren  Ordinaten  mit  wachsender  Abszisse  bez.  zu- 
nehmen und  abnehmen,  sich  gerade  einmal  treffen,  unabhängig  davon, 
Fig.  5.        ob  die  Kurven  ein  wenig  geschlängelt  sind  oder  nicht.     K  j 
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Hyperboloids  gegeben  ist,  so  wäre  A  notwendig  negativ,  s  also  imaginär 
von  der  Form  —  |  +  *s'  geworden.  Dasselbe  wäre  eingetreten,  wenn  wir 
Oszillationen  einerseits  zwischen  a^,  a.^,  andererseits  zwischen  c^,  c,  ver- 
langt hätten  und  .,    kleiner    als    -^^ — ■ — ^    gewesen    wäre    [y^,  7^ 

sollen  die  Integralwerte  bedeuten,  die  c^ ,  c^  entsprechen,  und  r  -\-  1  die 
Zahl  der  Halboszillationen  zwischen  c^,  c«  sein).  Diese  Bemerkungen 
schließen  als  partikuläre  Fälle  gewisse  Sätze  in  sich,  die  man  aus  der 
Theorie  der  Kugelf anktionen  kennt  ^-). 


§6. 
Körper,  begrenzt  von  beliebigen  sechs  konfokalen  Flächen. 

Es  hat  jetzt  keinerlei  Schwierigkeit,  diese  Untersuchungen  auf  den 
Fall  eines  beliebigen,  endlichen,  von  sechs  konfokalen  Flächen  begrenzten 
Körpers  auszudehnen,  mag  sich  der  Körper  von  einem  Oktanten  des 
Koordinatensystems  in  einen  zweiten  hinüberziehen  oder  mag  er  sogar  so 
gedacht  werden,  daß  er  gewisse  Teile  des  Baumes  mehrfach  ausfüllt  ^^). 
Man  wird  einen  solchen  Körper  in  der  Weise  beschreiben,  daß  man  nicht 
nur  die  Parameter  a^ ,  a.^ ;  h^ ,  6.3  und  c^ ,  c.^  der  begrenzenden  Flächen  an- 
gibt, sondern  hinzufügt,  wie  durch  das  Innere  des  Körpers  hindurch  a^^ 
in  a.,,  6^  in  &., ,  c^  in  c^  übergeht.  Die  folgenden  drei  Figuren,  welche 
sich  nur  auf  das  Intervall  a^,  a,  beziehen,  werden  genügen,  um  die  un- 
begrenzt vielen  hier  denkbaren  Möglichkeiten  verständlich  zu  machen,  und 
zugleich  erläutern,  wie  man  jeden  Körper  der  gemeinten  iirt  durch  eine 
schematische  Figur  definieren  kann: 

a) 

b)  /  I  '  1 X 


Fig.  6. 

^-)  Kugelfunktionen  von  imaginärem  Grade  werden  bei  Thomson  und  Tait  in 
dem  genannten  Appendix  erwähnt.  Andererseits  wurde  bekanntlich  Herr  Mehl  er 
zur  Betrachtung  derselben  geführt;  er  nennt  dieselben  Kegelfunktionen.  Man  vgl.  die 
x\ufsätze  von  Mehler  und  Neumann  im  18.  Bd.  der  Math.  Annalen  (1881),  S.  1()1 
und  S.  195  ff.  —  Ich  will  dabei  hinzufügen,  daß  der  erste  auf  Kegel funktionen  bezüg- 
liche Aufsatz  des  Herrn  Mehl  er  im  <)8.  Bande  des  Crelleschen  Journals  erschien 
(1868)  und  von  1S67  datiert  ißt. 

'^^)  Es  liat  keinen  Zweck,  diese  Möglichkeit  hier  auszuschließen,  weil  die  Methode 
der  Behandlung  für  sie  dieselbe  ist,  wie  im  anderen  Falle. 
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Die  Modifikation,  der  unsere  bisherigen  Betrachtungen  zu  unterwerfen 
sind,  ist  durch  diese  Figuren  von  selbst  gegeben.  Es  handelt  sich  im 
wesentlichen  darum,  zu  untersuchen,  wie  die  Konstanten  A ,  B  der  Lame- 
schen  Differentialgleichung  beschaffen  sein  müssen,  damit  die  Kurve 
{E^,  X)  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  (m  +  1)  '^on  Halboszillationen 
aufführt,  ivenn  a^  auf  dem  vorgeschriebenen  Wege  in  a.,  übergeht. 
Wir  werden  also  zunächst  untersuchen,  wie  sich  allgemein  die  Kurve 
[Ej^,  X)  verhält,  wenn  das  zwischen  a^  und  a.^  bewegliche  /  an  einer  Grenze 
1  =  k^^  oder  X  =  0  anlangt  und  dann  seinen  Bewegungssinn  umkehrt. 
Sodann  werden  wir  fragen,  wie  nunmehr  die  Enveloppe  aller  derjenigen 
Linien  f]  =^  AX-}-  B  beschaffen  sein  wird,  für  welche  (E^^,  X)  im  gegebenen 
Intervall  die  gewünschte  Zahl  von  Nullstellen  aufweist. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  beachte  man  vor  allem,  daß  das 
Integral 

0 

bei  der  genannten  Umkehr  von  X  ungehindert  weiterläuft.  Ich  will  des 
bestimmteren  Ausdrucks  wegen  den  Fall  der  Figur  6  a  zugrunde  legen,  bei 
welchem  die  Umkehr  in  X  =  k"  erfolgt.  Wenn  dann  t  von  0  auslaufend 
bei  X  =  a^,  a.2,  k-,  wie  wir  oben  annahmen,  die  Werte  a^,  cc^,  co^  aufweist, 
so  erreichtes,  während  X  von  äj-  zu  a^  zurückkehrt,  den  Wert  2  Wj  —  0J.>, 
wie  nachstehende  Figur  erläutert: 


u 1 i-  - — i -h 1 w 

0  «1  a.3  &>i  2  «1  —  a., 

Fig.  7. 

Hinsichtlich  der  Kurve  (E^,u)  ist  also  nur  dieses  geändert,  daß  das 
Intervall,  in  welchem  die  (m  +  1)  Halboszillationen  stattzufinden  haben, 
über  o)^  hinausgreift :  Eine  Ändermig,  die  für  unsere  Betrachtungen  durch- 
aus irrelevant  ist.  Hieraus  folgt  zumal,  daß  E^  auch  im  neuen  Intervalle 
durchaus  endlich  bleibt. 

Wir  übertragen  jetzt  (l/\,  u)  in  {E^,  X),  indem  wir  bei  jedem  X  als 
Ordinate  diejenigen  E  auftragen,  welche  den  entsprechenden  Werten  von 
u  zugeordnet  sind.  Hierbei  will  insbesondere  berücksichtigt  sein,  wie  sich 
(E^,X)  an  der  Stelle  X  ^  k'^  verhält.     Man  hat  allgemein: 


du         d/. 

Wenn  also  ^    an    der   betreffenden  Stelle  nicht  verschwindet,    so  ist  ^ 

notwendig  unendlich  groß:  die  Linie  X  ^  k'^  wird  von  der  Kurve  {E^,  X] 
in   einem   bestimmten  Punkte  berührt;   vom  Berührungspunkte  ab  läuft 
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Wenn  aber  '^  gleich  Null  ist,  so  kommt  durch  fortgesetztes  Differentiieren 


die  Kurve,  indem  sie  sich  umbiegt,   mit  einem  neuen  Zweige  rückwärts. 

du 

fdE\  __  du- 

\dl)?.=k^  ~  P (T^"-^"    • 

_2E{Ak--rB) 

Überdies  beachte  man,  daß  die  Kurve  {E^,  u)  jetzt  notwendig  in  bezug 
auf  u  =  (o^  symmetrisch  ist.  Die  Kurve  (E^,  X)  existiert  jetzt  also  nur 
in  einem  Zuge,  der  von  ^  =  «^  bis  ^  =  k'^  und  dann  rückwärts  von  X  =  k'^ 
bis  X  =--  a.,  durchlaufen  wird.  Derselbe  trifft  die  Linie  X  =  k^  unter  einem 
Winkel,  der  von  den  Werten  der  A,  B,E  abhängt.  Es  ist  hier  also  die 
Möglichkeit  gegeben,  daß  [E^,  X)  in  das  zweite  Intervall  k'^  ^X  ^1  hinein 
reell  fortgesetzt  wird. 

Diese  Überlegungen  hindern  in  keiner  Weise  die  Betrachtung  der 
Enveloppen  des  §  5 ;  die  Resultate  gestalten  sich  nur  etwas  anders.  Zu- 
vörderst ist  ersichtlich,  daß  die  horizontale  Tangente  der  Enveloppe  die 
folgende  geworden  ist: 

(m4-  l)"jr- 

{2  ODj^  —  (Xj^  —  CCo) 

Dann  aber  sage  ich  (indem  ich  immer  am  Falle  der  Figur  1  festhalte), 
daß  X  =  a^  allerdings  Asymptote  geblieben  ist,  daß  die  andere  Asymptote 
aber  in  X  =  k'  übergegangen  ist,  daß  also  die  Enveloppe  eine  Gestalt  hat, 
wie  sie  folgende  Figur  versinnlicht : 


Fig.  8. 


In  der  Tat,  wenn  }]  ^  A^  -{^  B  eine  sehr  steile  Linie  vorstellt,  so  darf 
derjenige  Teil  des  uns  vorgeschriebenen  Intervalls,  in  welchem  rj  negativ 
ist  und  in  welchem  daher  die  Oszillationen  unserer  Kurve  stattfinden,  nur 
sehr  wenig  ausgedehnt  sein.  Dieser  Überlegung  läßt  sich  aber  nur  Rechnung 
tragen,  indem  wir  die  Asymptoten  in  der  angegebenen  Weise  wählen.  — 
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Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  daß  sich  die  Lage  der  Asym- 
ptoten und  somit  die  Gesamtgestalt  der  Enveloppe  in  allen  übrigen  Fällen 
ähnlich  bestimmt;  im  Falle  der  Figur  6  c  z.  B.  würden  X  =  0  und  /  =  k^ 
die  beiden  Asymptoten  sein. 

Man  sieht  aber  sofort,  daß  die  so  gewonnenen  Enveloppen  noch  immer 
dieselbe  Schlußweise  gestatten,  wie  sie  in  §  5  für  den  dort  betrachteten 
speziellen  Fall  begründet  wurde.  Zwei  Enveloppen  über  verschiedenen 
Intervallen  haben  immer  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Tangente,  mag 
der  Weg,  der  innerhalb  des  einzelnen  Iniervalls  vom  einem  Endpunkte 
zum  anderen  Endpunkte  führt,  beschaffen  sein  wie  er  will. 

Diese  Schlußweise  bildet  aber  den  Kern  unserer  Überlegungen,  und 
es  bleiben  die  letzteren  also  auch  für  den  allgemeinen  uns  jetzt  vorliegen- 
den Fall  in  Geltung,  was  zu  beweisen  war. 

Vielleicht  ist  es  zur  vollen  Deutlichkeit  nützlich,  noch  eine  Bemerkung 
über  den  Wert  E^{c^)  hinzuzufügen.  Es  können  c^  und  c^  so  verbunden 
sein,  wie  die  Figur  aufweist: 

0  h^  1  c,         Co 

x—\ —     — — — — i— ^ — ;     i 


Fig.  9. 

Man  wird  dann  unter  JS/3(c.>)  denjenigen  Wert  verstehen,  den  ^g  annimmt, 
wenn  k  von  c^  aus  zunächst  bis  1  abnimmt  und  dann  erst  bis  c,  wächst» 

§7. 

Das  VoUellipsoid. 

Wenn  die  vorhergehenden  Untersuchungen  für  einen  Körper  verwertet 
werden  sollen,  der  weniger  als  sechs  verschiedene  Begrenzungsflächen  hat, 
so  bedürfen  sie  zunächst  einer  gewissen  Verallgemeinerung.  Unsere  Funk- 
tionen E^,  E^,  E^  waren  dadurch  bestimmt,  daß  sie  für  gewisse  feste 
Werte  von  X  und  außerdem  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen  zwischen 
diesen  Werten  verschwinden  sollten.  Aber  man  sieht  leicht,  daß  dieselbe 
Methode,  vermöge  deren  wir  die  eindeutige  Bestimmtheit  der  betr.  E^,  E^,  E^ 
erschlossen,  auch  noch  in  anderen  Fällen  anwendbar  ist.  Wir  können  sie 
z.  B.  Wort  für  Wort  wiederholen,  wenn  E^  zwischen  a^  und  a^  nach  wie 
vor  m-mal  verschwinden  soll,  aber  bei  a^  und  a^  irgendwelchen  anderen 
Bedingungen    genügt,    z.  B.  einen    verschwindenden   Differentialquotienten 

3 —  besitzt. 
du 

Diese  Bemerkung   findet  bei  Körpern  der  nun  zu  betrachtenden  Art 

im  folgenden  Sinne  Verwertung.     Solche  Körper  besitzen   notwendig  eine 

oder   mehrere   Symmetrieebenen.     Nun    ist    es   ein   allgemeines  Verfahren, 
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dessen  man  sich  bei  der  Potentialaufgabe  für  symmetrische  Körper  seit 
je  bedient:  daß  man  einen  solchen  Körper  längs  der  Symmetrieebenen 
zerschneidet  und  dann  für  den  einzelnen  so  entstehenden  Teil  gewisse 
Fundamentalaufgaben  löst.  Dieselben  verlangen  sämtlich,  ein  Potential 
so  zu  bestimmen,  daß  es  auf  der  ursprünglichen  Oberfläche  des  bei  der 
Zerschneidung  entstandenen  Teiles  willkürlich  vorgegebene  Werte  annimmt; 
sie  unterscheiden  sich  dadurch,  daß  auf  der  einzelnen  begrenzenden  Ebene 
entweder  das  Potential  selbst  oder  aber  sein  nach  der  Normale  genommener 
DifEerentialquotient  verschwinden  soll.  Die  Lösung  der  anfänglichen  Po- 
tentialaufgabe erwächst,  indem  wir  die  verschiedenen  bei  diesen  Einzel- 
problemen gefundenen  Potentiale  durch  die  Symmetrieebenen  hindurch 
fortsetzen  und  übrigens  zusammenaddieren. 

Betrachten  wir  nun  gleich  den  Fall  des  Vollellipsoids.  Wir  zerschneiden 
dasselbe  vorab  längs  seiner  drei  Symmetrieebenen.  Der  so  entstehende 
Oktant  kann  als  ein  Körper  aufgefaßt  werden,  der  von  sechs  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Nur  die  eine  Begrenzungsebene 
nämlich  vertritt  eine  einzelne  Fläche  zweiten  Grades :  das  ist  die  Koordi- 
natenebene YZ  und  die  Fläche  u  ==  0.  Die  beiden  anderen  repräsentieren 
Stücke  von  verschiedenen  Flächen;  die  Ebene  XY  z.  B.  gehört  zum  Teil 
(soweit  sie  von  der  Fokalellipse  des  Systems  umschlossen  wird)  dem 
Ellipsoid  ^  =  1 ,  zLim  Teil  der  Regelfläche  r  =  1  an.  —  Für  diesen  Ok- 
tanten  haben  wir  nun,  indem  wir  bei  jeder  der  drei  Koordinatenebenen 
die  beiden  in  Betracht  kommenden  Annahmen  auseinanderhalten,  im 
ganzen  acht  Einzelprobleme  zu  unterscheiden. 

Es  wird  genügen,  nur  die  beiden  extremen  Fälle  genauer  zu  be- 
sprechen: bei  dem  einen  handelt  es  sich  um  Herstellung  eines  Potentials, 
das  auf  sämtlichen  drei  Koordinatenebenen  verschwindet,  bei  dem  anderen 
soll  der  nach  der  Normale  genommene  Diiferentialquotient  bei  sämtlichen 
drei  Koordinatenebenen  gleich  Null  sein. 

Im  ersten  Falle  haben  wir  nur  einen  besonderen  Fall  der  in  §§  2 — 5 
behandelten  Aufgabe:  a^  rückt  in  a^^O,  a^  und  6^  fallen  in-  A  =  Ä;% 
&.,  und  c^  in  /  =-  1  zusammen.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  E^^,  E^,  E^  von 
etwa  zutretenden  irrelevanten  Faktoren  abgesehen,  dieselbe  Partikular- 
lösung  der  Lame  sehen  Differentialgleichung  vorstellen.  Denn  E^  und  E^ 
verschwinden  nun  beide  für  A  ==  Ä;'%  E^  und  E^  beide  für  A  =  l.  Aller- 
dings läßt  sich  Ej^,  da  [E^,  X)  dem  früheren  zufolge  die  Linie  A  =^  k'^  be- 
rührt, nicht  reell  über  diese  Linie  hinaus  fortsetzen.  Aber  eine  leichte  Über- 
legung läßt  erkennen,  daß  E^^  in  dem  Intervalle  {X  >  k'^)  rein  imaginär  ist, 
also  nach  Abtrennung  des  irrelevanten  Faktors  i  das  gewollte  E^  liefert.  — 
Alles  übrige  bleibt  so  wie  im  allgemeinen  Falle.  Die  verschiedenen 
E^ '  E., '  E.^ ,  welche  in  der  Reihenentwicklung  des  gesuchten  Potentials  auf- 
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treten,  entsprechen  nach  wie  vor  den  verschiedenen  möglichen  Zahlen- 
kombinationen m,  7i,  die  die  Anzahl  der  Verschwindungsstellen  in  den 
Intervallen  0  —  k-  und  k"^  —  1  ergeben. 

Im   zweiten  Falle  haben   wir   die  neue  Form  der  Grenzbedingungen. 

Für  /i  =  0,  k-  soll  ^,  für  r  =  k\  1  soll  ^  und  für  ^  =  1  soll  ^^ 

'^  '  du  ^  '  dv  ^  dw 

verschwinden^^).  Hieraus  ergibt  sich  ohne  weiteres  (wie  schon  im  vorigen 
Paragraphen  angedeutet  wurde),  daß  E^^E^^E^  nur  verschiedene  Benen- 
nungen derselben  Partikularlösung  E  sind;  denn  die  Kurve  {E^,  /)  z.  B. 
zieht  sich  jetzt  vom  Intervalle  fx  in  das  Intervall  v  ungehindert  hinüber. 
Übrigens  aber  werden  wir  zur  Lösung  unserer  Potentialaufgabe  genau  an 
den  Bedingungen  des  §  2  festhalten.  Wir  werden  das  gesuchte  Potential 
aus  einer  unendlichen  Zahl  von  Produkten  E^-E^E^  zusammensetzen, 
von  denen  das  einzelne  wieder  durch  die  Anzahl  m  seiner  Verschwindungs- 
stellen im  Intervalle  ju  und  die  Anzahl  n  seiner  Verschwindungsstellen 
im  Intervalle  v  charakterisiert  sein  wird.  Daß  für  eine  solche  Reihen- 
entwicklung auch  wieder  die  Integral  eigenschaft  gilt,  folgt  ähnlich  wie  in 
§  3  aus  dem  Greenschen  Satze. 

In  entsprechender  Weise  behandele  man  die  übrigen  sechs  Fälle. 
Dann  ist  man  offenbar  genau  zu  demjenigen  Verfahren  gekommen,  welches 
Lame  für  das  dreiachsige  Ellipsoid  aufgestellt  hat.  Denn  ich  zeigte  in 
meiner  bereits  in  der  Einleitung  zitierten  Note  [Abh.  LXII],  daß  die  ge- 
wöhnlichen Lameschen  Funktionen  genau  in  der  Weise  ihre  Nullstellen 
über  die  beiden  Intervalle  ju,  v  verteilt  haben,  wie  wir  es  hier  von  den 
sukzessiven  Gliedern  unserer  Reihenentwicklung  verlangen.  In  einer  Hin- 
sicht führt  Lames  ursprünglicher  Ansatz  weiter  als  der  meinige.  Man 
verstehe  unter  g,  ö',  a"  Eins  oder  Null,  je  nachdem  E'^ •  ^2 ' ^2  ^^  ^  =  0, 
Ä;^,  1  verschwindet,  oder  nicht.  Dann  folgt  bei  Lame  sofort,  daß  A,  die 
erste  in  der  Differentialgleichung  auftretende  Konstante,  den  folgenden 
Wert  hat: 

Bei  der  von  mir  gegebenen  Entwicklung  bedürfte  es  dazu  zuvörderst  des 
Nachweises,    daß  E^  =  E^^  E^    im   vorliegenden  Falle    eine   algebraische 


^*)  Vd.  die  Formel  für  -p-  auf  S.  534  und   die   für  - —  in  der  Fußnote  ^)  auf 
^     *  du  cn 

S.  527. 

^^)  [Die  zur  linearen  Diff€rentiaJgleicb»ng( 6)  gehörigen  Exponenten  bei  00  sind 

2{m^-n)  +  a-{-a'  +  o"     ^^^        2{m-\-n)-{-o-\-o' +  0" +  \  ^. 

2  ^ 


LXIII.    Randwertaufgabe  für  von  konfokalen  Flächen  begrenzte  Körper.     539 

Funktion  von  A  ist^^).  —  Dagegen  liegt  bei  Lame  das  Theorem  über  die 
Verteilung  der  Nullstellen  auf  die  verschiedenen  Intervalle  ziemlich  fern^"), 
während  es  bei  meiner  nunmehrigen  Darstellung  als  selbstverständlicher 
Ausgangspunkt  gilt. 

Leipzig,  den  14.  März  1881. 


^^)  [Den  Nachweis  hierfür  findet  man  in  dem  Buch  von  Bocher :  „Über  die  Reihen- 
entwicklungen der  Potentialtheorie",  Leipzig  1894,  S.  213 f.] 

^')  Offenbar  bedeutet  dies  Theorem  für  die  Berechnung  der  gewöhnhchen  Lame- 
ßchen  Funktionen,  daß  man  die  Gleichungen  höheren  Grades,  von  denen  die  Be- 
stimmung der  zugehörigen  Konstanten  B  abhängt,  a  priori  separieren  kann.  Ich 
möchte  mir  vorbehalten,  auf  diesen  Gegenstand  bei  einer  späteren  Gelegenheit  einzu- 
gehen.    [Siehe  unten  Abh.  LXVI.J 


LXIV.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Lameschen 

Funktionen. 

[Nachrichteh  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  v.  J.  1890,  Nr.  4 

(Sitzung  vom  1.  März  1890).] 


Eine  Vorlesung  über  Lamesche  Funktionen,  welche  ich  während  des  nun 
zu  Ende  gehenden  Wintersemesters  (1889/90)  hielt,  gab  mir  Gelegenheit,  zu 
Auffassungen  und  Fragestellungen  zurückzukehren,  mit  denen  ich  mich  im 
Winter  1880 — 81  beschäftigt  hatte^).  Ich  zweifelte  von  vornherein  nicht, 
daß  es  gelingen  müsse,  auf  dem  damals  eingeschlagenen  Wege  noch  ein 
Stück  weiter  zu  kommen.  Ich  hatte  mir  auch  die  Ansicht  gebildet,  daß 
eine  richtige,  von  geometrischen  bzw.  physikalischen  Gesichtspunkten  aus- 
gehende Theorie  der  Lameschen  Funktionen  für  die  allgemeine  Lehre  von 
den  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  vorbildlich  sein  müsse. 
Der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  möchte  ich  nachstehend  einige 
Resultate  vorlegen,  welche  ich  in  der  hiermit  bezeichneten  Richtung  ge- 
funden habe. 

Wir  fragen  zunächst  nach  der  zweckmäßigsten  Definition  der  zu  einem 
n-ia,ch  ausgedehnten  Räume  (B^^ )  gehörigen  Lameschen  Differentialgleichung. 
In  dieser  Hinsicht  beginnt  man  herkömmlicherweise  mit  dem  System  der 
konfokalen  Flächen  zweiten  Grades 


x\ 


und    findet    durch    bekannte    Umformungen    der    Potentialgleichung    die 
Lamesche  Gleichung  in  der  Gestalt: 

(2)  0  =  (4r-^  +  ßÄ-'+...iv)Ä, 

dt 
wo 

(3)  *=JvfI)'    A^)  =  (^ -«.)•••  (A-e„); 

*)  Vgl,  die  zwei  Aufsätze  im  18.  Bande  der  Math.  Annalen:  „Über  Lamesche 
Funktionen"  [  =  Abh.  LXII],  „Über  die  [  Randwertauf  gäbe  des  Potentials  für]  Körper, 
welche  von  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind"  [=Abh.  LXIII]. 
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ich  habe  schon  bei  früherer  Gelegenheit  hervorgehoben  (in  dem  zweiten 
der  soeben  zitierten  Aufsätze),  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  hier  auftreten- 
den Konstanten  A,  B,  ...,N  zunächst  als  unbeschränkt  veränderlich  zu 
betrachten  und  dadurch  der  gewöhnlichen  Begriffsbestimmung  der  Lame- 
sehen  Funktionen  gegenüber  eine  Erweiterung  eintreten  zu  lassen^).  Nun 
kann  man  aber  den  durch  ( 1 )  gegebenen  Ausgangspunkt  beanstanden.  In 
der  Potentialtheorie,  wo  fortgesetzt  Transformationen  durch  reziproke 
Kadien  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  ist  das  System  der  konfokalen  Flächen 
zweiten  Grades  kein  wirklich  allgemeines  Orthogonalsystem;  als  solches 
erscheint  vielmehr  erst  das  von  Darboux  und  Moutard  im  Jahre  1864 
aufgestellte  System  der  konfokalen  Zykliden,  ein  System  von  Flächen 
vierter  Ordnung,  das  sich  bei  Verwendung  überzähliger,  homogener  Ko- 
ordinaten {Xj^...Xn+2)  (sogenannter  polysphärischer  Koordinaten)  durch 
die  zwei  Gleichungen  darstellen  läßt: 

n+2  n+2        ^ 

(4)  2'^^  =  0,       I'izl-^O. 

1  1  '* 

Herr  Wangerin  ist  der  erste  gewesen,  der  nachwies,  daß  man  unter  Zu- 
grundelegung eines  solchen  Zyklidensystems  in  der  Tat  eine  Theorie  ganz 
ähnlich  der  Lameschen  aufbauen  kann^).  Seine  Kechnungen  beziehen 
sich  allerdings  nur  auf  n  =  S;  es  ist  aber  nicht  schwer,  sein  Resultat  auf 
beliebiges  n  zu  übertragen;  es  tritt  dann  an  Stelle  von  (2)  die  folgende 
Differentialgleichung : 

wo  t  wiederum  das  Integral  bezeichnet: 

(6)  <=r-7^. 

fix)  aber  die  Funktion  (»  +  2)-ten  Grades  bedeutet: 

(7)  f{X)  =  {X-e,)...{l-e,.^,). 

Offenbar  kann  man  statt  (5)  auch  schreiben: 

(8)  ^_:i=(' 2-»  „  j 


')  Lame  und  Heine  bestimmen  A,  B,  ...  bekanntlich  so,  daß  eine  Partikular- 
lösung von  (2)  algebraisch  wird;  Hermite  führt  bei  seinen  allgemeineren,  auf  ?i  =  3 
bezüglichen  Untersuchungen,    für  A  immer  noch   den   besonderen   im    algebraischen 

Falle  eintretenden  Wert  "  ^  ein  (wo  s  eine  positive  ganze  Zahl)  und  läßt  dann 

freilich  B  beliebig.     [  Vgl.  die  unten  folgende  Abh.  LXVII.  ] 

^)  Grelles  Journal,  Bd.  82,  1876.  Vgl.  auch  Darboux  in  den  Comptes  Rendus 
der  Pariser  Akademie,  1876,  11,  Bd.  83. 
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wo  nun  die  o;,  ...,  v  beliebig  sind.  Es  scheint  fast,  als  habe  man  diesen 
Gleichungen  (5),  (8)  bisher  nur  wenig  Bedeutung  beigelegt.  Sicher  kann 
man  die  Gleichung  (2)  als  Spezialfall  derselben  auffassen  (der  entsteht, 
wenn  man  en+i  und  e„+2  unendlich  werden  läßt);  aber  es  lag  näher,  (5) 
oder  ( 8 )  als  besonderen  Fall  derjenigen  Gleichungen  ( 2 )  zu  deuten,  die 
dem  Räume  von  [n  -\-  2)  Dimensionen  entsprechen.  Und  dieser  Fall  schien 
anfangs  kein  besonderes  Interesse  darzubieten,  weil  man  die  (n  —  1)  bei  ihm 
noch  zur  Verfügung  stehenden  Konstanten  keineswegs  so  bestimmen  kann,  daß 
eins  der  zugehörigen  E  algebraisch  wird.  Auch  hat  die  Form  der  neuen 
Differentialgleichung  (5),  (8)  zunächst  wenig  Ansprechendes.  Singulare 
Punkte  hat  dieselbe,  wie  dies  natürlich  scheint,  bei  A  =  e^,  . . .,  6^+2;  aber 
auch  A  =  oo,  d.  h.  ein  Wert,  der  für  das  Zyklidensystem  ( 4 )  vom  geo- 
metrischen Standpunkt  aus  ohne  jede  spezifische  Bedeutung  ist,  erscheint 
als  singulärer  Punkt.  Die  zu  e^,  . . .,  en+2  gehörigen  Exponenten  berechnen 
sich  dabei  als  ^j^  und  0,  die  zu  00  gehörigen  als 

n—2    ,    ^  -.71  —  2 

-4-  +  1  und  -^-  . 

Inzwischen  gelingt  es  durch  eine  ganz  unbedeutende  formale  Abänderung 
unsere  Gleichung  in  ganz  anderem  Lichte  erscheinen  zu  lassen.  Die  bei 
X  =^  00  auftretenden  Exponenten  leiten  auf  den  richtigen  Weg.  Man  setze 
nämlich,  homogen  machend, 

und  schreibe 

(9)  EW^X^^^'-Fi^,,  X,), 

wo  F  jetzt  eine  homogene  Funktion  (eine  Form)  von  /l^,  ?.^  vom  Grade 

2-n 
~4~ 

sein  wird,  die  ich  gleich  als  Lamesche  Form  bezeichnen  will.  Sei  ferner 
jetzt  unter  f  die  Form  (w  +  2)-ten  Grades  verstanden: 

(10)  f={X,~e,LJ.,.{X,~en^2L). 

Man  erhält  dann  (nach  kurzer  Umrechnung  mittels  des  Eul ersehen 
Theorems )  ein  Resultat,  welches  nur  noch  von  der  Form  f  als  solcher 
abhängig  ist;  man  findet  nämlich: 

(11)  {f,F\=^<p-F, 

WO  {f,F)^  die  zweite  Überschiebung  der  Formen  f  und  F  vorstellt,  q? 
aber  eine  durchaus  beliebige  rationale  ganze  Form  (n  —  2)-ten  Grades  ist. 
Dieses  Resultat  erscheint  so  einfach,  daß  man  nicht  umhin  kann, 
dasselbe  überhaupt  an  die  Spitze  der  Theorie  der  Lameschen  Funktionen 
zu    stellen    und    dementsprechend   Lamesche   Funktionen,    oder  vielmehr 
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Lamesche  Formen,  des  R^^  geradezu  als  solche  Formen  i-^—j-ten  Grades 

von  Aj,i^2  ^^  definieren,  welche,  zweimal  über  eine  gegebene  fn+2  geschoben, 
sich  selbst  bis  auf  einen  Faktor  (pn-2  reproduzieren^).  Die  einzigen 
singulären  Stellen  der  so  definierten  F  sind,  wie  bereits  angedeutet,  die 
Wurzeln  von  f^=0.  Sind  diese  Wurzeln  alle  getrennt  (wie  wir  bisher 
stillschweigend  voraussetzten),  so  gehören  zu  jeder  einzelnen  derselben  die 
soeben  genannten  Exponenten  ^/^  und  0,  —  rücken  aber  irgendwo  zwei 
oder  mehrere  derselben  zusammen,  so  erhält  man  höhere  Exponenten 
bzw.  irreguläres  Verhalten.  Der  gewöhnliche  Fall  der  durch  (2)  definier- 
ten Funktion  entsteht,  wenn  f  eine  Doppelwurzel  erhält  (die  man  dann 
nach  -^==00  wirft)'.  Übrigens  kann  man,  wenn  man  f  mit  beliebig  vielfachen 
Wurzeln  ausstatten  will  und  sich  vorbehält,  von  der  Form  F  der  homo- 
genen Variablen  X^ ,  A.^  durch  Zufügung  irgendwelcher  Faktoren  zu  Funktio- 
nen von  X  zurückzugehen,  sämtliche  lineare  Differentialgleichungen  zweiter 

^)  [Hilbert  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein,  der  so,  wie  es  im  Text  geschieht, 
eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  ein  Aggregat  von  Über- 
schiebungen ersetzt  hat;  siehe  seine  Königsberger  Dissertation  von  1885  (im  Auszug 
abgedruckt  in  den  Math.  Annalen  Bd.  30,  S.  15 ff.),  wo  die  Differentialgleichung  der 
Kugelfunktionen  bzw.  die  allgemeine  hypergeometrische  Differentialgleichung  homo- 
genisiert werden.  Es  ist  dabei  aber  immer  noch  vorwiegend  an  den  Fall  der  ratio- 
nalen ganzen  Lösungen  gedacht.  Erst  in  der  Mitteilung  von  Pick  an  die  Wiener 
Akademie  vom  14.  Juli  1887  (Berichte  Bd.  96,  S.  872)  wird  nachdrücklich  betont,  daß 
auch  im  Falle  transzendenter  Lösungen  das  gleiche  Verfahren  anwendbar  und  in 
mancherlei  Hinsicht  vorteilhaft  ist.  Die  Entwicklungen,  welche  Pick  dort  für  den 
Hermiteschen  Fall  gibt  (vgl.  die  hier  folgende  Arbeit  LXVII),  gehen  indes  nach 
einer  anderen  Richtung  als  die  im  Text  gegebenen.  Er  hat  zunächst  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  vier  singulären  Punkten,  welche  bzw.  die  Exponenten 

12  h  I2  '"K 

0  0  0      +^' 

besitzen.  Durch  eine  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  übliche  algebraische 
Transformation  kann  sie  in  eine  andere,  ebenfalls  mit   vier  singulären  Punkten  ver- 

S  5+1 

wandelt    werden,    die    nun    aber    sämtlich    die  Exponenten    — — ,     +  besitzen. 

Seien  diese  vier  singulären  Punkte     durch  f{Xi,  ot.2)  =  0  gegeben,  so  führt  Pick  statt 

s 
der    Lösung    v  der    Differentialgleichung   die    Form  (p  =  v-f-    oder   auch  die  andere 

s  +  l 
xpz=vf  2  ein,  worauf  die  zweite  Überschiebung  von  f  und  9?  gleiche  97  bzw.  die 
zweite  Überschiebung  von  f  und  xp  gleich  C  •  ip  wird.  Merkwürdigerweise  findet  sich 
genau  dieselbe  Umformung  der  Her mite-Lam eschen  Differentialgleichung  in  der 
Darstellung,  welche  Halphen  von  der  Gesamttheorie  dieser  Gleichung  in  Bd.  2 
seiner  Theorie  des  fonctions  elliptiques  gibt  (1888,  vgl.  S.  472— 473),  nur  daß  hier 
wieder  alle  Aufmerksamkeit  darauf  gerichtet  ist,  die  polynomialen  Lösungen  heraus- 
zuheben. K.]  —  Es  ist  wohl  kein  Zweifel,  daß  die  geeignete  Verwendung  homogener 
Variabler  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  noch  vielfache  Ver- 
einfachungen nach  sich  ziehen  wird. 
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Ordnung  mit  ratiwialen  Koeffizienten  unter  (11)  rubricieren.  Die  Lame- 
sche  Differentialgleichung  hat  also  in  der  Tat  eine  wesentlich  allgemeinere 
Bedeutung.  Die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  z.  B. 
entsteht  aus  (11),  wenn  man  /'  als  eine  Form  sechsten  Grades  einführt, 
die  ein  volles  Quadrat  ist. 

Noch  ein  weiterer  funktionentheoretischer  Gesichtspunkt  spielt  hier 
herein.  Wählt  man  j  wieder  als  Form  sechsten  Grades,  aber  nun  mit 
getrennten  Wurzeln,  so  definiert  (11)  solche  Formen  i'"  vom  Grade  — ^Z^, 
welche  auf  dem  hy 'per elliptischen  Gebilde  Vf  durchaus  unverzweigt  sind. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  diese  F  unter  allen  Formen,  die  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnang  mit  rationalen  Koeffizienten 
genügen,  die  einzigen  sind,  welche  die  genannte  Eigenschaft  besitzen.  Nicht 
«o  bei  höherem  Grade  von  /*.  Sei  n  =^  2p  gesetzt,  p  aber  >  2  genommen,  so 
werden  die  allgemeinsten  zum  hyperelliptischen  Gebilde  V/op+s  gehörigen 
unverzweigten  F  durch  die  Gleichung  geliefert: 

(12)  (A  F),  =  (9.2P-2  +  yj,-3Vf)'F, 

die  sich  von  (11)  durch  das  Glied  mit  Vf  unterscheidet.  Die  Anzahl  der 
hier  in  (f  und  t/;  zusammen  enthaltenen  willkürlichen  Konstanten  ist 
3^  —  3,  der  Grad  von  F  gleich  —  ^^— •  Die  Theorie  von  (11)  wird 
^Is  Vorbereitung  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  (12)  erachtet 
werden  können  '^ )  *' ) . 


^)  Sind  Fl,  F»   irgend   zwei  Partikularlösungen  von   (12),    so   ist  der  Quotient 

i]  =  Fi:  jPg  eine  auf  dem  hyperelliptischen  Gebilde  unverzweigte  „Funktion",    welohe 

bei  jedem  geschlossenen  Umlaufe  über  die  zu  Vf  gehörige  Rie  mann  sehe  Fläche  hin 

cc  w  -\-  ß 
sich  in  der  Gestalt  ,        reproduziert.     Daß    es   auf    jedem    algebraischen  Gebilde, 

dessen  p  >  1 ,  cx>^*'~^  wesentlich  verschiedene  (durch  ihre  Differentialgleichung 
unterschiedene)  derartige  ??-Funktionen  gibt,  ist  Ijekannt  (vgl,  z.  B.  meine  „Neuen 
Beiträge  zur  Riemannschen  Funktionentheorie"  im  21.  Bande  der  Mathem.  Annalen. 
1882  [wird  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  unter  Nr.  CHI  abgedruckt] ).  Man  hatte  aber  bisher, 
«oviel  ich  weiß,  diese  rj  noch  nicht  in  zwei  Formen  Fj^,  F^  als  Zähler  und  Nenner  derart 
gespalten,  daß  F^  und  Fo  für  sich  genommen  auf  dem  algebraischen  Gebilde  gleich- 
falls unverzweigt  sind.  Dies  gelingt  aber  sofort  allgemein,  wenn  man  diejenigen  Er- 
läuterungen heranzieht,  die  ich  über  die  auf  beliebigen  algebraischen  Gebilden  exi- 
stierenden Formen  neuerdings  gegeben  habe  (Zur  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen, 
Math.  Annalen,  Bd.  86.  [Auch  diese  Arbeit  kommt  erst  in  Bd.  3  gegenwärtiger  Ausgabe 
a-ls  Nr.  XCVII  zum  Abdruck.])  Der  Grad  der  betr.  F^,  Fe,  in  den  zum  Gebilde  gehörigen 
Riemannschen  Formen  cp  ist  allemal  gleich  —  ^/.2 ,  in  Übereinstimmung  mit  dem,  was  im 
Texte  speziell  für  hyperelliptische  Gebilde  bemerkt  ist.  [Hinsichtlich  der  allgemeinen  alge- 
braischen Gebilde  vgl.  die  unten  in  Nr.  LXIX  auf  S.  585,  586  gemachten  Bemerkungen.] 
®)  [Bis  hierher  ist  die  vorstehende  Arbeit  fast  wörtlich  in  den  Math.  Annalen 
Bd.  38  (1890)  als  erster  Teil  der  Abhandlung  „Über  Normierung  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung"  abgedruckt.  Der  zweite  Teil  dieser  letztgenannten 
Arbeit  folgt  hier  als  Abh.  LXVI  unter  dem  neuen  Titel:  „Zur  Darstellung  der  hyper- 
geometrischen Funktion  durch  bestimmte  Integrale."] 
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Ich  muß  nun  etwas  genauer  auf  die  zweite  der  beiden  zu  Anfang 
genannten  Arbeiten  aus  Band  18  der  Math.  Annalen  eingehen  (Über  [die 
Randwertaufgabe  des  Potentials  für]  Körper,  welche  von  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind  [=  Abh.  LXIII]).  Indem  ich  mir, 
für  den  besonderen  Fall  n  =  S,  unter  Zugrundelegung  der  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  (1)  die  geometrische  Bedeutung  .der  in  der  Po- 
tentialtheorie auftretenden  Produkte  Lamescher  Funktionen  klar  machte, 
wurde  ich  dort  für  die  zugehörige  Lamesche  Differentialgleichung: 

(13)  ^^ß^{AX  +  B)E 

zu  einem  Theorem  geführt,  welches  ich  kurz  als  Oszillationstheorem  be- 
zeichen  möchte,  weil  in  demselben  von  den  Oszillationen  die  Rede  ist, 
welche  geeignete  Partikularlösungen  E  {l)  von  (13)  in  gegebenen  Inter- 
vallen der  ^- Achse  ausführen.  Ich  bemerkte  nämlich,  daß  man  die  in 
(13)  auftretenden  Konstanten  Ä,B  gerade  auf  eine  Weise  so  bestimmen 
kann,  daß  für  zwei  beliebig  gegebene  Segmente /S,  T  der  A-Achse  (welche 
nur  über  keinen  singulären  Punkt  hinausgreifen  sollen)  je  eine  Partikular- 
lösung ^(yl)  existiert,  welche  für  ihr  Segment  die  Bedingungen  befriedigt  : 

e' 

an  den  beiden  Enden  des  Segmentes  gegebene  Werte  von  -^  darzubieten 
(wo  jE7'  =  ^1,  innerhalb  des  Segmentes  aber  eine  vorgeschriebene  An- 
zahl von  Malen  zu  verschwinden.  Die  gewöhnlich  allein  betrachteten,  zur 
Gleichungsform  (13)  gehörigen  algebraischen  E  {X)  erhielt  ich  dabei,  in- 
dem ich  die  Segmente  S,  T  mit  den  von  e^  bis  e^  ^^w.  von  e.^  bis  e^ 
reichenden  Stücken  der  A- Achse  zusammenfallen  ließ  und  bei  jedem  einzel- 
nen e^  E  =  0  oder  auch  E'  =  0  als  Grenzbedingung  vorschrieb.  Hieran 
schloß  sich  der  Nachweis,  daß  man  bei  allgemeiner  Wahl  der  S,  T 
Funktionen  E  erhält,  mittels  deren  man  für  einen  beliebigen  von  sechs 
konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzten  Körper  Reihenentwicklungen 
aufstellen  kann,  die  für  diesen  das  fundamentale  Potentialproblem  in  der- 
selben Weise  lösen,  wie  dies  Lames  eigene  Reihen  für  das  dreiachsige 
Ellipsoid  tun.  Es  ist  leicht,  alle  diese  Betrachtungen  mutatis  mutandis 
an  die  allgemeine  (einem  beliebigen  Werte  von  n  zugehörige)  Differential- 
gleichung ( 1 1 )  anzuknüpfen:  die  [n  —  \)  dortselbst  in  q?  enthaltenen  un- 
bestimmten Konstanten  werden  festgelegt  werden  können,  indem  man 
betreffs  {n  —  1)  auf  der  -^- Achse  gegebener  Segmente  geeignete  Forde- 
rungen stellt;  die  fundamentale  Potentialaufgabe  wird  sich  dann  für  solche 
Raumteile  des  R^  behandeln  lassen,  die  von  2n  konfokalen  Zykliden  be- 
grenzt sind.  Die  solchergestalt  entstehenden  Lösungen  begreifen  die  große 
Mehrzahl  aller  Reihenentwicklungen  (und  Integraldarstellungen)  in  sich, 
welche  die  Potentialtheorie  kennt;  es  wird  so  in  einem  Gebiete,  in  welchem 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  35 
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bislang  viele  Einzelheiten  unvermittelt  nebeneinander  standen,  Übersicht 
und  Ordnung  eingeführt.  Es  ist  nicht  meine  Absicht,  dies  hier  genauer 
durchzuführen;  es  muß  dies  einer  ausführlichen  Einzeldarstellung  vor- 
behalten bleiben").  Die  folgenden  Bemerkungen  sollen  sich  vielmehr  dar- 
auf beziehen,  aus  dem  genannten  Oszillationstheorem  Folgerungen  nach 
einer  anderen  Seite  zu  ziehen.  Ich  werde  nämlich  X  fortan  als  eine  kom- 
plexe Variable  betrachten  und  von  der  konformen  Abbildung  handeln, 
welche  der  Quotient  rj  irgend  zweier  Partikularlösungen  F^,  F^  einer  durch 
das  Oszillationstheorem  festgelegten  Lame  sehen  Differentialgleichung  von 
der  Halbebene  X  entwirft. 

Sei  f=0  der  Einfachheit  halber  mit  durchaus  reellen,  getrennten 
Wurzeln  vorausgesetzt.  Der  allgemeine  Charakter  des  in  der  ^- Ebene 
gelegenen  Abbildes  ist  dann  mit  Rücksicht  auf  die  über  die  singulären 
Punkte  e^,  . . .,  e„+2  früher  gemachten  Angaben  durch  ein  bekanntes,  zuerst 
von  Schwarz®)  aufgestelltes  Theorem  festgelegt.  Es  wird  sich  in  der 
r] -'Ebene  um  ein  Kreisbogenpolygon  handeln,  dessen  Inneres  keinen  Win- 
dungspunkt einschließt,  dessen  sämtliche  Winkel  rechte  sind,  und  dessen 
(n  -{-  2)  Seiten  selbstverständlich  den  aufeinanderfolgenden  Stücken  der 
A- Achse  von  e^  bis  e^,  von  e.^  bis  e.^,...,  von  6^+2  bis  e^  entsprechen. 
Ich  will  nun  weiter  der  Einfachheit  halber  annehmen,  daß  die  Segmente 
S,  T,  . . .,  von  denen  das  Oszillationstheorem  handelt,  je  von  einem  singu- 
lären Punkte  e^  bis  zum  nächstfolgenden  e^+i  hinreichen;  daß  ferner  die 
Partikular lösungen  F,  welche  den  einzelnen  Segmenten  zugehören  (und  die 
also  innerhalb  dieser  Segmente  je  eine  vorgeschriebene  Anzahl  von  Null- 
stellen haben)  an  den  Enden  des  Segmentes  F  =  0  oder  jP' =  0  wo 
jP'=  -tj^  befriedigen  sollen.  Die  Behauptung  ist,  daß  unter  so  bewandten 
Umständen  die  Ausdehnung  desjenigen  Kreisbogenstückes  der  7] -Ebene, 
welches  dem  einzelnen  Segmente  e.  —  e^+i  zugehört,  genau  angegeben  werden 
kann.  Es  genügt  zu  dem  Zwecke,  neben  dem  zu  unserem  Segmente  gehörigen, 
in  diesem  Segmente  reellen  F  irgendeine  andere  im  Segmente  reelle  Par- 
tikularlösung  (F)  zu  betrachten  und  zunächst  t]  =  -r^  zu  setzen.  Indem 
sich  die  Nullstellen  von  F  und  (F)  innerhalb  des  Segmentes  notwendig 
wechselseitig  separieren,  ergibt  sich  sofort: 

Satz  1.  Wenn  in  e-  und  e^+i  für  die  zum  Segmente  gehörige  Par- 
tikularlösung   übereinstimmend  F  =  0  vorgeschrieben    ist,    so    überschlägt 

')  [Diese  hat  in  der  Folge  Bocher  in  dem  Buche  „Über  die  Reihenentwick- 
lungen der  Potential theorie"  (1894,  bei  Teubner)  gegeben;  siehe  auch  die  Bemerkung 
auf  S.  592  Fußnote  ^^).  Die  von  Bocher  nicht  behandelten  Konvergenzfragen  hat 
Hilb  auch  für  Zyklidensechsflache  erledigt;  vgl.  S.  525  Fußnote  ^).] 

*)  [Daß  dies  Theorem  schon  Riemann  bekannt  war,  soll  im  folgenden  nicht 
immer  erwähnt  werden.    Vgl.  die  Fußnote  ^)  auf  S.  256  dieses  Bandes.] 
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sich  der  dem  Segmente  in  der  i]- Ebene  zugehörige  Kreisbogen  genau 
{m -\- 1)  mal  (unter  m  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  F  im  Segmente 
verstanden).  Die  Bilder  d  und  Ci+i  von  e-  und  e^+i  fallen  also  auf  dem 
betreffenden  Kreisbogen  zusammen.  Von  ihnen  aus  biegen  dann  die 
weiteren  Kreisbogen,  die  den  jenseits  e-  und  ei+i  folgenden  Stücken  der 
A- Achse  entsprechen,  rechtwinklig  ab,  berühren  sich  also  in  ihrer  gemein- 
samen Einmündungssteile. 

Etwas  mehr  Mühe  verursacht  die  Erledigung  der  anderen  Fälle;  ich 
führe  dies  nicht  im  einzelnen  aus,  sondern  gebe  gleich  die  Resultate.  Man 
erhält : 

Satz  2.  Ist  in  e-  F=--0,  dagegen  in  e^+i  F' =  0  vorgeschrieben,  so 
wird  es  sich  in  der  »y- Ebene  sozusagen  nur  noch  um  (m -{- ^  j  ^)  -  malige 
Umspannung  eines  Kreises  handeln.  Die  Bilder  d  und  Ci+i  von  e^  und 
ßj+i  werden  nämlich  auf  dem  sie  verbindenden  Kreisbogen  derartig  ge- 
trennt liegen,  daß  der  in  Ct+i  rechtwinklig  abbiegende  Kreisbogen  (welcher 
dem  jenseits  e^+i  folgenden  Stücke  der  ^- Achse  entspricht)  verlängert  durch 
d  hindurchgeht  (und  dort  dann  den  anderen,  von  ^  rechtwinklig  abbiegen- 
den Kreisbogen  berührt). 

Satz  3.  Ist  endlich  sowohl  in  e-  wie  in  e^+i  F'=  0  gegeben,  so 
wird  unsere  Polygonseite  ihren  Kreis  nur  noch  wenig  mehr  als  m-fach 
umspannen;  die  beiden  weiteren  Polygonseiten,  welche  in  ^  und  ti+i 
rechtwinklig  abbiegen,  werden  sich  auch  jetzt  berühren,  aber  in  einem 
von  d  und  ti+i  verschiedenen  Punkte  (der  übrigens  selbstverständlich 
seinerseits  auch  dem  Kreise  angehört,  längs  dessen  sich  die  erste  Polygon- 
seite erstreckt^). 

Die  Bedeutung  des  Oszillationstheorems  aber  wird  die,  daß  bei  ge- 
gebenem f,  d.h.  bei  gegebenen  e^...en+2,  das  zugehörige  Kreisbogen- 
polygon äer  rj- Ebene  völlig  bestimmt  ist^^),  sobald  ich  von  {n  —  1)  seiner 
Seiten  ein  Verhalten   im  Sinne   von  Satz  1,  2   oder  3    vorschreibe.     Ich 


^)  [Zu   den  drei   eben  besprochenen  Fällen  seien  hier  noch  Figuren  für  m  =  0 
gegeben,  welche  ich  meiner  unter  Nr.  LXIX  besprochenen  autographierten  Vorlesung 


Fig.  1. 

V.  J.  1894  über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  entnehme.    Vgl.  S.  308 
daselbst.     K.] 

^^)  D.  h.  von  linearen  Transformationen  des  t]  abgesehen  völlig  bestimmt  ist. 

35* 
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zweifle  nicht,  daß  dieser  Satz  eine  allgemeine  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  besitzt.  Denn  er 
führt  dazu,  wenn  die  singulären  Stellen  einer  Differentialgleichung  mit 
den  zugehörigen  Exponenten  gegeben  sind,  als  weitere  Bestimmungsstücke 
der  Differentialgleichung  allgemein  die  Längen  der  in  der  ?y- Ebene  auf- 
tretenden Polygonseiten  einzuführen. 

Möge  hier  aus  unserem  Satze  nur  eine  ganz  partikuläre  funktionen- 
theoretische Folgerung  gezogen  werden.  Sei  f  insbesondere  vom  sechsten 
Grade;  wir  nehmen  die  Verschwindungspunkte  von  f  wieder  getrennt  und 
reell,  und  benennen  sie  nach  ihrer  Aufeinanderfolge  auf  der  A- Achse  mit 
e^,  e.3,  . . .,  e^.  Ich  werde  nun  die  drei  Intervalle  von  e^  bis  e.^,  von  63  bis  e^^ 
von  ßg  bis  Cg  ins  Auge  fassen  und  für  jedes  derselben  ein  Verhalten  im 
Sinne  von  Satz  2.  vorschreiben,  indem  ich  gleichzeitig  die  zugehörigen  m 
sämtlich  gleich  Null  setze.  Mögen  wir  jetzt  rj  insbesondere  so  wählen,  daß 
das  Bild  des  von  eg  bis  e^  reichenden  Stückes  der  ^- Achse  in  der  ?;- Ebene 
geradlinig  wird.  Eine  leichte  geometrische  Überlegung  zeigt  dann,  daß 
infolge  von  2.  und  der  allgemeinen  dadurch  entstehenden  Lageverhältnisse 
die  Bilder  der  Intervalle  von  Cg  bis  e.^  und  von  e^  bis  e^  gleichfalls  ge- 
radlinig werden  und  in  dieselbe  gerade  Linie  hineinfallen.  Den  Inter- 
vallen 6^  —  62,  63  —  e^,  63  —  Cg  aber  entsprechen  einfach  von  dieser  ge- 
raden Linie  begrenzte  Halbkreise.  (Das  Polygon  der  ?y- Ebene  läßt  sich 
am  kürzesten  beschreiben  als  eine  von  einer  Geraden  begrenzte  Halbebene, 
aus  welcher  man  vom  Kande  aus  drei  halbe  Kreisscheiben  herausgeschnitten 
hat.)  Wollen  wir  jetzt  die  ganze  2-Ebene  in  Betracht  ziehen,  nachdem 
wir  dieselbe  längs  der  drei  Segmente  c^  —  c._j,  e^  —  ^4,  %  —  %  der  reellen 
Achse  mit  Einschnitten  versehen  haben!  Offenbar  entspricht  derselben 
jetzt  ein  schlichtes,  von  drei  Vollkreisen  umgrenztes  Stück  der  y]- Ebene. 
Wir  erhalten  hieraus  ein  Bild  der  zur  hyperelliptischen  Irrationalität  ^/  f 
gehörigen  Rie  mann  sehen  Fläche,  indem  wir  dem  genannten  Stücke  der 
?;- Ebene  noch  eines  derjenigen  hinzufügen,  welche  sich  aus  ihm  durch 
Inversion  an  einem  seiner  drei  Begrenzungskreise  ergeben.  Hiermit  aber 
ist  für  den  Fall  des  hy  per  elliptischen  Gebildes  Vf  diejenige  konforme 
Abbildung  geleistet,  deren  Möglichkeit  und  Bestimmtheit  ich  in  Band  19 
der  Math.  Annalen  (Weihnachten  1881)  für  beliebige  algebraische  Ge- 
bilde behauptet  habe^^).  Es  war  bis  jetzt  nicht  gelungen,  dieses  letztere 
Theorem  auf  andere  Art  als  durch  Kontinuitätsbetrachtungen  zu  erweisen, 
die  von  der  in  der  1/  -  Ebene  gelegenen  Figur  ihren  Ausgang  nehmen :  hier 
haben  wir,    allerdings    nur   für  den   einfachen  Fall    eines  hyperelliptischen 


^^)  Über  eindeutige  Funktionen  mit  linearen  Transformationen   in  sich.     (Erste 
Mitteilung.)    [Diese  Abh.  wird  in  Bd.  8  gegenwärtiger  Ausgabe  als  Nr.  CI  abgedruckt.] 
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Gebildes    mit   sechs   reellen  Verzweigungspunkten,    eine  Konstruktion    des 
betr.  f]  vom  gegebenen  algebraischen  Gebilde  aus. 

Es  knüpft  sich  hieran  noch  eine  weitere  neue  Bemerkung,  welche  auf 
die  oben  gegebene  Einführung  homogener  Variabler  zurückgeht.  Bekannt- 
lich sind  X  und  Vf(X)  in  dem  soeben  gefundenen  r]  eindeutig;  sie  stellen 
solche  eindeutige  Funktionen  von  ?y  vor,  welche  sich  bei  unendlich  vielen 
linearen  Substitutionen  von  r]  reproduzieren  (ich  möchte  vorschlagen, 
solche  Funktionen  überhaupt  automorphe  Funktionen  von  rj  zu  nennen). 
Auch  die  Integrale 


wo 


,  (Idl) 


werden  eindeutig  in  7] .  Nun  hatten  wir  doch  von  vornherein  rj  =  F^:  F^ 
gesetzt,  wo  F-^,  F^  Formen  (  — ^/2)-ter  Dimension  in  i^,  X^  waren.  Man 
findet  hieraus  unter  Benutzung  der  Differentialgleichung  ( 1 1 ) : 

(14)  F.dF^-F^dF,^  =  xdco, 

wo  y.  eine  unbestimmt  bleibende  numerische  Konstante^     Jetzt  ist 


Wir  erhalten  also: 

(15) 

^i 

y     dv^               .           X     du,, 
~  F'l     dv  '              '  ~  Fl     dr, 

SO  daß  sich  /^ ,  /^  ^^«^  eindeutige  Formen  (  —  2 )  -  ten  Grades  von  F^ ,  F^  dar- 
stellen. Übrigens  weist  man  leicht  nach  (oder  schließt  es  aus  (14)),  daß 
F^,  F^  den  unendlich  vielen  linearen  Substitutionen  von  ?;  entsprechend 
selber  binäre  lineare  Substitutionen  von  der  Determinante  1  erleiden.  Bei 
diesen  bleiben  dann  X^ ,  1^  ungeändert ;  ich  schlage  dementsprechend  vor 
dieselben  als  automorphe  Formen  von  F^,  F^  zu  bezeichnen. 

Auch  dieses  Resultat  verallgemeinert  sich  auf  beliebige  algebraische 
Gebilde.  Sei  nämlich  r}  auf  einem  solchen  Gebilde  unverzweigt.  Setzt 
man  dann  rj  gleich  dem  Quotienten  zweier  Formen  F^,  F^,  welche  auf 
dem  algebraischen  Gebilde  selber  unverzweigt  sind  (vgl.  die  Fußnote  ^) 
zu  S.  544),  so  hat  man  immer  Formel  {14t).  Dabei  bedeutet  dm  den- 
jenigen zum  algebraischen  Gebilde  gehörigen  Differentialausdruck,  welchen 
ich  im  vorigen  Jahre  in  meiner  ersten  der  Sozietät  vorgelegten  Note: 
„Zur  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen"  eingeführt  habe^^). 

^^)  Vgl.  auch  den  schon  oben  genannten  Aufsatz  in  Bd.  36  der  Math.  Annalen 
[  =  Abh.  XCVII  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe]. 


LXV.  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe. 

[Math.  Annalen,  Bd.  37  (1890).] 


Nachstehend  entwickle  ich  einige  Betrachtungen  über  die  Differe 
gleichung  der  hypergeometrischen  Reihe 


nmai^' 


m+l 


+  1 


a;^  +  ..., 


welche  darin  gipfeln,  daß  ich  die  Anzahl  der  Nullstellen  bestimme,  die  F 
zwischen  x  =  0  und  x  =  1  besitzt.  Ich  hoffe,  daß  nicht  nur  das  so  er- 
haltene Resultat  einiges  Interesse  erregt^),  sondern  auch  die  zur  Her- 
leitung desselben  angewandte  Methode.  Irre  ich  nicht,  so  wird  diese  Me- 
thode bei  der  ferneren  Untersuchung  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  noch  mannigfache  Dienste  leisten  können. 


§1. 
Von  der  charakteristischen  Zahl  X,  welche  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  bezüglich  eines  Intervalls  zukommt. 

Sei   irgendwelche    lineare  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   vor- 
gelegt: 

deren  Koeffizienten  p,  q  zunächst  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen 
sein  sollen,  reell  zu  sein  (wie  wir  denn  überhaupt  zunächst  nur  reelle 
Werte  auch  der  Variabein  x,  y  in  Betracht  ziehen).  Wir  grenzen  auf  der 
X-Achse    irgendein    Intervall   AB    ab,    welches    weder    einen   singulären 


^)  In  der  Tat  dürfte  dieses  Resultat  neu  sein;  es  scheint  nicht,  daß  die  im 
Texte  bezeichnete  Frage,  trotz  ihrer  Einfachheit,  bisher  von  anderer  Seite  behandelt 
wurde;  von  speziellen  Fällen,  wie  Kugelfunktionen  usw.,  natürlich  abgesehen.  — 
Stielt]' es  in  Bd.  100  der  Comptes  Rendus  (1885)  und  Hubert  in  Bd.  103  des  Jour- 
nals für  Mathematik  (1887)  behandeln  den  Fall  der  mit  einer  endlichen  Gliederzahl 
abbrechenden  hypergeometrischen  Reihe.  [Sie  beschränken  sich  aber  darauf,  die  Ge- 
samtzahl der  reellen  Wurzeln  von  F  =0  abzuzählen,  zum  Teil  auch  abzugrenzen,  nicht 
aber  für  die  einzelnen   Intervalle    oo  0,  Ol,  1  oo    die  Anzahlen    zu   bestimmen.     K.] 
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Punkt  von  (1)  enthalten,  noch  an  einen  solchen  heranreichen  soll,  und  be- 
trachten den  Verlauf,  welchen  irgendwelche  reelle  Lösung  y  von  (1)  in 
diesem  Intervalle  nimmt.  Wird  y  im  genannten  Intervalle,  indem  es 
immer  wieder  durch  Null  hindurchgeht,  auf  und  ab  oszillieren,  oder  wird 
es,  wenn  überhaupt,  nur  einmal  zu  Null  werden?  Und  wie  groß  wird  im 
ersteren  Falle  die  Zahl  der  in  unser  Intervall  fallenden  Nullstellen  sein? 
Die  so  bezeichneten  Fragen  liegen  jedenfalls  außerordentlich  nahe. 
Aber  es  scheint,  daß  dieselben  seit  den  schönen  Untersuchungen  von  Sturm 
in  den  Bänden  1  und  2  von  Liouvilles  Journal  (.1836  —  37)  kaum  mehr 
ernstlich  bearbeitet  worden  sind.  Sturm  gibt  dort  u.  a.  das  wichtige 
Theorem,  daß  die  Nullstellen  irgend  zweier  linear -unabhängig  er  Lösungen 
2/i»  2/2  ^^^  (1)  *^  Intervalle  AB  notwendig  abwechseln  (so  daß  also  in 
unserem  Intervalle  die  Wurzeln  der  Gleichung  y^  =  0  von  denjenigen  der 
Gleichung  y,-^  =  0  separiert  werden,  und  umgekehrt ).  Anschließend  hieran 
will  ich  dem  Intervalle  AB  bezüglich  der  Differentialgleichung  (1)  eine 
bestimmte  charakteristische  Zahl  zuordnen,  welche  fernerhin  mit  X  be- 
zeichnet werden  soll.  Sei  nämlich  y^  eine  solche  Lösung  von  (1),  welche 
in  dem  einen  Endpunkte  des  Intervalls,  etwa  in  A ,  verschwindet.  Mit  X 
bezeichne  ich  sodann  die  Anzahl  der  Nullstellen,  welche  dieses  y^  im  Innern 
des  Intervalls  besitzt  (so  daß  also  nicht  nur  die  Nullstelle  in  A  nicht 
mitgezählt  wird,  sondern  auch  nicht  eine  etwa  nach  B  fallende  Nullstelle). 
Aus  dem  Sturm  sehen  Satze  folgt  dann  sofort,  daß  jede  andere  Parti- 
kularlösung 2/1  von  (1)  innerhalb  AB  mindestens  X-7nal  und  höchstens 
{X-\-  l)-mal  verschwindet.  Auf  dieses  X  nun  richten  wir  unsere  Frage- 
stellung. Wir  werden  verlangen  dürfen,  bei  irgendwelcher  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  für  jedes  Intervall  AB  die  Zahl  X  wirklich  zu  be- 
rechnen. Die  so  bezeichnete  Problemstellung  wird  sofort  noch  ein  wenig 
erweitert  werden,  übrigens  in  der  vorliegenden  Arbeit  nur  im  ganz  spe- 
ziellen Falle  zur  Erledigung  gelangen. 

§2. 
Einführung  des  Quotienten  2/1:2/2  =  ^. 

Unter  i/^,  y^  mögen  wieder  zwei  solche  Partikularlösungen  von  (1) 
verstanden  werden,  wie  wir  sie  gerade  betrachteten,  so  also,  daß  y^  von 
2/2  linear  unabhängig  ist,  und  y.^  im  Punkte  A  verschwindet.  Der  be- 
stimmteren Ausdrucksweise  halber  will  ich  noch  annehmen,  daß  y^  im 
Punkte  A  negativ  sei,  während  y.^  von  A  beginnend  positive  Werte  an- 
nehmen mag.  Wir  bilden  uns  den  Quotienten  y^\y^  =  7]  und  fragen, 
wieso  in  den  Werten,  die  er  längs  des  Intervalls  AB  annimmt,  die  cha- 
rakteristische Zahl  X  zur  Geltung  gelangt.    Offenbar  beginnt  r]  bei  x  =  A 
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mit  dem  Werte  —  oq  und  geht,  während  x  von  A  bis  B  läuft,  im  ganzen 
X-mal  durch  oc  hindurch.  Aber  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
ünendlichkeitsst eilen  unseres  rj  liegt  dem  Sturmschen  Satze  zufolge  eine 
und  nur  eine  Nullstelle  desselben.  Wir  verallgemeinern  dies  leicht,  in- 
dem wir  neben  y^  und  y^  irgendeine  lineare  Kombination  yi  —  Cy^  ins 
Auge  fassen  und  auf  sie  und  y^  den  Sturmschen  Satz  anwenden.  Wir 
erkennen  dann,  daß  r]  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Unendlich- 
keitsstellen überhaupt  jeden  reellen  Wert  G  einmal  und  nur  einmal  an- 
nimmt. Während  x  von  A  bis  B  läuft,  läuft  hiernach  rj ,  ohne  zwischen- 
durch umzukehren  oder  auch  nur  stehen  zu  bleiben,  immer  wiederholt  von 

—  oü  bis  +^^-     Und  zwar  vollendet  es  diesen  Weg  im  ganzen  X-mal, 

—  eine  Aussage,  bei  welcher  dßr  Endpunkt  B  als  nicht  mehr  unserem 
Intervalle  angehörig  angesehen  wird,  weil  sonst  in  dem  besonderen  Falle, 
daß  B  Nullstelle  für  y^  ist,  (X  +  1)  Durchlauf ungen  der  genannten  Wert- 
reihe zu  zählen  sein  würden. 

An  die  so  gewonnene  neue  Bedeutung  des  X  knüpft  nun  sofort  die 
Verallgemeinerung,  welche  wir  gerade  in  Aussicht  stellten.  Ich  will  an- 
nehmen, daß  unsere  Differentialgleichung  (1)  eine  Reihe  reeller  singulärer 
Punkte  besitzen  möge,  die  mit  x  -=  a,  x  =  b,  . , .  bezeichnet  sein  sollen. 
Ich  setze  ferner  der  Einfachheit  halber  voraus,  daß  sich  die  Lösungen  unserer 
Differentialgleichung  in  einem  solchen  Punkte  nicht  nur  regulär  verhalten, 
sondern  zu  reellen  Exponenten  gehören.  Wir  können  dann  von  dem  Werte, 
den  der  Quotient  r)  irgend  zweier  Partikularlösungen  y^,  y^  von  (1)  im 
singulären  Punkte  annimmt,  als  von  einer  wohldefinierten  Größe  sprechen. 
Nur  können  wir  y^,  y^  im  allgemeinen  nicht  so  wählen,  daß  das  eine  in 
x  =  a  von  Null  verschieden  ist,  das  andere  verschwindet :  wir  können  sie 
aber  so  aussuchen,  daß  ihr  Quotient  2/1*2/2^^  h^i  x  =  a  unendlich  wird, 
oder,  um  es  bestimmter  zu  sagen,  negativ  unendlich  wird,  wenn  wir  aus 
unserem  Intervalle  auf  den  Punkt  x  =  a  zuschreiten.  Infolgedessen  können 
wir  jetzt  die  Definition  unseres  X  auf  solche  Intervalle  ausdehnen,  die 
einerseits  oder  auch  beiderseits  an  einen  singulären  Punkt  heranreichen. 
Wir  wählen  einfach  ein  solches  rj,  welches  in  dem  einen  Endpunkte  des 
Intervalls  ( der  mit  dem  singulären  Punkte  a  zusammenfallen  mag)  negativ 
unendlich  wird,  und  zählen  ab,  wie  oft  dasselbe,  während  x  von  a  aus- 
gehend das  Intervall  überstreicht,  seinerseits  den  Weg  von  —  00  bis  -f-  00 
vollendet.  Den  anderen  Endpunkt  des  Intervalls  betrachten  wir  dabei  na- 
türlich, um  mit  unseren  bisherigen  Festsetzungen  in  Übereinstimmung  zu 
bleiben,  als  selbst  dem  Intervall  nicht  mehr  zugehörig. 

Hiermit  bietet  sich  zugleich  eine  erste  Einschränkung  der  Fragestellung 
des  vorigen  Paragraphen.  Es  seien  a,b,  c,  . . .,  n  die  aufeinanderfolgenden 
singulären  Punkte,  welche  die  X-Achse  trägt.    Dann  interessieren  uns  von 
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allen  Intervallen,  die  man  auf  der  X-Achse  abgrenzen  kann,  jedenfalls 
die  am  meisten,  die  von  einem  singulären  Punkte  zum  nächstfolgenden 
hinreichen,  d.h.  die  Intervalle  ah,bc,  . . .,  na  selbst.  Wir  wollen  unsere 
anfängliche  Forderung  also  dahin  einschränken,  daß  wir  bei  gegebener  Diffe- 
rentialgleichung (1)  nur  für  diese  Intervalle  die  Bestimmung  des  zugehö- 
rigen X  verlangen. 

§3. 
Inbetrachtnahme  komplexer  Werte  der  Variabein. 

Wir  ziehen  fistzt  neben  den  reellen  Werten  von  x  und  t]  beliebige 
komplexe  Werte  derselben  in  Betracht  und  denken  uns  diese  in  einer  X- 
Ebene,  bez.  H- Ebene  gedeutet.  Zugleich  wollen  wir  betreffs  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  einige  vereinfachende  Annahmen  machen.  Wir  wollen 
nämlich  fortan  voraussetzen,  die  Koeffizienten  p,  q  in  (1)  seien  rationale 
Funktionen  von  x,  wohlverstanden  rationale  Funktionen  mit  reellen  Koef- 
fizienten (damit  die  anfängliche  Forderung  reeller  p,  q  aufrecht  erhalten 
bleibt),  und  ihre  sämtlichen  Unendlichkeitspunkte  seien  durch  Angabe  der 
reellen  Unendlichkeitspunkte  a,b,c,...,n  bereits  erschöpft.  Wir  zer- 
schneiden jetzt  die  X- Ebene  längs  ihrer  reellen  Achse  und  erhalten  so 
zwei  Halbebenen,  von  denen  wir  die  eine,  etwa  die  positive,  der  weiteren 
Betrachtung  zugrunde  legen.  Wir  bezeichnen  ferner  mit  t]  den  Quotienten, 
irgend  zweier,  nicht  notwendig  reeller  Partikularlösungen  von  (1).  So 
können  wir  das  konforme  Abbild,  welches  ein  solches  rj  von  der  Halb- 
ebene X  entwirft,  nach  den  Untersuchungen  von  Herrn  Schwarz^)  sehr  ein- 
fach bezeichnen.  Dasselbe  stellt  nämlich  ein  Kreisbogen-n-Eck  vor,  dessen 
Ecken  den  singulären  Punkten  a,b,  . . .,  n  der  X-Achse  entsprechen;  die 
Eckenwinkel  sind  beziehungsweise  In,  fxn,  vn,  . ..,  unter  l,  /jl,  v,  . . .  die 
Exponentendifferenzen  verstanden,  welche  zu  den  einzelnen  singulären 
Punkten  zugehören.  —  Ersetzen  wir  das  anfänglich  gewählte  yj  durch 
irgendein  anderes,  so  bedeutet  dies  einfach  den  Übergang  zu  einem  [direkt] 
kreisverwandten  Polygon.  Wir  wollen  nur  festsetzen,  daß  fernerhin  kreis- 
verwandte Figuren  als  nicht  wesentlich  verschieden  gelten  sollen.  Dann 
wird  also  zwischen  den  Polygonen  verschiedener  Partikularlösungen  rj  nicht 
weiter  zu  unterscheiden  sein;  wir  können  vielmehr  schlechtweg  von  dem 
Kreisbogenpolygon  der  rj- Ebene  sprechen. 


^)  Vgl.  insbesondere  dessen  Abhandlung  (die  auch  den  folgenden  Entwicklungen 
des  Textes  durchweg  zugrunde  liegt):  Über  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Gau ß sehe 
hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische  Funktion  ihres  vierten  Elementes  ist  (Grelles 
Journal,  Bd.  75,  1871 — 72,  oder  auch  Gesammelte  mathematische  Abhandlungen 
(Berhn  bei  Springer,  1890),    Bd.  2,   S.  211—259). 
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Und  wie  werden  nun  in  der  Gestalt  dieses  Polygons  die  charakteristi- 
schen Zahlen  X  hervortreten,  die  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
des  näheren  bezeichneten?  Das  zum  Intervalle  ah  gehörige  X  (um  nur 
von  diesem  zu  sprechen)  bedeutete  dort  die  Anzahl  von  Malen,  daß  ein 
in  bestimmter  Weise  gewähltes  rj,  von  —  oo  beginnend,  längs  der  reellen 
Achse  der  ?y- Ebene  nach  -[- oo  hinlief,  während  sich  x  von  a  bis  h  be- 
wegte. Das  allgemeine  r}  (welches  eine  kreisverwandte  Figur  beschreibt) 
wird  augenscheinlich  unterdessen,  von  irgendwelchem  Werte  beginnend, 
eine  bestimmte  Kreisperipherie  X-mal  überstreichen.  Das  \  unseres  Inter- 
valles  ah  erscheint  also  als  die  Anzahl  von  Malen,  daß  die  zugehörige 
Seite  des  Polygons  der  rj- Ebene  eine  volle  Kreisperipherie  umspannt, 
oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  Anzahl  von  Malen,  daß  die  betreffende 
Polygonseite  sich  selbst  überschlägt.  Dabei  müssen  wir  natürlich  eine 
Festsetzung  treffen,  welche  der  früheren  Verabredung,  daß  der  Endpunkt  h 
nicht  mit  zum  Intervalle  gezählt  werden  sollte,  entspricht.  Sollte  nämlich 
der  Endpunkt  unserer  Kreisbogenseite  mit  dem  Anfangspunkte  derselben 
zusammenfallen,  so  werden  wir  das  doch  nicht  als  volle  Umspannung  einer 
Kreisperipherie  gelten  lassen  und  bei  der  Berechnung  des  X  also  nicht  mit- 
zählen. 

So  hat  denn  die  Fragestellung  des  §  2  eine  sehr  anschauliche  Form 
angenommen:  Wir  sollen  das  Polygon  der  rj- Ebene  (mit  den  Winkeln 
Xti,  jUTi,  . . .,)  betrachten  und  zusehen,  wie  groß  die  Anzahl  voller  Kreis- 
peripherieen  ist,  die  im  Sinne  der  gerade  getroffenen  Verabredung  von 
jeder  Seite  dieses  Polygons  umspannt  wird. 

§4. 
Spezieller  Ansatz  für  die  Diflerentialgleicliung  der  hypergeometrischen 

Reihe. 

Wir  spezialisieren  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf  den  einfachsten 
Fall,  der  allein  hier  zur  Erledigung  kommen  soll,  indem  wir  nämlich  an 
Stelle  von  (1)  insbesondere  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Reihe  F{l,m,n,x)  setzen.  Bekanntlich  hat  diese  Differentialgleichung 
nur  drei  singulare  Punkte: 

(2)  a--=0,     b  =  oo,     c=l 

und  in  ihnen  als  Exponenten: 

0,  //  =^  i''  -0, 

^,       ju"==m,       v"=n  —  l  —  m\ 
die  hyp  er  geometrische  Reihe  F  (l,  m,n,x)  bezeichnet  diejenige  Partikular- 
lösung, welche  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  (d.  h.  des  Punktes  cc  =  0 ) 
dem  Exponenten   A'  =  0   zugehört.      Ich   will  hier  die  zugehörigen  Expo- 


(3) 
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nentendifferenzen    gleich    als    wesentlich    positive    Größen    einführen    und 
schreibe  in  diesem  Sinne: 

(4 )  ?.  =  \1  —  n  ,     ii  =  \l  —  m  ,     V  =  \n  —  l  —  m  . 

Das  Polygon  der  ?;- Ebene  wird  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln 
2.71,  jUTi,  V7Z.  Und  nun  ist  die  einfache  Aufgabe,  zuzusehen,  wie  oft  sich 
bei  einem  solchen  Dreiecke  die  einzelnen  Kreisbogenseiten  überschlagen 
mögen,  oder,  wenn  wir  die  Sache  anschauungsmäßig  ins  einzelne  ausge- 
stalten wollen :  Mar  zu  entwickeln,  wie  ein  Kreisbogendreieck  mit  irgend- 
welchen Winkeln  In,  /iijz,  vn  gestaltet  ist.  Um  den  Sinn  der  letzteren 
Frage  richtig  zu  ^verstehen,  müssen  wir  uns  vor  Augen  halten,  daß  unsere 
1,  ju,  V  behebig  große  positive  Zahlen  sein  können,  so  daß  wir  ganz  wesent- 
lich auch  solche  Kreisbogendreiecke  zu  betrachten  haben,  bei  denen  in  den 
Ecken  Windungspunkte  liegen.  Übrigens  besitzt  unsere  Frage  durchaus 
elementargeometrischen  Charakter:  indem  wir  uns  unser  Dreieck  in  be- 
kannter Weise  durch  stereographische  Projektion  auf  die  Kugel  übertragen 
denken,  können  wir  die  sogleich  zu  gebende  Erledigung  unserer  Aufgabe 
geradezu  als  einen  Beitrag  zur  sphärischen  Trigonometrie  bezeichnen*'^). 
Jedenfalls  gibt  uns  die  analytische  Fragestellung,  von  der  wir  aus- 
gehen, zur  Behandlung  dieser  geometrischen  Aufgabe  einen  ersten  wesent- 
lichen Ansatz.  In  (4)  können  die  X,  /i,  v  ganz  beliebig  angenommen  werden. 
Deshalb  muß  es  für  jedes  Wertetripel  k,f.i,v  zugehörige  Kreisbogendrei- 
ecke wirklich  geben.  Ich  will  doch  die  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung hersetzen,  der  das  betreffende  r\  genügt.    Dieselbe  lautet  bekanntlich: 

\-f  \-v^  1-;.^  +  ^'-»'' 

n'"       3  in-^' 


(^)  :7-if7  =-V  + 


2   ^^'^  x'  (l-a;)"  x{\~x) 


^)  Ich  verstehe  hier  unter  „sphärischer  Trigonometrie"  überhaupt  die  Lehre  von 
denjenigen  Kugelfiguren,  die  von  drei  Ebenen  umgrenzt  werden.  Die  gewöhnliche 
Voraussetzung  der  niederen  sphärischen  Trigonometrie,  daß  sich  nämlich  diese  drei 
Ebenen  im  Mittelpunkte  der  Kugel  schneiden,  läßt  sich  bekanntlich  immer  durch  An- 
wendung einer  geeigneten  Kreisverwandtschaft  realisieren,  sofern  sich  nur  die  Ebenen 
in  einem  Punkte  des  Kugehnneren  treffen.  Zieht  man  dagegen  Ebenen  in  Betracht, 
die  sich  auf  der  Kugel  oder  gar  außerhalb  derselben  treffen,  so  wird  man  das  eine 
Mal  die  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie,  das  andere  Mal  diejenigen  der  pseudo- 
sphärischen Trigonometrie  zu  verwenden  haben.  Die  Fragestellung  des  Textes  steht 
oberhalb  dieser  Unterscheidungen,  sie  bezeichnet  einen  Punkt,  in  welchem  die  ge- 
nannten dreierlei  Trigonometrien  gleichförmig  unvollständig  sind.  Sämtliche  Trigono- 
metrien gehen  nämlich  stillschweigend  von  der  Annahme  aus,  daß  kein  Dreiecks- 
winkel >  2  .T  sei  und  daß  keine  Dreiecksseite  mehr  als  eine  volle  Kreislinie  umspanne. 
Infolgedessen  beschränken  sie  sich  darauf,  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  „tri- 
gonometrischen Funktionen"  der  Winkel  und  Seitenlängen  nachzuweisen.  Die  Ergän- 
zung, welche  durch  die  im  Texte  zu  gebenden  Entwicklungen  hinzukommt,  bezieht 
sich  darauf,  daß  auch  die  absoluten  Beträge  der  Winkel  und  Seitenlängen  (die  sich 
nicht  durch  Sinus  und  Kosinus  festlegen  lassen)  in  Abhängigkeit  gesetzt  werden. 
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Jetzt  kommt  man  auf  diese  Differentialgleichung  mit  Notwendigkeit,  wenn 
man  es  unternimmt,  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln  Xn,  juji,  vjt 
derart  auf  unsere  Halbebene  X  abzubilden,  daß  den  Ecken  beziehungs- 
weise die  Stellen  a:  =  0,oü,  1  entsprechen.  Andererseits  drückt  sich  die 
allgemeine  Lösung  von  (5)  in  einer  beliebigen  Partikularlösung  ?y  derselben 

in  der  Gestalt  ^-IZ^  aus.     Wir   schließen:   Haben  wir   ein   erstes  Kreis- 

yrj  +  ö 

bogendreieck  mit  den  Winkeln  Xji,  juji,  vti  konstruiert,  so  ergibt  sich  aus 
ihm  jedes  andere  [mit  demselben  ümlaufssinn  durch  direkte]  Kreisver- 
wandtschaft. Besonders  diesen  zweiten  Satz  brauchen  wir  im  folgenden 
immerzu,  indem  wir  uns,  wenn  es  sich  um  allgemeine  Aussagen  über  Kreis- 
bogendreiecke gegebener  Winkel  handelt,  schlechtweg  auf  eine  einzelne  Figur 
als  hinreichenden  Beweisgrund  beziehen*). 

§5. 
Allgemeines  über  Kreisbogendreiecke, 

Die  fernere  Behandlung  unserer  geometrischen  Frage  gestaltet  sich 
einfacher  als  man  erwarten  sollte.  Ich  finde,  daß  man  nur  zwei  Arten 
von  Dreiecken  auseinanderzuhalten  hat.  Indem  ich  hier  zunächst  von 
den  speziellen  Formeln  (4)  absehe,  durch  die  wir  die  Buchstaben  X,ju,v 
ursprünglich  eingeführt  haben,  will  ich  die  X,  ju,  v,  durch  die  wir  die  Drei- 
eckswinkel festlegen,   bis    auf  weiteres   der  Größe  nach  geordnet  denken: 

(6)  X^^/x>v. 
Dreiecke  erster  Art  sind  mir  dann  solche,  bei  denen 

(7)  i£^-^v, 
Dreiecke  zweiter  Art  die  anderen,  für  die 

(8)  A>,a  +  r. 

Für  beide  Arten   von  Dreiecken   entwickle  ich   hier  vor  allem   einen 
arithmetischen  Ansatz,  den  ich  als  Reduktion  bezeichne. 
Um  ein  Dreieck  erster  Art  zu  reduzieren,  setze  ich: 

^  =  ß  +  7, 

V  =  a~\-  ß, 
und  erhalte  so  in: 


*)  Die  beiden  Sätze  des  Textes  müssen  sich  natürlich  auch  elementargeometrisch 
beweisen  lassen;  ob  dies  in  gleicher  Kürze  gelingt?  [Einen  elementargeometrischen 
Beweis  für  den  ersten  dieser  Sätze  hat  Schilling  in  seiner  Göttinger  Dissertation 
(Math.  Annalen,  Bd.  44,  1894)  gegeben.  Daselbst  findet  man  u.  a.  einen  einfacheren 
Beweis  für  die  Formel  (17)  der  gegenwärtigen  Abhandlung.] 
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u-j-v  —  X 


(9) 


a  = 


2 

V  +  l  —  fZ 

2 


2 

drei  Zahlen,  die  wegen  (6),  (7)  ^0  sind.  Die  größten,  in  a,ß,y  be- 
ziehungsweise enthaltenen,  ganzen  Zahlen  nenne  ich  jetzt  a,b,c^)  und 
schreibe  dementsprechend : 

(10)  a  =  a-i-a^,       ß  =  b-\-ß^,        7  =  c  +  7^ . 
Wir  setzen  ferner j 

(11)  Ao  =  /5o  +  7o'        /^o^ro  +  S'        ^o  =  %+ßo' 
Wir  haben  dann  offenbar 

(12)  ^^  X^-j-h  +  c,       /x  =  ^o  +  c  +  a,       v  =  v^-{-a^b. 

Hier  sind  die  a,b,  c  irgendwelche  positive  ganze  Zahlen,  die  X^,  jlIq,  v^ 
aber  bedeuten  drei  Größen,  von  denen  keine  ^  2  oder  größer  als  die 
Summe  der  beiden  anderen  wäre.  Das  Kreisbogendreieck  mit  den  Win- 
keln XqJz,  jUqJz,  VqTt  ist  hiernach  selbst  ein  Kreisbogendreieck  der  ersten 
Art.  Ich  bezeichne  dasselbe  als  das  ^um  gegebenen  Dreiecke  gehörige 
reduzierte  Dreieck. 

Für  Dreiecke  zweiter  Art  (8)  gestaltet  sich  die  Reduktion  wesentlich 
einfacher.  Ich  verstehe  unter  m,  n  die  größten  ganzen  in  /u,  v  enthaltenen 
Zahlen  und  schreibe: 

(13)  X  =  m  -]-  n  -\-  Xq  ,      '  ff'  =  m  -\-  ju^ ,       v  =^n  -x-  '^o-» 

wobei  Xq  >  fi^  -\-  Vq  .  Wieder  bezeichne  ich  das  Dreieck  mit  den  Win- 
keln XqTt,  ji^qTi,  VqTt  als  reduziertes  Dreieck.  Ein  reduziertes  Dreieck  zweiter 
Art  ist  einfach  ein  solches  Dreieck  zweiter  Art,  dessen  kleinere  Winkel 
<  ji  sind.  Die  Zahlen  m,n  in  (13)  bedeuten  dabei  beliebige  positive 
ganze  Zahlen.  — 

Unsere  fernere  Aufgabe  ist  uns  jetzt  klar  vorgezeichnet:  wir  haben 
uns  deutlich  zu  machen,  was  reduzierte  Dreiecke  der  einen  oder  anderen 
Art  geometrisch  sind,  und  insbesondere  zuzusehen,  was  die  Formeln  (12), 
(13)  geometrisch  besagen,  durch  die  wir  bez.  vom  reduzierten  Dreiecke 
zum  allgemeinen  Dreiecke  aufsteigen.  — 

Dabei  denken  wir  uns  die  Dreiecke,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde, 
am  besten  von  vornherein  auf  die  Kugel  übertragen,  und  so  mögen  also 
auch  die  folgenden  Zeichnungen  als  stereographische  Abbilder  sphärischer 
Figuren  aufgefaßt  werden. 

^)  [  Um  Verwechslungen  vorzubeugen,  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  in  den 
§§  5 — 7  die  Buchstaben  a,  b,  c  und  m,  n  vorübergehend  eine  andere  Bedeutung 
haben  als  in  den  übrigen  Paragraphen  dieser  Arbeit.] 
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§6. 
Von  den  Kreisbogendreiecken  der  ersten  Art. 

Hier  zunächst  eine  kleine  Musterkarte  reduzierter  Kreisbogendreiecke 
der  ersten  Art  (auf  der  jeweils  durch  Schraffierung  angedeutet  ist,  welchen 
Teil  der  Ebene,   bez.  der  Kugel   ich  als  die  Dreiecksfläche  ansehen  will): 


Fig.  1. 

Man  abstrahiert  aus  solchen  Beispielen  die  Regel: 

Bei  einem  reduzierten  Kreisbogendreiecke  erster  Art  kommt  es  nie- 
mals vor,  daß  sich  eine  der  Dreiecksseiten  seihst  überschlägt. 

Um  diese  Regel  zu  beweisen,  beachte  man  Formel  (11).  Man  erhält 
sämtliche  reduzierten  Kreisbogendreiecke  erster  Art,  wenn  man  in  ihr  die 
S'  /^o»  Vo  unabhängig  voneinander  alle  Werte  von  0  bis  1  (mit  Ausnahme 
der  1)  durchlaufen  läßt.  Die  Mannigfaltigkeit  der  reduzierten  Kreisbogen- 
dreiecke erster  Art  bildet  also  ein  Kontinuum.  Nun  aber  gibt  es,  wie 
wir  gerade  sahen,  sicher  solche  reduzierte  Dreiecke  der  ersten  Art,  bei 
denen  sich  keine  der  drei  Seiten  überschlägt.  Sollte  es  demgegenüber  auch 
Dreiecke  erster  Art  geben,  deren  Seiten  sich  (zum  Teil,  oder  alle)  über- 
schlagen, so  müßte  auch  die  Übergangsform  vorkommen,  bei  der  eine  Seite 
gerade  einen  vollen  Kreis  ausmacht,  während  die  beiden  anderen  noch 
kleiner  als  ein  Vollkreis  sind.  Man  wird  aber  vergebens  versuchen,  eine 
solche  Übergangsform  zu  zeichnen:  so  wie  man  es  zwingen  will  (vgl.  die 
nebenstehende  Figur),  so  hat  man  ersichtlich  ein  Dreieck  der  zweiten  Art: 


Fig.  2. 

Wir  wenden  uns  jetzt  gleich  zu  den  Formeln  (12).    Offenbar  können 
wir  die  allgemeinsten  Formeln   dieser  Art  in  der  Weise   entstehen  lassen, 
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daß  wir  a,hy  c  zuerst  alle  gleich  Null  nehmen  und  sie  dann  unabhängig 
voneinander  beliebig  wiederholt  um  eine  Einheit  wachsen  lassen.  Um  den 
durch  (12)  bezeichneten  Prozeß  der  Reduktion  geometrisch  zu  verstehen, 
werden  wir  fragen  dürfen,  was  der  einzelne  hiermit  bezeichnete  Schritt 
(d.h.  das  Anwachsen  von  a,  oder  6,  oder  c  je  um  eine  weitere  Einheit) 
geometrisch  besagt.  Beginnen  wir  also  damit,  eine  der  Größen,  vielleicht  a, 
gleich  1  zu  nehmen,  während  die  anderen  beiden  gleich  0  bleiben.  In 
der  nebenstehenden  Figur,  welche  ein  reduziertes  Dreieck  vorstellt,  wolle 
man  diejenige  Seite  ins  Auge  fassen,  die  dem  Winkel  X^n  gegenüberliegt: 


Fig.  3. 

Indem  wir  jetzt  a  gleich  1  nehmen,  sollen  wir  ju^ti  und  v^tt  in  (jUq  +  1)7z, 
bez.  {vq-{-1)7i  verwandeln..  Das  heißt  aber  offenbar,  daß  unserem  Drei- 
eck eine  ganze  Kreisscheibe  ( oder  besser  gesagt,  da  wir  ja  auf  der  Kugel 
operieren  wollen:  eine  Kugelkalotte)  angehängt  wird,  wie  dies  die  nach- 
stehende Figur  schildert: 


Fig.  4. 

Die  Dreiecksseite,  welche  dem  Winkel  Xtü  gegenüberliegt,  ist  dabei,'  wie 
wir  kurz  sagen  dürfen,  durch  ihr  Komplement  ersetzt  worden,  d.  h.  durch 
ein  Kreisbogenstück,  welches  ebensowenig  sich  überschlägt,  wie  die  ur- 
sprüngliche Dreiecksseite  selbst.  Aber  mit  dieser  Eigenschaft  der  kom- 
plementären Seite  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  den  gerade  ausgeführten 
Schritt  noch  einmal  zu  wiederholen,  indem  wir  a  zu  2  werden  lassen  und 
also  die  beiden  Winkel  gleich  {jUq-^2)jz  und  (vq-\-2)7i  nehmen.  Wir 
haben  jetzt  einfach  an  unsere  komplementäre  Seite  eine  Kugelkalotte  (eine 
Kreisscheibe)  anzuhängen,  diejenige,  welche  in  unserer  Figur,  so  wie  wir 
dieselbe  gezeichnet  haben,  das  Äußere  des  Kreises  (ju^,  v^)  ausmacht.  Die 
Dreiecksseite  ist  dadurch  wieder  die  alte  geworden,  in  den  sie  abschlie- 
ßenden Ecken  liegen  jetzt  aber  Windungspunkte. 
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Das  neue  Dreieck  besteht,  können  wir  sagen,  aus  der  Summe  des 
anfänglichen  (reduzierten)  Dreiecks  und  der  einfach  gerechneten  Gesamt- 
kugelfläche. —  Nichts  hindert  jetzt,  die  so  geschilderten  beiden  Operationen 
alternierend  beliebig  oft  zu  wiederholen,  und  so  a  zu  einer  beliebig  großen 
ganzen  Zahl  anwachsen  zu  lassen.  Bei  jedem  neuen  Schritte  wächst  die 
bis  dahin  erhaltene  Dreiecksfläche  erneut  um  die  eine  oder  die  andere 
Kugelkalotte,  und  wenn  wir  das  eine  Mal  die  ursprüngliche  Dreiecksseite 
als  Begrenzung  erhalten  hatten,  so  folgt  das  nächste  Mal  das  Komple- 
ment, und  umgekehrt.  —  Ganz  ähnlich  machen  wir  es  jetzt  hinterher 
mit  b  und  mit  c.  Die  geometrische  Operation  ist  dabei  ganz  dieselbe,  wie 
bei  a,  nur  daß  jetzt  die  zweite,  resp.  die  dritte  Seite  des  ursprünglichen 
reduzierten  Dreiecks  in  Anspruch  genommen  und  alternierend  in  ihr 
Komplement  verwandelt  wird  oder  in  ursprünglicher  Form  wieder  erscheint.  — 

Der  hiermit  geschilderte  Prozeß  ist  alles  in  allem  so  einfach,  daß  er 
in  der  Tat,  wie  wir  es  in  Aussicht  nahmen,  ein  völlig  anschauliches  Bild 
von  der  Gestalt  des  allgemeinen  Kreisbogendreiecks  erster  Art  vermitteln 
dürfte.  Uns  interessiert  dabei  natürlich  vor  allen  Dingen,  was  über  die 
Längen  der  jedesmaligen  Dreiecksseiten  ausgesagt  werden  kann.  In  dieser 
Hinsicht  haben  wir  offenbar: 

Bei  einem  Kreisbogendreiecke  erster  Art  bleibt  ausgeschlossen,  daß 
sich  auch  nur  eine  seiner  drei  Seiten  überschlägt. 

§7. 
Von  den  Kreisbogendreiecken  der  zweiten  Art. 

Die  Dreiecke  zweiter  Art  erledigen  sich  jetzt  sehr  rasch. 

Betrachten  wir  zuerst,  was  der  einfachste  Fall  ist,  ein  Dreieck 
zweiter  Art  mit  zwei  rechten  Winkeln  (bei  dem  also  ju^  =  f'o  =  y  ^®*' 
vgl.  die  Figur): 


Fig.  5. 

Da  hat  es  keine  Schwierigkeit,  sich  den  Winkel  X^n  beliebig  groß  (auch 
>  2  tt)  zu  denken,  und  es  ist  offenbar,  daß  sich  dabei  die  ihm  gegenüber- 
liegende Seite 

(14)  ^(y)-«ial 

überschlägt,  unter  E  die  größte  ganze  Zahl  verstanden,  welche  in  ~  ent- 
halten  ist,    oder  genauer,   da  wir   es  noch   nicht  als  volle  Überschlagung 
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rechnen  wollten,  wenn  Anfangspunkt  und  Endpunkt  einer  Seite  gerade 
zusammenfallen:    unter   E    die    größte    ganze    Zahl    verstanden,    welche 

von  ^  überschritten  wird.    Die  beiden  anderen  Dreiecksseiten  überschlagen 

sich  natürlich  nicht. 

Von    Figur  5  gehen    wir   nun   leicht   zu   einem    reduzierten    Dreiecke 

zweiter  Art  über,  bei  welchem  /jl^  und  v^  nicht  gerade  gleich  -^  sind.     Wir 

haben  einfach  entlang  einer  jeden  der  beiden  kurzen  Seiten  der  Figur  5 
(dieser  Ausdruck  ist  ja  wohl  ohne  weitere  Erläuterung  verständlich)  ein 
Kreissegment    entweder   wegzunehmen    oder   auch   hinzuzufügen.     Ich  er- 

•^  ....  1 

läutere  hier  beides  durch  eine  Figur,  indem  ich  r^  =  —  lasse,  aber  ^^  das 

eine  Mal  kleiner,  das  andere  Mal  größer  als  -^  nehme: 


Fig.  6. 

Bei  dieser  Änderung  behalten  die  beiden  kurzen  Seiten  augenscheinlich 
ihre  Eigenschaft,  sich  nicht  zu  überschlagen.  Ob  es  die  dritte  Seite  (die 
lange  Seite,  wie  wir  sagen  wollen)  tut  oder  nicht,  konstatieren  wir  am 
leichtesten,  indem  wir  ein  Hilfsdreieck  mit  zwei  rechten  Winkeln  kon- 
struieren, welches  mit  dem  gegebenen  Dreiecke  die  Ecken  und  die  lange 
Seite  gemein  hat;  ich  habe  die  kurzen  Seiten  dieses  Hilfsdreiecks,  soweit 
sie  nicht  mit  Seiten  der  ursprünglichen  Dreiecke  zusammenfallen,  in  der 
Figur  punktiert.  Der  Winkel,  welcher  in  diesem  Hilfsdreiecke  der  langen 
Seite  gegenüberliegt,  ist  augenscheinlich 

('^o  - /"o  -  ^0+ 1)^- 
Daher  ist  die  Anzahl  der  vollen   Über  schlagungen,  welche  unsere  lange 
Seite  im  Sinne  von  (14)  darbietet: 

(15)  ^(Vii^-^_ 

Nichts  ist  jetzt  leichter,  als  vom  reduzierten  Dreiecke  der  zweiten 
Art  zum  allgemeinen  überzugehen.  Die  Formeln  (13)  belehren  uns,  daß 
wir  dies  erreichen,  indem  wir  die  Zahlen  m,  n  von  Null  beginnend,  un- 
abhängig voneinander  beliebig  oft  um  eine  Einheit  wachsen  lassen  und 
dadurch  das  eine  Mal  die  Winkel  kn,  fxn,  das  andere  Mal  In  und  v n 
immer  wieder  um  n  vermehren.  Aber  die  Dreiecksseiten,  welche  die 
Winkel  Xn,   ^in,   resp.   In,  vn   verbinden,    überschlagen    sich   nicht,    wie 
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wir  wissen.  Daher  handelt  es  sich  hier  geometrisch  um  wiederholte  An- 
wendung ganz  derselben  Operation,  die  wir  soeben  bei  den  Dreiecken 
erster  Art  schilderten,  und  die  in  der  Anhängung  einer  Kugelkalotte  an 
eine  sich  nicht  überschlagende  Dreiecksseite  bestand.  Die  einzelne  kurze 
Seite  unseres  reduzierten  Dreiecks  wird  dabei  bald  in  ihr  Komplement 
verwandelt,  bald  kommt  sie  wieder  in  ihrer  ursprünglichen  Form  zum 
Vorschein,  wie  wir  hier  kaum  erneut  zu  schildern  haben.  —  Damit  aber 
haben  wir  in  der  Tat  eine  ganz  klare  Vorstellung  von  dem  Zustande- 
kommen eines  allgemeinen  Kreisbogendreiecks  der  zweiten  Art  gewonnen. 
Man  beachte  noch,  daß  vermöge  (13): 

Indem  wir  auf  (15)  zurückgreifen,  haben  wir  offenbar: 

Auch  hei  einem  Dreiecke  zweiter  Art  überschlagen  sich  diejenigen 
Seiten  nicht,  welche  den  beiden  kleineren  Winkeln  gegenüberliegen.  Die 
dritte  Seite  aber  bietet  evtl,  eine  größere  Zahl  von  Selbstüberschlagungen 
dar;  diese  Zahl  ist  durch 

(16)  e{'^^^) 
gegeben. 

§8. 

Das  allgemeine  geometrische  Resultat.    Die  Charakteristik  X  der 

hypergeometrischen  Differentialgleichung  für  das  Intervall  Ol. 

Ehe  ich  jetzt  zur  anfänglichen  analytischen  Fragestellung  des  §  4 
zurückkehre,  fasse  ich  vorab  die  inzwischen  gewonnenen  geometrischen 
Kesultate  in  einen  allgemeinen  Satz  zusammen.  Wir  erreichen  dies,  indem 
wir  die  Bedeutung  des  E  noch  dahin  modifizieren,  daß  es  die  größte 
ganze,  positive  Zahl  sein  soll,  welche  von  dem  dem  E  beigesetzten  Argu- 
mente überschritten  wird,  —  so  daß  also  E  allemal  Null  ist,  wenn  das 
Argument  negativ  oder  ^  1  ist.  Wir  können  dann  nämlich  jede  Größen- 
ordnung der  Winkel  Xji,  juji,  vn,  wie  auch  die  Unterscheidung  der  Drei- 
ecke erster  und  zweiter  Art  aufgeben  und  so  sagen: 

In  einem  Kreisbogendreiecke  mit  den  Winkeln  Xjz,  /uti,  vn  über- 
schlägt sich  die  dem  beliebigen  Winkel  X  n  gegenüberliegende  Seite  so  oft, 
als  das  Symbol 

(17)  ^(--^^F^) 
angibt. 

In  der  Tat:  dieses  E  ist  bei  Dreiecken  erster  Art  immer  Null,  bei 
Dreiecken  zweiter  Art  aber  nur  dann  eventuell  von  Null  verschieden, 
wenn  X  gerade  den  größten  der  drei  Winkel  bezeichnet:  in  diesem  Falle 
aber  stimmt  (17)  mit  (16). 
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Und  nun  gehen  wir  zur  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
zurück.  "Wir  wollen  uns  da  gleich  auf  das  Intervall  Ol  der  X-Achse 
beschränken,  das  uns  von  Anfang  an  besonders  interessierte.  Offenbar 
haben  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (4): 

Die  charakteristische  Zahl  X,  welche  dem  Intervalle  Ol  hinsichtlich 
der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  zukommt,  ist  durch  folgende 
Formel  gegeben: 


(18) 


E 


l  —  m\  —  \  \  —n    — 


;  -  m  1  +  1 


Wir  wollen  diese  Formel  noch  etwas  spezifizieren.  Erstlich  wollen 
wir  annehmen,  daß  l^m  sei,  worin  keine  Partikularisation  liegt;  wir 
können  dann  statt  \l  —  m\  einfach  (l  —  m)  schreiben.  Übrigens  aber 
unterscheiden  wir,  ob  (1  —  n)  und  (n  —  l  —  m)  ^0  oder  ^  0  sind  (das 
Nullsein  wird,  weil  es  keinen  Unterschied  macht,  jeder  der  beiden  Möglich- 
keiten zugerechnet).     Wir  erhalten  so  folgende  Tabelle: 


(19) 


n-l-m£0 

n— l  —  m^O 

1  - 

-n£0 

X  =  E{i-m) 

X^E{l-n-\-l) 

1  - 

-n>0 

X  =  E(n-m) 

\=^E{1) 

§9. 
Von  den  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe  F  im  Intervalle  Ol. 

Die  Formeln  (18)  und  (19)  bezeichnen  das  eigentliche  in  dieser  Arbeit 
abzuleitende  Resultat.  Inzwischen  wollen  wir  dasselbe  jetzt  noch  so  um- 
setzen, daß  jene  elementare  Frage  erledigt  wird,  welche  in  der  Einleitung 
bezeichnet  wurde:   Wie  oft  verschwindet  die  hypergeometrische  Reihe 

F{l,m,n,x) 

im  Intervall  von  x -=  0  bis  x  =^  1\ 

Wir  müssen  hier  einige  Vorbemerkungen  machen. 

Erstlich  bemerken  wir,  daß,  wegen  des  Bildungsgesetzes  der  Reihe  jP, 
das  sogenannte  dritte  Element  n  niemals  Null  oder  eine  negative  ganze 
Zahl  sein  kann:  es  würden  sonst  alle  GUeder  der  Reihe  von  einer  be- 
stimmten Grenze  ab  unendlich  groß  sein.  Daher  ist  die  im  folgenden 
verschiedentlich  auftretende  Konstante  V  (n)  notwendig  eine  endliche  Größe. 

Zweitens  erinnern  wir  daran,  daß  die  Reihe  F  für  a;  ==  1  nur  unter 
der  Voraussetzung  {n  —  l  —  7n)  >  0  konvergiert.  Es  kann  uns  das  aber 
nicht  hindern,  auch  im  Falle  {n  —  l  —  m)  ^0  von  dem  Werte  zu  sprechen, 
den  die  Funktion  F  von  x ,  wenn   man  von  x  =  0  kommend   auf  x  =  1 

36* 
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zuschreitet,  bei  x  =  1  annimmt.  Dieser  Wert  ist  dann  freilich  immer  un- 
endlich; aber  es  wird  unterschieden  werden  können,  ob  er  positiv  oder 
negativ  unendlich  ist.  — 

Wir  handeln  ferner  von  den  verschiedenen  Lösungen,  welche  unsere 
Differentialgleichung  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  0  besitzt : 

Ist  n  keine  ganze  Zahl,  so  existiert  daselbst  neben  F  eine  zweite 
Partikularlösung  G,  die  wir  in  die  Form  setzen  können 

(20)  G  =  x'-^'^{x), 

unter  ^{x)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe  verstanden,  in  welcher  das  konstante  Glied  (das  Glied  nullter 
Dimension)  von  Null  verschieden  ist.  Dieses  O  wird  also  für  o;  =  0  un- 
endlich, sobald  1  —  ri  <  0,  dagegen  Null,  sobald  1  —  n>  0.  —  Ist  aber  n 
ganzzahlig  (was  nach  der  gerade  gemachten  Bemerkung  n  >  0,  also 
1—n^O  bedingt),  so  tritt  neben  F  eine  Partikularlösung  G,  deren 
analytischer  Ausdruck  einen  Logarithmus  enthält,  und  die  daher  für  x  =  0 
jedenfalls  unendlich  wird.  —  Hiermit  halten  wir  zusammen,  daß  F  selbst 
für  x  =  0  gleich  1  ist.     So  folgt : 

c 

Ist  {i  —  n)  ^0,  so  wird  bei  x  =  0  -:^  unendlich,  ist  {1  —  n)  >  0 , 

F 
so    ^. 

Wir  erinnern  uns  jetzt  der  Formeln  (18),  (19)  für  X  und  der  Be- 
deutung, welche  wir  der  Zahl  X  in  §  1  und  §  2  erteilten.  So  haben  wir 
offenbar  den  Satz: 

Für  (1  —  n)  ^0  verschwindet  F,  für  (1  —  n)>  0  verschwindet  G 
im  Inneren  des  Intervalls  Ol  genau  X-mal. 

Hiermit  ist  die  Frage  nach  der  Zahl  der  Nullstellen  von  F  nur  erst 
im  Falle  (1  —  n)  ^0  entschieden,  im  anderen  Falle  können  wir  nach  §  1 
vorab  nur  erst  sagen: 

Ist  {1  —  n)  >  0,  so  ist  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  F  iin  Inter- 
valle Ol  entweder  X  oder  X  +  1 . 

Zwischen  den  beiden  hier  vorliegenden  Möglichkeiten  unterscheide  ich 
nun  durch  eine  Hilfsbetrachtung,  indem  ich  nämlich  das  Verhalten  der 
Lösung  F  unserer  Differentialgleichung  und  einer  anderen  linear  unab- 
hängigen Lösung,  die   wieder  G  heißen  soll,   bei  a;  =  1  in  Betracht  ziehe. 

In  dieser  Hinsicht  können  wir  nach  §  1,  2  jedenfalls  sagen: 

ri  

Satz  1:  Wird  ^  hei  a;  =-=  1  unendlich,  so  hat  F  im  Intervalle  Ol 
genau  X  Nullstellen. 

Die  Bedeutung  der  Charakteristik  X  eines  Intervalls  bleibt  nämlich 
dieselbe,  mögen  wir  das  Intervall  mit  seinem  einen  oder  seinem  anderen 
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Endpunkte  beginnen.    —    Übrigens   kann  -^=00  bei  x  =  1    entweder  so 

eintreten,  daß  G  endlich  bleibt,  während  F  verschwindet,  oder  auch  so, 
daß  G  unendlich  wird,  während  F  endlich  bleibt.   — 

Liegt  nun  aber  der  hiermit  besprochene  Fall  nicht  vor,  so  suche  ich 
das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  welches  die  durch  F  gegebene  Funktion 
bei  a;  =  1  besitzt  (sofern  wir  uns  dem  Werte  x  =  1  von  cc  =  0  kommend 
nähern).  Indem  F  für  x  =  0  gleich  1,  d.  h.  positiv  ist,  werden  wir  offen- 
bar haben: 

Satz  2:  Je  nachdem  F  bei  x -^-^  1  positiv  oder  negativ  ist,  werden 
wir  im  Intervalle  Ol  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Null- 
stellen des  F  haben; 

und  dies  ist  dann  der  Satz,  durch  den  wir  gegebenenfalls  zwischen  den 
beiden  Zahlen  X  und  X  -|-  1  entscheiden  können.   — 

Es  gilt  jetzt,  den  so  gefundenen  allgemeinen  Ansatz  ins  einzelne 
durchzuführen.     Ich  unterscheide  dabei,  ob  {n  —  l  —  m)>0,   <0,    =0. 

a)  Erste  Annahme:  (n  —  l  —  m)  >  0,  {1  —  n)>  0. 

Für  {n  —  l  —  m)  >  0  konvergiert  F  bei  x=l  bekanntlich  zu  dem 
Werte : 

{o-[\  r(n)-  r{n-l-m) 

^    ^  r{n-l)-r{n-m)' 

der  jedenfalls  endlich  ist  (vgl.  die  oben  über  V  (n)  voraufgeschickte  Be- 
merkung) und  verschwindet,  wenn  (n  —  l)  oder  (n  —  m)  Null  oder  eine 
negative  ganze  Zahl  ist.  Im  letzteren  Falle  findet  Satz  1  Anwendung 
und  wir  sagen  also: 

Ist  (1  —  n)  und  {n  —  l  —  m)  >  0  und  {n  —  l)  oder  {n  —  m)  Null 
oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  hat  F  im  Intervalle  Öl   X  Nullstellen. 

Andernfalls  untersuchen  wir  das  Vorzeichen  von  (21).  Da  (ri  —  Z— m)>0, 
so  ist  V(n  —  l  —  m)  positiv,  und  das  Vorzeichen  von  (21)  stimmt  mit 
demjenigen  des  Produktes  V {n)'V {n  —  l)'T {n  —  m)  überein.  Wir  sagen 
also  nach  Satz  2: 

Ist  (1  —  n)  und  {n  —  l  —  m)>  0,  aber  weder  {n  —  l)  noch  {n  —  m) 
Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  wird  von  den  beiden  Zahlen  X 
und  X  -j-  1  die  gerade  oder  die  ungerade  richtig  sein,  je  nachdem  das 
Produkt  V  [n)-V  [n  —  l)-V  {n  —  m)  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

b)  Zweite  Annahme:  (n  —  l  —  m)  <  0,  (1  —  n)  >  0. 

Ist  {n  —  l  —  m)  nicht  ganzzahlig,  so  haben  wir  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x  =  l  eine  Lösung  G  unserer  Differentialgleichung,  für  welche 
die  Darstellung  besteht 

(1-x-)"-'-"'-5|J(1-ce); 
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ist  aber  {n  —  l  —  m)  ganzzahlig,  so  gibt  es  Lösungen  G,  in  deren  ana- 
lytische Darstellung  der  Logarithmus  von  {\  —  x)  eingeht.  Daher  existiert 
also,  wenn  wir  jetzt  die  Annahme  {n  —  l  —  m)  <0  machen,  auf  alle  Fälle 
eine  Lösung  G,  welche  bei  x=\  unendlich  wird.  Wir  werden  hiernach 
die  Voraussetzung  des  Satzes  1  haben,  sobald  im  vorliegenden  Falle  F 
für  X  =  1  endlich  bleibt.  Dies  tritt  nun  (man  denke  an  das  Bildungs- 
gesetz der  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Reihe  F)  jedenfalls  dann  ein, 
wenn  l  oder  m  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Daher  haben 
wir  vorab: 

Ist  (1  —  7i)  >  0  und  {n  —  l  —  m)  <  0  und  l  oder  m  Null  oder  eine 
negative  ganze  Zahl,  so  hat  F  im  Intervalle  Ol  X  Nullstellen. 

Andernfalls  lassen  wir  (um  Satz  2  anwenden  zu  können)  eine  Trans- 
formation unserer  hypergeometrischen  Reihe  eintreten.     Wir  haben: 

(23)  F{1,  m,  n,  x)  =  (1  -  xf-^-'^'F{n  -l,n-m,n,  x). 

Hier  wird  der  erste  der  beiden  rechts  stehenden  Faktoren,  indem  wir  von 
X  =  0  auf  X  =^  1  zuschreiten,  positiv  unendlich,  und  kann  also  bei  der 
Beurteilung  des  uns  interessierenden  Vorzeichens  beiseite  gelassen  werden. 
Der  andere  Faktor  aber  (die  neue  hypergeometrische  Reihe)  konvergiert 
bei  X  =  1  zu  dem  Werte : 

.     ..  r(n)-r(Z  +  w-n) 

^^^>'  r(o-r(m) 

den  wir  nun  gerade  so  diskutieren,  wie  vorhin  den  Wert  (21).  Wir  er- 
kennen zunächst,  daß  (24)  jedenfalls  endlich  ist  und  nur  in  denjenigen 
beiden  Fällen  verschwindet,  die  wir  schon  vorweggenommen  haben  (daß 
nämlich  l  oder  m  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist).  In  allen 
anderen  Fällen  stimmt  das  Vorzeichen  von  (24)  mit  dem  des  Produktes 
r(Z)-  r (m)  ■  r (n)  überein.     Wir  folgern  also: 

Ist  (1  —  n)  >  0  und  {n  —  l  —  m)  <  0  und  weder  l  noch  m  Null 
oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  gilt  von  den  beiden  Zahlen  X  und 
X  +  1  die  gerade  oder  die  ungerade,  je  nachdem  das  Produkt  V  {l)'V  {m)-V  (n) 
positiv  oder  negativ  ist. 

c)  Dritte  Annahme:  {n—  l  —  m)  =  0,  {l  —  n)  >  0. 

Diese  Annahme  werden  wir  hier  als  Grenzfall  zwischen  den  An- 
nahmen a)  und  b)  gelten  lassen.  In  der  Tat  werden  die  beiden  unter  a) 
aufgeführten  Sätze  mit  den  unter  b)  gegebenen  identisch,  sobald  wir  in 
ihnen  n'—  l  —  tn  -^  0  nehmen  und  also  n~l  =  m,n  —  m  =  l  setzen.  Ich 
unterlasse  es,  noch  länger  hierbei  zu  verweilen.  — 


LXV.  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe.  567 


Hiermit  ist  die  Zahl  der  Nullstellen  von  F  im  Intervalle  Ol  in  jedem 
Falle  sichergestellt®). 

Natürlich  würden  wir  auch  für  (1  —  7i)  ^  0  (wo  sich  oben  die  Zahl 
der  Nullstellen  ohne  weiteres  gleich  X  fand)  das  Verhalten  von  F  bei 
ic  =  1  in  Betracht  ziehen  können.  Wenn  dabei  im  Resultat  schließlich 
alle  Fallunterscheidungen  wegfallen,  so  liegt  dies  daran,  daß  für  (1  —  ti)  ^  0 
V {n)  ein  festes  Vorzeichen  hat,  was  für  (1  —  ?^)  >  0  selbstverständlich 
nicht  der  Fall  ist. 

Göttingen,  den  5.  September  1890. 


^)  Ich  habe  die  sämtlichen  im  Texte  entwickelten  Sätze  während  des  verflossenen 
Juli  in  meiner  Vorlesung  über  Differentialgleichungen  vorgetragen,  auch  der  Göttinger 
Sozietät  der  Wissenschaften  am  1.  August  darüber  Mitteilung  gemacht  (vgl.  Göttinger 
Nachrichten  vom  Jahre  1890,  Nr.  10).  [Vgl.  ferner  einen  Vortrag  vor  der  mathe- 
matischen Sektion  der  Bremer  Naturforscherversammlung,  vom  16.  September  1890. 
Siehe  auch  die  Note  von  Hurwitz  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1890  (Sitzung 
vom  6.  Dezember),  in  welcher  Sturm  sehe  Ketten  aus  verwandten  hypergeometrischen 
Funktionen  aufgestellt  werden.  Die  dort  benutzten  Methoden  sind  von  den  meinen 
nur  äußerlich  verschieden,  weil  ja  alle  die  Dreiecke,  die  ich  aus  einem  reduzierten 
Dreiecke  durch  Anhängung  herstelle,  verwandt  sind.  —  Wegen  weiterer  Anwendungen 
der  geometrischen  Methode  zur  Bestimmung  der  NuUstellen  der  hypergeometrischen 
Funktion  siehe  Nr.  18 d  in  dem  Artikel  von  Hilb  über  lineare  Differentialgleichungen 
in  Bd.  II2  der  mathematischen  Enzyklopädie  (abgeschlossen  1913).  Außerdem  vgl.  die 
Note  von  Hilb  und  Falckenberg  „Die  Anzahl  der  Nullstellen  des  Hankeischen 
Funktion"  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1916.     K.] 


LXVI.  Zur  Darstellung  der  hypergeometrischen  Funktion 
durch  bestimmte  Integrale. 

[Math.  Annalen,  Bd.  38  (1891) i).] 


Bekanntlich  hat  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  in  den  letzten 
Jahren  dadurch  einen  bemerkenswerten  neuen  Aufschwung  genommen,  daß 
man  sich  entschloß,  die  Integrale  ganz  allgemein  durch  geschlossene  Wege 
im  komplexen  Gebiete  (auf  denen  die  zu  integrierende  Funktion  ihren 
Anfangswert  wieder  annimmt)  zu  definieren,  —  wobei  denn  alle  die  Aus- 
nahmen, welche  die  ältere  Theorie  wegen  des  Unendlichwerdens  der  zu 
integrierenden  Funktion  statuieren  mußte,  oder  auch  die  Kunstgriffe,  zu 
denen  sie  in  solchen  Fällen  ihre  Zuflucht  nahm,  von  selbst  in  Wegfall 
kommen^).  Ich  möchte  nun  darauf  hinweisen,  daß  die  Darstellung  dieser 
Verhältnisse   noch  um  vieles"  eleganter  wird,   wenn  man  sich  entschließt. 


^)  [Vorliegende  Abhandlung  ist  der  zweite  Teil  der  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  38  unter  dem  Titel  „Über  Normierung  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung"  erschienenen  Arbeit.  Der  erste  Teil  derselben  stimmt,  wie  schon  bemerkt, 
mit  dem  ersten  Teil  der  oben  abgedruckten  Abhandlung  LXIV  „Zur  Theorie  der 
allgemeinen  L am 6 sehen  Funktionen"  aus  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1890  überein. 
Siehe  auch  die  Fußnote  ^)  auf  Seite  544.] 

2)  Vgl.  Camille  Jordan  in  Bd.  III  seines  Cours  d'analyse,  S.  241  ff.  (1887),  ~ 
Nekrassoff  in  der  „Mathematischen  Sammlung"  der  Moskauer  mathematischen  Ge- 
sellschaft von  1887  an  (die  genaueren  Zitate  vgl.  bei  Pochhammer  in  Bd.  37  der  Math. 
Annalen,  S.  543),  —  Pochhammer  in  den  Bänden  35,  36,  37(1890)  der  Math.  Annalen. 
—  Die  Idee  selbst  geht  wohl  unzweifelhaft  auf  Riemann  zurück,  der  ja  die  Perioden 
der  Abelschen  Integrale  in  entsprechender  Weise  definierte  (durch  geschlossene  Wege 
auf  den  zugehörigen  Riemannschen  Flächen).  Indessen  finden  sich,  was  den  ali- 
gemeinen Ansatz  und  seine  Bedeutung  .für  die  Theorie  der  gewöhnlich  betrachteten 
bestimmten  Integrale  angeht,  in  Riemanns  publizierten  Arbeiten  nur  Andeutungen 
(vgl.  Werke,  1.  Aufl.,  S.  77,  137,  404,  2.  Aufl.,  S.  82,  146,  426),  an  welche  dann  zu- 
nächst Hankel  (Schlömilchs  Zeitschrift,  Bd.  9,  1864)  und  Thomae  (ebenda,  Bd.  14, 
1869)  anknüpften,  die  aber  immer  noch  an  den  schleifenförmigen  Integrationswegen 
festhielten,  d.  h.  an  Int egrations wegen,  die,  von  einem  bestimmten  Punkte  auslaufend 
zu  eben  diesem  bestimmten  Punkte  zurückführen,  womit  die  ganze  Allgemeinheit,  die 
hier  anzustreben  ist,  sozusagen  erst  zur  Hälfte  erreicht  ist.  [Genaueres  über  Rie- 
manns Ideen  ist  jetzt  aus  den  von  Wirtinger  und  Noether  herausgegebenen 
Nachträgen  zu  Riemanns  Werken  zu  entnehmen.     Siehe  daselbst  S.  69 — 75.] 
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auch  hier  homogene  Veränderliche  anzuwenden.  Unter  [za)  . . .  die  De- 
terminanten {z^a.^  ~  ^^i)  ^sw-  verstanden,  wird  man  zunächst  Integrale 
der  folgenden  Art  betrachten: 

(1)  j{za)''{zhY...{zxy{zdz), 

WO  a-\-  ß  ^  . . .  -\-  V  natürlich  gleich  (—2)  zu  nehmen  ist  und  die  Inte- 
gration über  solche  geschlossene  Kurven  der  2 -Ebene  zu  nehmen  ist,  wie 
sie  Herr  Pochhammer  als  Doppelumläufe  bezeichnet.  Ist  die  Zahl  n 
der  hier  auftretenden  singulären  Punkte  gleich  2 ,  so  verschwindet  das 
Integral  identisch;  ist  sie  gleich  3,  so  hat  man  im  wesentlichen  ein  Euler- 
sches  Integral  erster  Gattung  (bei  welchem  dann  die  Gleichberechtigung 
der  drei  Exponenten  a,  ß,  y,  die  sonst  auf  indirektem  Wege  erschlossen 
wird,  unmittelbar  hervortritt).  Für  n  =  4:  kommen  diejenigen  Integrale, 
durch  welche  man  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihen 
integriert,  beziehungsweise  die  Riemannsche  P- Funktion  darstellen  kann. 
Auch  bei  letzterer  ist  selbstverständlich  der  Gebrauch  homogener  Variabler 
indiziert.     Riemann  unterwirft  die  Exponenten  seiner  Funktion 

a       b       c 

(2)  P    X'      /     v'     : 

X"     ix"     v" 

bekanntlich  der  Bedingung,  als  Summe  die  Eins  zu  geben: 

(3)  X'  +  l"  +  t.'  +  i^"  +  v'  +  v"=l, 

und  an  dieser  Bedingung  ändert  sich  nichts,  wenn  wir  P  mit  einem  ge- 
eigneten Faktor  multiplizieren,  der  nur  bei  x  =  a^h,c  unendlich  wird, 
beziehungsweise  verschwindet : 


(4) 


{x-ay-ix-h)"^  -{x-cf 


a 

k'  -\-l 


fx    -^  m 
ju'r  +  m 


a 

6 

c 

p 

^' 

l^' 

v' 

X 

f 

l^" 

v" 

c 

v'  -\-n 

X 

. 

v" 

+  n 

In  der  Tat  muß  ja  hier  l  -\-  m  -\-  n  =  0  genommen  werden,  weil  anderen- 
falls der  Punkt  x  =  (x>  singulär  werden  würde.  Indem  wir  homogene 
Variable  einführen,  können  wir  die  Bedingung  (3)  beiseite  schieben. 
Schreiben  wir  nämlich  statt  der  in  (4)  auftretenden  Differenzen  {x  —  a)  usw. 
entsprechende  Determinanten  {x^a^  —  x.^_a^),  . ..,  so  hindert  nichts,  eine 
Funktion  TT  der  homogenen  Veränderlichen  x^,  x.,  (eine  Form 
durch  die  Gleichung  zu  definieren: 
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(5) 


-n -^  {xaf  '  {xbf  '  (xc)'' •  P    /      /.'     v' 


fx"     v" 


wo  nun  die  l,  m,  n  beliebig  anzunehmen  sind.     Wir  bezeichnen  dieses  TT, 
indem  wir  für  X'  -\^l^  . .  .  wieder  kurz  k\  , . .  schreiben,  mit 

a       h       c  I 

l'       fji'      v'      x^,  X.2  I  j 


(6) 


n 


die  Summe 


;/-l-;/'  +  ^'4_^''  +  ^'  +  »,"_l 


stellt  dann  den  Grad  dar,  welchen 


das  TT  in  x^,  x^  besitzt. 

Indem  wir  die  l,m,  n  in  (5)  zweckmäßig  wählen,  können  wir  dieses  TT 
natürlich  in  verschiedener  Weise  normieren.    Sei  der  Kürze  halber: 


(7) 


/'-<«' 


V  . 


Dann  können  wir  als  Normal -TT  beispielsweise   das  folgende   betrachten: 

ah  c  I 


(8) 


n 


+ 


2         12       ^1 '  ^2 


oder  auch  das  folgende: 

(9)  n 


a    b     c 

X       fJL      V      Xj^,  x^ 

0     0     0 


(welches  auf  acht  Weisen  herzustellen  ist,  weil  die  X,ju,v  in  (7),  indem 
man  die  X  ,  X  usw.  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht,  beliebig  im  Vorzeichen 
geändert  werden  können).  Hier  ist  das  durch  Formel  (8)  gegebene  TT, 
vom  Grade  —  |  in  den  x^,x^,  dasjenige,  welches  durch  die  normierte 
Differentialgleichung  bestimmt  wird,  von  der  [in  Abh.  LXIV,  Gleichung  (11), 
S.  542]  die  Rede  war: 

(10)  (n,/-),  =  9>-n, 

WO  nun  f={xaY(xb)^{xc)^  zu  nehmen  ist  und  die  quadratische  Form  99 
in  einfacher  Weise  von  den  X,  /u,  v  abhängt^).  Andererseits  ist  das  durch 
(9)  gegebene  TT  gerade  dasjenige,  welches  unmittelbar  durch  ein  bestimmtes 
Integral  von  der  Form  (1)  gegeben  wird: 

^)  Man  findet  des  näheren: 

<^-|  {(8;^  +  l)  (ab)  (ac)  (xb)  (xc) +  {S /u'^ -^1)  {bc)  (ba)  (xc)  (xa) 

+  {8v'  +  1)  ica)  {cb)  (xa)  (xb)}. 
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(11)  n 


a     o     c 

0     0     0  I 

■\+}.-i,-v  -i+n-v-).  -i+j'-;.-/«  _i+A+t/+i 


=  J(za)        '-        -(zb)       ■'        -(zc)       ä        .(zx)       2        -{zdz), 

(das  Integral  wieder  über  Doppelumläufe  des  z  erstreckt).  Es  ist  nicht 
unwichtig,  diese  Formel  so  aufzufassen,  daß  man  das  Integral  geradezu 
als  Definition  des  linker  Hand  stehenden  TT  gelten  läßt.  Man  erreicht 
dann,  daß  TT  nicht  nur  von  x^^,  x,^,  sondern  auch  von  a^^^a^;  b^,b^;  c^^  c.^ 
wie  von  den  Exponenten  X,  ju,  v  in  ganz  bestimmter  Weise  abhängt *) : 
TT  erscheint  als  eine  Kovariante  der  vier  Reihen  kogredienter  binärer 
Veränderlicher  a^ ,  a.-, ;  b^ ,  ö^ ;  c-^ ,  a, ;  x^^ ,  x.-^ ;  es  erscheint  überdies  als  ganze 
Funktion  der  Exponenten  X,iu,v.  In  letzterem  Umstände  liegt  es  be- 
gründet, daß  man  nun  hier  keinerlei,  z.  B.  ganzzahlige  Wertsysteme  der 
X,  ju,  V  bei  der  Definition  auszuschließen  hat;  vielmehr  sind  alle  besonderen 
Verhältnisse,  die  sich  bei  einzelnen  Wertsystemen  der  X,  ju,  v  einstellen 
mögen,  aus  der  allgemeinen  Theorie  durch  Grenzübergang  abzuleiten.  — 
Ich  hoffe  sehr,  daß  im  Sinne  dieser  Andeutungen  eine  zusammenhängende 
Darstellung  sämtlicher  Eigenschaften  der  hypergeometrischen  Funktion 
von  anderer  Seite  in  nicht  zu  ferner  Zeit  veröffentlicht  wird"');  ich  selbst 
habe  die  Grundzüge  einer  solchen  Ableitung  im  Sommersemester  1890 
vorgetragen. 

Schließen  wir  aus,  daß  die  X,  /u,  v  rein  imaginär  sind,  so  gibt  es 
unter  den  acht  jedesmal  zusammengehörigen  Fällen  (9)  einen,  dessen  X,  ju,  v 
in  ihrem  reellen  Teile  positiv  sind.  Die  Zweige  TT^ ,  TT^  des  betreffenden  TT 
sind  als  Formen  von  x^ ,  x.-^  überall  endlich,  ohne  irgendwo  eine  gemeinsame 
Nullstelle  zu  besitzen.  Man  wird  daher  die  so  partikularisierten  TT^,  TT.2  zu- 
grunde legen,  wenn  es  sich  darum  handelt,  x^,  x^  rückwärts  als  Formen 
der  TT^,  TT^  darzustellen.  Dies  ist  bekanntlich  insbesondere  dann  anzu- 
streben, wenn  die  X,  ju,  v  den  reziproken  Werten  dreier  reeller  ganzer 
Zahlen  l,  m,  n  gleich  sind.  Indem  wir  l,  m,n  gleich  als  positiv  voraus- 
setzen, hat  das  in  Rede  stehende  TT  in  den  x^^x.^  dann  den  Grad: 

i  +  l  +  l-iV^^ 


*)  Hiermit  dürfte  geleistet  sein,  was  Riemann  beabsichtigte,  als  er  sich  (Werke, 
1.  Aufl.,  S.  76—77;  2.  Aufl.,  S.  81—82 )  dahin  äußerte,  daß  der  Ausdruck  der  P- Funktion 
durch  ein  bestimmtes  Integral  zur  Bestimmung  der  in  den  Fundamentalzweigen 
P^',  P^",  . .  .  noch  wülkürlich  gebliebenen  Faktoren  benutzt  werden  solle.  Allerdings 
verwendet  Riemann  ja  keine  homogenen  Variablen;  ich  nehme  an,  daß  er  eben 
hierdurch  gehindert  war,  die  Sache  zu  einem  guten  Abschluß  zu  bringen. 

^)  [Dies  ist  in  der  1892  erschienenen  Göttinger  Dissertation  von  Schellenberg 
geschehen.] 
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die  x^ ,  x^  sind  also  in  dem  TT^ ,  TT2  vom  Grade : 

(12)  2:(1  +  1  +  1-1 

Es  ist  dies  die  zuerst  von  Halphen  gefundene  Zahl  (Comptes  Rendus, 
(1881,  I)  Bd.  94)^).  Die  neue  Ableitung,  welche  hier  für  diese  Zahl  ge- 
geben ist,  oder  vielmehr  die  neue  Bedeutung,  unter  der  dieselbe  hier  auf- 
tritt, dürfte  unter  prinzipiellen  Gesichtspunkten  bemerkenswert  sein. 

Göttingen,  den  23.  Dezember  1890. 


•)  Vgl.  die  bez.  Erläuterungen  auf  S.  129  des  Bandes  I  meiner  von  Herrn  Fricke 
bearbeiteten  Vorlesungen  über  elliptische  Modulfunktionen  (Leipzig  1890). 


LXVIL  Über  den  Hermiteschen  Fall  der  Lamesclien 
Differentialgleicliung. 

[Math.  Annalen,  Bd.  40  (1892).] 


Schreiben  wir 


^'^  *^JVT 


dp 


iV  -  e^)  (p  -  e.,)  {p  -  e^)     > 
und  betrachten  die  Differentialgleichung: 

(2)  0-  =  (^p  +  B)^, 

dl 

SO  läuft  Lames  ursprüngliche  Theorie  darauf  hinaus,  alle  Fälle  auf- 
zuzählen, in  denen  (2)  ein  partikuläres  Integral  der  folgenden  Form 
besitzt : 

(3)  ^  =  (?>-eJ?-(p-e,)?-(p-e3)V.(p); 

hier  bedeuten  die  e^,  e^?  ^"s  nach  Belieben  0  oder  1,  und  '(f^ip)  ist  ein 
Polynom  von  irgendwelchem  Ä;-ten  Grade.     Sei  noch 

(4)  |=i  +  ii+|  +  ^_l. 

Dann  läßt  sich  Lames  Resultat  dahin  aussprechen,  daß  jedenfalls 

(5)  A=n{n'^l) 

genommen  werden  muß,  und  darauf  B  aus  einer  algebraischen  Gleichung 
{k-\-l)-ten  Grades  zu  bestimmen  ist.  Nun  ist  bekanntlich  Hermites 
Verdienst,  den  allgemeinen  Fall  der  Differentialgleichung  (2)  näher  be- 
trachtet zu  haben,  bei  dem  zwar  A  den  in  (5)  gegebenen  Wert  hat,  B 
aber  beliebig  bleibt.  Ich  beabsichtige  hier  keineswegs  ausführlich  auf  die 
Hermiteschen  Resultate  einzugehen,  ich  brauche  von  denselben  nur,  daß 
in  allen  Fällen  der  Hermiteschen  Differentialgleichung  zwei  Partikular- 

^)  [Es  sei  hervorgehoben,  daß  der  hier  verwendete  Parameter  t  die  Hälfte   des 
in  den  Abh.  LXIII  und  LXIV  benutzten  Parameters  t  ist.] 
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lösungen  E^  und  E^  der  Gleichung  gefunden  werden  können  derart,  daß 
das  Produkt 

(C)  E,-E,^F{p) 

ein  Polynom  n-ten  Grades  von  p  ist.  Liegt  der  von  Lame  selbst  be- 
trachtete Spezialfall  vor,  so  sind  diese  E^^  und  E^  untereinander  identisch, 
F  (p)  ist  dann  das  Quadrat  des  in  (3)  gegebenen  Ausdrucks.  Es  ist  dies 
zugleich  der  einzige  Fall,  in  welchem  F{p)  =  0  eine  Doppelwurzel  be- 
sitzen kann  oder  eine  Wurzel,  die  gleich  e^^  oder  e^,  oder  Cg  wäre^). 

Jetzt  kennt  man  die  schönen  Realitätstheoreme,  welche  für  die 
Lameschen  Polynome  99^  gelten:  daß  die(Ä;-|-l)  überhaupt  vorhandenen 
99^  alle  reell  sind  und  gleich  Null  gesetzt  lauter  reelle,  voneinander  ver- 
schiedene Wurzeln  liefern,  welche  zwischen  e^  und  e^,  bez.  c.^  und  e^  zu 
suchen  sind,  wobei  sich  die  einzelnen  99^  voneinander  durch  die  Art  und 
Weise  unterscheiden,  wie  ihre  Wurzeln  auf  die  genannten  beiden  Inter- 
valle verteilt  sind^).  Ich  habe  mich  nun  gefragt,  in  welchen  allgemeineren 
Eigenschaften  des  Her  mit  eschen  Falles  diese  Realitätstheoreme  enthalten 
sein  mögen.  Man  denke  sich  in  i^  =  0  die  beiden  Größen  p  und  B  als 
rechtwinkelige  Koordinaten;  dann  wird  es  darauf  ankommen,  die  Gestalt 
der  Kurve  F  {p,  B)  =  0  wenigstens  schematisch  festzulegen.  Diese  Ge- 
stalt ist  natürlich  vom  Werte  der  Zahl  n  abhängig;  man  wird  dieselbe 
aber  nach  einer  leicht  erkennbaren  Regel  für  jedes  n  zeichnen  können, 
sobald  man  sie  für  ein  hinreichend  großes  ungerades  n  und  für  ein  eben- 
solches gerades  n  kennt.  Statt  aller  weiteren  Erklärung  will  ich  hier 
also  einfach  die  beiden  Figuren*)  hersetzen,  die  sich  auf  n  =  6  und  ri  =  6 
beziehen  (siehe  nebenstehende  Fig.  1  und  2). 

In  diesen  Figuren  fallen  zunächst  die  2n-\-l  (also  die  11,  bez.  13) 
horizontalen  geraden  Linien  auf,  welche  (in  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Kurve)  die  Quadrate  Lamescher  Ausdrücke  (3)  vom  Grade  |  bez.  |  liefern; 


-)  Man  vgl.  etwa  die  Darstellung  im  zweiten  Bande  von  Halphens  Traite  des 
fonctions  elliptiques  (1888).  [Hermites  erste  Mitteilungen  1872  finden  sich  in  den 
Feuilles  lithographies  de  l'Ecole  Polytechnique,  dann  in  der  Artikelserie  „Sur  quel- 
ques applications  des  fonctions  elliptiques"  in  den  Comptes  Rendus,  Bd.  85 — 94. 
(1877—1882.)     =  Oeuvres,  t.  3.  pag.  266ff.     K.] 

'')  Letzterer  Umstand  wurde  von  mir  zuerst  in  Bd.  18  der  Math.  Annalen  dar- 
gelegt (1881).  [Siehe  Abh.  LXII.]  Daran  schließen  sich  die  Entwickelungen  von 
Liapunoff  (Petersburger  Magisterschrift,  1884),  Stieltjes  (Acta  VI,  S.  321ff.,  1884 
[=  Oeuvres,  t.  1.  Nr.  XXXIX]),  Markoff  (Annalen  27,  S.  143 ff.,  1885),  Poincare 
(Acta  VI,  S.  299ff.,  1885).  [Liapunoff  hat  zuerst  die  von  mir  weiterhin  angegebene  Auf- 
einanderfolge der  ausgezeichneten  B,  aber  nicht  die  hier  gegebenen  Kurvengestalten.  K.] 

^)  [Die  Figuren  sollen  nur  schematische  Bedeutung  haben.  Quantitativ  exakt 
untersucht  die  Verhältnisse  für  die  niedrigsten  Werte  von  n  {n=^l,  2)  Frl.  Winston 
in  ihrer  Göttinger  Dissertation  1897.  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Mark  off  an  mich 
in  den  Math.  Annalen  Bd.  47  (1886).     K.] 
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ich   will    die    konstanten   Ordinaten    dieser   Geraden    (wie  in   den  Figuren 
angedeutet  ist)  mit  B^, . . .,  B^^ ,  bez.  B^, . . .,  B^^  bezeichnen. 

Eine  jede  dieser  horizontalen  Geraden  B  =  B.  hat,  wie  es  sein  soll, 
die  Eigenschaft,  unsere  Kurve  ^  =  0  in  allen  Schnittpunkten  zu  berühren, 
für  die  p  nicht  gerade  e^  oder  e.^  oder  Cg  ist;  in  letzteren  Punkten  findet 
ein  einfacher  Schnitt  statt.  Dabei  hat  jede  einzelne  der  Geraden  ihre 
eigene  Verteilungsweise   der   Schnittpunkte   auf    die  Werte  p  =  e^^,  63 ,  e.^, 


n=5 


n=6 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


beziehungsweise  die  beiden  zwischen  diesen  Werten  eingeschlossenen  Inter- 
valle der  p- Achse.  Zugleich  erkennt  man  (was  bisher  in  dieser  einfachen 
Weise  wohl  nicht  bekannt  war),  wie  die  27^  +  1  Werte  der  B^  je  nach 
dieser  Verteilungsweise  der  Schnittpunkte  der  Größe  nach  aufeinander 
folgen. 

Ist  nun  irgendein  Wert  von  B  gegeben,  der  nicht  zu  den  B^  gehört, 
und  fragen  wir,  wie  viele  reelle  Wurzeln  die  Gleichung  F  =  0  für  den- 
selben aufweisen  mag,  so  belehrt  uns  darüber  ein  Blick  auf  die  Figur. 
Insbesondere  werden  wir,  wenn  B  >  B^  oder  <  5o„  +  i  ist,  bei  ungeradem 
n  nur  einen  reellen  Schnittpunkt  haben  {der  rechts  von  63,  bez.  links 
von  e^  zu  suchen  ist),  bei  geradem  n  aber  keinen  reellen  Schnittpunkt. 
Nur  in  den  Zwischenlagen  haben  wir  eine  größere  Zahl  von  Schnittpunkten, 
worüber  ich  wohl  keine  spezifizierten  Sätze  aufzustellen  brauche.  Die 
Schnittpunkte  verteilen  sich  übrigens,  wie  man  findet,  jeweils  abwechselnd 
auf  die  Hermiteschen  E^,  E^. 

Gelegentlich  meiner  Untersuchung  über  die  Nullstellen  der  hyper- 
geometrischen Keihe  in  Bd.  37  der  Math.  Annalen  (1890)  [vgl.  die  vor- 
stehende Abh.  LXV]  habe  ich  den  Begriff  der  Gharakterisik  X  festgelegt, 
der    einer    linearen   Differentialgleichung    bezüglich    eines    Intervalls    der 


im 
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2>- Achse    zukommt.     Man    wird    verlangen,    diese    Charakteristiken    X 
Falle  der  Hermit eschen  Differentialgleichung  für  die  vier  Intervalle 

—  oü,  e^;    61,6.3;    6.3,63;    63,4-00 

anzugeben.  In  dieser  Hinsicht  gebe  ich  zunächst  die  folgenden  beiden 
Figuren,  welche  die  Frage  unter  den  Voraussetzungen  n  =  6  und  n  =  (y 
für  die  Lameschen  Ausnahmefälle  beantworten: 


71^5 


Bi 
Bz 
B3 
B, 
Bs 
ßß 

By 

Ba 
B9 
B,o 
Br7 


— 6- 

-     ü 

n 

u 

ü 

e\ 

-6- 

1 

— 0- 

■    ■  1 

■  U 

* 

r\ 

■  ■    1 

0 

(\ 

r\ 

-6- 

0 

n 

-6- 

B-,  -e- 

ß3  -^ 

ßu  -e- 

Bs  -^ 

ß7  -^ 

ße  -fr 
ßa  -^ 
öio-^ 
Btt-^ 
Bi2-^ 
Bi3-^ 


n-e 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


Entsprechende  Figuren  entwirft  man  sofort  für  beliebige  ungerade  oder 
gerade  Werte  von  n.  Und  nun  hat  man  für  die  Hermitesche  Differential- 
gleichung die  Regel: 

Liegt  B  zwischen  B^  und  -ß^+i,  so  wird  die  Charakteristik  X  des 
einzelnen  Intervalls  je  mit  der  kleineren  der  beiden  Charakteristiken 
übereinstimmen y  die  dem  Intervalle  für  B  =  B-  und  B  =  B^^^  entsprechen. 

Es  bleibt  der  Fall  zu  betrachten,  daß  B>B-^  oder  <  J^an  +  i  i^*- 
Elementare  Betrachtungen  ergeben  hierfür  die  folgenden  beiden  Schemata 


{B>  B, 


B<B.^ 


X" 

0 

X' 

0 

61 

e-2 

63 

0 

X' 

0 

X" 

Fig.  5. 


wobei  X 
>  0  ist. 


X     zwei  Zahlen  sind,  von  denen  die  erstere  ^   -?  L  die  zweite 

und   von    denen   jede    einzelne,    sofern    man  nur  B  groß   genug 

{>  B^)  oder    klein  genug   (<-ß2n  +  i)   nimmt,    beliebig    anwachsen    kann. 

Aber  hiermit  ist  noch  nicht  gegeben,  wie  X    und  X     in  jedem  Falle 

zusammenhängen.     Um    hierüber    Klarheit    zu    bekommen,    habe    ich    die 

Kreisbogenvierecke  betrachtet,  welche  im  Falle  unserer  Differentialgleichung 
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eben  die  Bedeutung  haben,  wie  die  von  mir  in  Bd.  37  der  Math.  Annalen 
[siehe  Abh.  LXVJ  betrachteten  Kreisbogendreiecke  für  die  damals  zu 
untersuchende  hypergeometrische  Differentialgleichung.  Das  Resultat  ist, 
daß  in  allen  Fällen  die  einfache  Beziehung 

(')  ^'-^"+[^] 

besteht. 

Ich  hoffe,  daß  die  hiermit  genannten  einfachen  Sätze  für  die  An- 
wendungen nützlich  sein  können.  Ihnen  gehen  andere  parallel,  die  sich 
auf  den  Grenzfall  der  Funktionen  des  zweiachsigen  Zylinders  beziehen 
(wo  e^  oder  e^  inSt  Unendliche  gerückt  ist),  und  die  ich  gleich  den  hier 
mitgeteilten  bereits  im  vergangenen  Winter  in  meiner  Vorlesung  über 
lineare  Differentialgleichungen  ausgesprochen  und  abgeleitet  habe  ■'). 

Göttingen,  im  September   1891. 

*)  [Vollständige  Angaben  folgen  weiter  unten  in  dem  Referate  LXIX  über  die 
im  Sommer  1894  von  mir  gehaltene  Vorlesung  über  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.  In  der  bez.  Autographie  sind  insbesondere  auch  die  Gestalten  der 
abbildenden  Polygone  durch  zahlreiche  Figuren  erläutert.     K.j 


Klein,  Gesammelte  mathJ  Abhandlungen.  II.  37 


LXVIII.  Autographierte  Vorlesungshefte  ^). 

[Math.  Annalen,  Bd.  45  (1894).] 

Die  hypergeometrische  Funktion. 

(Vorlesung  im  W.-S.  1893/94.) 2) 

Die  hypergeometrische  Funktion  ist  im  Vergleich  zu  den  elliptischen 
Funktionen,  denen  sie  an  Wichtigkeit  gleich  steht,  in  den  Lehrbüchern 
bislang  auffallend  vernachlässigt  worden.  Zudem  sind  die  Darstellungen, 
die  ich  kenne,  fast  nur  auf  den  äußeren  Aufbau  der  Formeln  gerichtet. 
Die  großen  Gedanken,  welche  Riemann  in  die  Theorie  eingeführt  hat^ 
scheinen  im  Bewußtsein  der  heutigen  Generation,  trotzdem  sie  die  Grund- 
lage aller  weiteren  Entwicklung  bilden,  vielfach  beiseite  geschoben  und 
verkümmert. 

Wir  haben  zunächst  Riemanns  Abhandlung  von  1857  (Nr.  IV  der 
gesammelten  Werke).  Der  Zielpunkt  ist  hier,  das  Wesen  der  hypergeo- 
metrischen Funktion  aus  ihrem  Verhalten  bei  Umkreisung  der  singulären 
Punkte  zu  verstehen.  Die  aus  derselben  Zeit  stammenden  Fragmente, 
welche  in  den  gesammelten  Werken  unter  Nr.  XXI  abgedruckt  sind,  be- 
lehren uns,  wie  Riemann  im  gleichen  Sinne  eine  allgemeine  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  n-tei  Ordnung  zu  schaffen  beabsichtigte. 
Auch  hier  sollte  die  Gruppe  der  linearen  Substitutionen,  welche  irgend  n 
linear  unabhängige  Lösungen  bei  Durchlauf ung  geschlossener  Wege  erfahren, 
voranstehen.  —  Mit  diesem  Ansätze  verbindet  sich  dann,  was  speziell  die 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  angeht,  eine  geometrische 
Methode.    Dieselbe  betrachtet  die  konforme  Abbildung,  welche  der  Quotient 


^)  [Dieses  und  das  folgende  Selbstreferat  sollen  das  Studium  der  bezüglichen 
autographierten  Vorlesungshefte  selbst  keineswegs  überflüssig  machen.  Beide  Vor- 
lesungsreferate berühren  sich  infolge  ihres  funktionentheoretischen  Inhalts  mit  den 
in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  abzudruckenden  Abhandlungen;  sie  sind  aber  wegen  der  in 
ihnen  behandelten  Realitätstheoreme  bereits  hierher  gestellt.     K.] 

^)  [Die  Ausarbeitung  wurde  von  E.  Ritter  hergestellt.  Der  erste  Abdruck  er- 
schien 1894,  ein  zweiter  Abdruck  1906.    (In  Kommission  bei  B.  G.  Teubner. )] 
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zweier  Partikiilarlösungen  der  Gleichung  (insbesondere  also  der  Quotient 
zweier  Zweige  der  hypergeometrischen  Funktion)  von  der  Ebene  der  un- 
abhängigen Variabein  entwirft.  Leider  besitzen  wir  hierüber  von  Riemann 
selbst  nur  zerstreute  Notizen  (man  vgl.  die  Abhandlung  über  die  Minimal- 
flächen sowie  verschiedene  andere  Teile  des  Nachlasses)  ^).  Es  ist  das 
große  Verdienst  von  Schwarz,  in  seiner  Abhandlung  in  Bd.  75  des 
Cr  eil  eschen  Journals  (1872)  [abgedruckt  in  Bd.  II  seiner  gesammelten 
Abhandlungen]  den  Gegenstand  zum  ersten  Male  wenigstens  nach  be- 
stimmten Richtungen  zur  Geltung  gebracht  zu  haben.  Daran  schließt 
sich  die  lange  Reihe  der  neueren  Arbeiten  über  die  Polyederfunktionen, 
die  elliptischen  Modulfunktionen  und  die  allgemeinen  eindeutigen  auto- 
morphen Funktionen.  Aber  hiermit  ist  die  Tragweite  der  Methode  noch 
nicht  erschöpft.  Ich  darf  wegen  weitergehender  Entwicklungen  auf  meine 
Arbeiten  in  Band  37  und  40  der  Math.  Annalen  [=-  Abh.  LXV  und  LXVII 
der  vorliegenden  Ausgabe],  sowie  auf  die  eben  nun  in  Band  44  daselbst 
publizierten  Untersuchungen  des  Herrn  Schilling  verweisen'*). 

Diesen  ganzen  Komplex  von  Auffassungen  und  Methoden  in  einer 
dem  heutigen  Stande  der  Theorie  entsprechenden  Form  zunächst  an  dem 
Beispiel  der  hypergeometrischen  Funktion  darzulegen,  ist  das  Ziel  meiner 
Vorlesung  gewesen.  Ich  hoffe,  im  kommenden  Semester  eine  allgemeine 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zur  Darstellung 
zu   bringen,   bei  der  die  gleichen  Momente  zur  Geltung  kommen  sollen^). 

Meine  Vorlesung  spaltet  sich  dem  Gesagten  zufolge  in  zwei  Teile. 

Teil  I  gibt  eine  Übersicht  über  die  ältere  analytische  Theorie,  bis  zu 
Riemanns  Arbeit  1857  inklusive.  Ich  bespreche  dabei  insbesondere  auch 
die  Definition  durch  bestimmte  Integrale,  wobei  die  Idee  des  Doppel- 
Umlaufs  in  den  Vordergrund  gestellt  wird.  Auch  führe  ich  hier  die  homo- 
genen Formulierungen  ein,  von  denen  in  Band  38  der  Math.  Annalen  die 
Rede  ist,  und  die  ich  weiterhin  immer  wieder  gebrauche.  [Vgl.  die  vor- 
stehende Abh.  LXVL] 

Teil  II  ist  dann  ausschließlich  der  geometrischen  Theorie  gewidmet, 
wobei  ich  mich  fortgesetzt  auf  die  soeben  genannte  Schillingsche  Arbeit 
beziehen  darf. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  einen  Exkurs  über  sphärische  Tri- 
gonometrie. 

^)  Man  sehe  indes  auch  die  auf  S.  256  Fußnote  ^)  des  vorliegenden  Bandes 
wiedergegebenen  Nachrichten  über  ein  später  erst  bekannt  gewordenes  Riemannsches 
Vorlesungsheft.  Abgedruckt  in  den  Nachträgen  zu  Riemanns  Werken,  S.  69 — 98.     K.] 

'•)  [Wegen  weiterer  Literatur  vgl.  die  Artikel  von  Hilb  über  „lineare  Diffe- 
rentialgleichungen" in  Bd.  IL  und  von  Sommer  über  „elementare  Geometrie  vom 
Standpunkt  der  neueren  Analysis"  in  Bd.  III,  der  mathematischen  Enz,yklopädie.] 

■')  [Vgl.  hierzu  das  folgende  Selbstreferat  LXIX.] 
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Die  allgemeinen  Grundlagen  der  sphärischen  Trigonometrie  sind  dem 
eindringenden  analytischen  Verständnisse  neuerdings  von  Herrn  Study  in 
besonders  durchsichtiger  Weise  zugänglich  gemacht  worden^).  Herr  Study 
hält  dabei,  was  die  geometrischen  Figuren  angeht,  an  der  Annahme  reeller 
Winkel  und  Seiten  fest.  Dagegen  hat  Schilling  eine  einfache  Figur 
konstruiert,  die  der  Annahme  beliebig  komplexer  Elemente  entspricht^). 
Ich  zeige,  wie  man  von  den  analytischen  Formeln  aus  mit  Notwendigkeit 
zu  der  Schillingschen  Figur  gelangt.  Ich  wende  mich  sodann  zu  meinen 
Entwicklungen  von  Bd.  37.  [Abh.  LXV.]  Der  Dreiecksbegriff,  den  ich  dort 
benutze,  unterscheidet  sich  von  dem  Study  sehen  dadurch,  daß  ich  dem 
Dreieck  nicht  nur  Ecken  und  Seiten,  sondern  auch  eine  Fläche  beilege 
(die  wie  eine  „Membran"  in  die  Seiten  eingespannt  ist).  Indem  ich  diese 
Fläche  in  jedem  Falle  wirklich  konstruiere,  erhalte  ich  jene  Relationen 
zwischen  den  absoluten  Beträgen  der  Winkel  Xn,  i^in^  vn  und  Seiten 
In,  mn,  7171,  welche  ich  als  die  Ergänzungsrelationen  der  sphärischen 
Trigonometrie  bezeichne: 


^(|)-^(^^^^^^),usw. 


Die  Winkelzahlen  X,  ju,  v  sind  hier  wieder  zunächst  als  reell  gedacht; 
hoffentlich  führt  Herr  Schilling  den  Gegenstand  auch  für  den  Fall  kom- 
plexer A,  ^w,  y  bald  zum  glücklichen  Abschluß^).  —  Noch  darf  ich  hervor- 
heben, daß  ich  bei  meinen  Entwicklungen  die  ,, verwandten"  sphärischen 
Dreiecke,  d.  h.  diejenigen,  welche  zu  demselben  Dreikant  gehören,  immer 
gleichzeitig  betrachte.  Verwandte  Dreiecke  sind  Gegenbilder  verwandter, 
d.  h.  gleichgruppiger  hypergeometrischer  Funktionen.  Die  Figuren  zeigen, 
daß  die  Theorie  dieser  verwandten  Funktionen  [nämlich  für  die  Grenzfälle] 
bisher  noch  nicht  hinreichend  ins  einzelne  durchgebildet  wurde. 

An  diese  geometrischen  Entwicklungen  schließt  sich  eine  längere  Reihe 
von  Folgerungen  betr.  die  hypergeometrische  Funktion.  Da  ist  zunächst 
die  Bestimmung  der  Zahl  der  reellen  Nullstellen  der  hypergeometrischen 
Reihe  zwischen  o;  =  0  und  a;  =  1 ,  wie  ich  dies  schon  in  Bd.  37  ausführte. 
[Vgl.  Abh.  LXV.]  Ich  schließe  daran  u.  a.  Theoreme  über  die  Nullstellen 
derjenigen  Determinanten,  die  sich  aus  entsprechenden  Zweigen  zweier 
verwandter  hypergeometrischer  Funktionen  zusammensetzen  lassen.  Ich 
untersuche  ferner  (im  Anschlüsse  an  die  Abhandlung  von  Schwarz,  doch 
über  dieselbe  mannigfach  hinausgehend),  wann  sich  die  hypergeometrische 


*)  Nr.  2  des  20.  Bandes  der  math.-phys.  Abhandlungen  der  sächsischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften,  Leipzig,  1893. 

')  [Wegen  der  Schillingschen  Figur  vgl.  die  Bemerkungen  auf  S.  40S  des 
Bandes  1  dieses  Wiederabdruckes.] 

«)  [Vgl.  Schilling  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  46  (1895).] 
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Funktion  auf  niedere  Funktionen  reduzieren  läßt.  Es  ergibt  sich  eine 
volle  Liste  der  rationalen  Fälle,  der  algebraischen  Fälle,  sowie  derjenigen, 
die  sich  durch  unbestimmte  Integrale  multiplikativer  Funktionen  ausdrücken 
lassen.  Hiermit  ist,  für  die  hypergeometrische  Funktion,  die  von  Picard 
und  Vessiot  vorgeschlagene  Klassifikation  im  Prinzip  durchgeführt  und 
alle  die  früher  von  Markoff  u.  a.  aufgezählten  speziellen  Fälle  finden 
ihre  systematische  Stellung.  —  Ich  wende  mich  endlich  zu  der  Frage  der 
eindeutigen  Darstellung,  wobei  der  Satz,  den  ich  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen, 
S.  128  (1878)^)  gab,  daß  sich  alle  hypergeometrischen  Funktionen  durch  ein- 
deutige Funktionen  des  elliptischen  Periodenverhältnisses  darstellen  lassen,  den 
naturgemäßen  Abaöhluß   bildet  ^*^).  —  Was    die    Herstellung    von    Formeln 


»)  Vgl.  Abh.  LXXXn,  Abschnitt  II,  §  2  in  Bd.  8  dieser  Gesamtausgabe.] 
^^)  [Dieser  wichtige  Satz  ist,  wie  ich  gleich,  als  ich  Riemanns  Vorlesung 
kennen  lernte,  in  den  Göttinger  Nachrichten  v,  J.  1897,  S.  190  bekannt  machte,  in 
der  Tat  schon  von  Riemann  in  seiner  Vorlesung  von  1858/59  gegeben  worden. 
Vgl.  wieder  die  1901  von  M.  Noether  und  W.  Wirtinger  herausgegebenen  Nach- 
träge zu  Riemanns  Werken,  S.  93.  Papperitz  hat  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  34 
(1888)  die  üniformisierung  der  hypergeometrischen  Funktion  durch  direkte  Berech- 
nung der  Poincareschen  Z -Reihen  behandelt.  Wesentlich  übersichtlicher  ist  die 
von  Wirtinger  gegebene  Formel  in  den  Wiener  Akademieberichten,  IIa,  Bd.  111 
1902).    Man  gehe  von  der  Integraldarstellung  der  hypergeometrischen  Funktion  aus: 


•1 
~  dz 


wo  das  Integral  über  einen  Doppelumlauf  um  die  Punkte  2  =  0  und  z  =  1  zu  erstrecken 
ist.     Führt  man  hier  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


0 


als  neue  Variable  ein,  bezeichnet  seine  beiden  Perioden  mit  2  K  und  2  /  K    und  setzt 

V 

endlich  noch  u  =  7y-^,  so  geht  die  Integraldarstellung  unser  P- Funktion  über  in: 

)•  —  1  /.  —  //         /» 

Ax''  {i-x]  -  /rj />(;o^"+vw)-^^-''-Mw)-/^V'''' (^)-'Vr'^ 

wo  der  dem  Doppelumlauf  in  der  2 -Ebene  entsprechende  Integrationsweg  in  der 
a  -  Ebene  die  Punkte  u  =  0  und  u  =  2  oder  zwei  diesen  äquivalente  Punkte  des  Perioden- 
gitters (--,  -<rw)  verbindet.  (Integrale  dieser  Art  kommen,  wie  Wirtinger  hervor- 
hebt, bereits  in  Riemanns  hinterlas  senen  Manuskripten — aber  ohne  jede  Erläuterung  — 
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betrifft,  so  beschränke  ich  mich  bei  allen  diesen  Entwicklungen  auf  ein 
bloßes  Referat,  verweise  aber  insbesondere  auf  die  Dissertation  von 
0.  Fischer  (Leipzig  1885)"),  weil  ich  der  Meinung  bin,  daß  die  Methoden, 
mit  denen  dort  die  zum  Ikosaeder  gehörigen  hypergeometrischen  Funktionen 
behandelt  werden,  in  richtiger  Weise  aufgefaßt  allgemeine  Bedeutung 
haben  möchten. 

Göttingen,  im  März  1894. 

K' 


—  Tt- 


vor.)  Führt  man  diese  Integration  aus,  so  erhält  man  Potenzreihen,  die  nach  g  =  e      ^ 
fortschreiten;    da    nun    auch    das  Doppelverhältnis  x    eine    eindeutige  Funktion  des 

iE' 
Periodenquotienten  — ^?-  ist,  so  hat  man  die  gewünschte  Darstellung  der  P- Funktion 

als  eindeutige  Funktion  von  -^  ,  mit  dem  Faktor  K  multipliziert.     K.] 

")  [Einige  Angaben   über  dieselbe  findet   man  oben  S.  B17,   Fußnote  *),   sowie 
S.  346,  Fußnote  ^ß).     K.] 


LXIX.  Autographierte  Vorlesungshefte. 

[Math.  Annalen,  Bd.  46  (1895).] 

Über  lineave  Dififerentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung. 

(Vorlesung  im  Sommersemester  1894.)^) 

In  Fortsetzung  des  unter  dem  Titel  .,Die  hjrpergeometrische  Funktion" 
in  Band  45  der  Annalen  gegebenen  ersten  Referates  [vgl.  die  vorstehende 
Nr.  LXVIII]  berichte  ich  nachfolgend  über  die  damals  bereits  angekündigte 
Vorlesung  über  lineare  homogene  totale  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung.  Dieselbe  war  von  vornherein  als  Fortsetzung  der  früher  be- 
sprochenen Vorlesung  über  die  hypergeometrische  Funktion  gedacht,  so  daß 
ich  den  Leser  in  erster  Linie  bitten  muß,  sich  den  Inhalt  der  letzteren 
wieder  vergegenwärtigen  zu  wollen.  Übrigens  aber  kann  ich  die  Gesichts- 
punkte, welche  ich  bei  der  Vorlesung  verfolgte,  nicht  besser  bezeichnen 
als  durch  Voranstellung  einiger  Bemerkungen  über  die  Theorie  der  Abel- 
schen  Integrale : 

1.  In  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  ist  es  zweifellos  eine 
wichtige  Aufgabe,  die  Integrale  durch  möglichst  einfache  und  symmetrische 
algebraische  Formeln  darzustellen.  Dieser  Aufgabe  habe  ich  in  Band  36  der 
Math.  Annalen  [als  Abh.  XCVII  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe  abgedruckt]  dadurch 
entsprochen,  daß  ich  mir  das  algebraische  Gebilde  in  Gestalt  einer  ,,kano- 
nischen  Fläche^'  gegeben  dachte  und  übrigens  statt  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  homogene  Veränderliche  a;^,  iCg  einführte.  Die  kanonischen 
Flächen  sind  Riemannsche  Flächen,  deren  Blätterzahl  m  ein  Teiler  von 
Ip  —  2  ist,  so  daß  2 2?  —  2  =  m (5  gesetzt  werden  kann,  und  die  insbeson- 
dere so  beschaffen  sind,  daß  die  2m -\r  2p  —  2  Verzweigungspunkte  die 
Nullstellen  einer  ganzen  algebraischen  Form  der  a;^,  x^  vom  Grade  (^  +  2), 
der  sogenannten  Verzweig ungs form  sind,  die  ich  mit  o  bezeichne.  Die 
geeignete  algebraische  Darstellung  eines  Integrales  u  ergibt  sich  von  hier 
aus,  indem  man  den  Quotienten  ,  ,  ,  als  eine  algebraische  Funktion  der 
x^ ,  x^  vom  Grade  ö  anschreibt. 


*)  [Die  Ausarbeitung  wurde  wieder  von  E.  Ritter  hergestellt.    Der  erste  Abdruck 
erschien  1894,  ein  zweiter  Abdruck  1906.     (In  Kommission  bei  B.  G.  Teubner.)] 
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2.  Des  weiteren  aber  wird  man  die  transzendente  Natur  des  Integrals 
studieren,  die  in  seiner  Periodizität  ihren  prägnanten  Ausdruck  findet.  In 
dieser  Hinsicht  kann  man  fragen: 

a)  ob  man,  bez.  wann  man  ein  Abelsches  Integral  auf  niedere  Trans- 
zendenten, wie  Logarithmen  oder  elliptische  Integrale  usw.,  zu  reduzieren 
vermag, 

weiter  aber: 

b)  wie  man  ein  Integral  auf  dem  als  gegeben  vorausgesetzten  Gebilde 
durch  seine  Unendlichkeitsstellen  und  irgendwelche  Eigenschaften  seiner 
Periodizität  festlegen  kann.  —  Ich  erinnere  in  dieser  Hinsicht  insbesondere 
an  den  Riemann sehen  Satz,  demzufolge  das  Integral  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt  ist,  wenn  man  neben  der  Art  seines  Unendlichwerdens 
an  verschiedenen  Stellen  die  reellen  Teile  seiner  Periodizitätsmoduln  kennt. 

Eben  diese  Fragen  kann  man  nun  in  der  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen wiederholen,  und  ich  erlaube  mir,  dementsprechend  die 
einzelnen  Teile  des  folgenden  Referates  zu  ordnen,  womit  ich  ziemlich 
genau  dem  in  der  Vorlesung  selbst  eingehaltenen  Gedankengange  folge. 
Ich  bemerke  vorweg,  daß  es  keine  prinzipielle  Schwierigkeiten  hat,  die 
Betrachtungen  ad  1)  sowie  die  ad  2a)  auf  lineare  Differentialgleichungen 
der  n-tem  Ordnung  auszudehnen,  oder  jedenfalls  die  dahingehenden  An- 
sätze zu  machen;  die  Beschränkung  auf  lineare  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung,  an  die  ich  mich  in  der  Vorlesung  von  vornherein  ge- 
bunden habe,  ist  wesentlich  durch  die  zu  2  b)  gehörigen  Überlegungen 
bedingt  gewesen. 

I.  Algebraische  Normierung  der  Differentialgleichungen "). 

Die  allgemeine  invariantentheoretische  Gestalt,  die  man  einer  linearen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  erteilen  kann,  indem  man 
die  unabhängige  Variable  x  durch  den  Quotienten  x^  :  x^  ersetzt,  ist  aus 
verschiedenen  neueren  Arbeiten  bekannt;  ich  will  hier  [wegen  der  All- 
gemeinheit seiner  Angaben]  namentlich  auf  einen  Aufsatz  von  Herrn  Wälsch 
verweisen  (Schriften  der  deutschen  Prager  mathematischen  Gesellschaft, 
1892),  in  welchem  man  eine  Reihe  einschlägiger  Zitate  beisammen  findet"*^). 
Das  Resultat  ist,  daß  man  einfach  die  Summe  der  zweiten,  ersten  und 
nullten  Überschiebung  einer  unbekannten  Form  TT  von  x^ ,  ojg  von  irgend- 
welchem beliebig  anzunehmenden  Grade  über  drei  gegebene  rationale,  ganze 
Formen  (f^y^t  x  ^^^  Grade  n,  {n  —  2)  und  (ti  —  4)  gleich  Null  zu  setzen 

^)  Ich  habe  über  die  hier  zu  gebenden  Entwicklungen  in  der  mathematischen 
Sektion  der  Wiener  Naturforscherversammlung  gesprochen,  doch  ist  im  Texte  ein 
Punkt  korrigiert,    auf  den  mich  Herr  Pick   aufmerksam   gemacht  hat    (Nov.  1894). 

^)  [Wegen  der  Literatur  vergleiche  auch  die  Fußnote  '*)  auf  S.  543  dieses  Bandes.  | 
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hat.  In  Formel  (indem  ich  die  nullte  Überschiebung  der  Deutlichkeit 
halber  als  Produkt  schreibe): 

(1)  (TT,(?^)2-r(n,  v^)i  +  n.;,:  =  o. 

Nimmt  man  hier  die  Wurzeln  von  (p  =  0  (welche  die  singulären  Punkte^ 
der  Differentialgleichung  abgeben)  sämtlich  als  einfach  an,  so  hat  man  den 
„reguläi:en"  Fall,  in  welchem  jedem  singulären  Punkte  in  bekannter  Weise 
zwei  bestimmte  Exponenten  zugehören.  Und  zwar  ist  die  Differential- 
gleichung in  der  Art  normiert,  daß  für  jeden  singulären  Punkt  der  eine  dieser 
Exponenten  gleich  Null  ist.  Der  andere  Exponent  hängt  in  einfacher  Weise 
von  den  Formen  99  und  yj  ab.  Nimmt  man  </>  identisch  Null  und  setzt  den 
Grad  von  TT  gleich  k,  so  erhält  man  für  den  zweiten  Exponenten  gleichförmig 

den  Wert  1  -\ ^^ .     Diese  zweiten  Exponenten  werden   also  sämtlich 

gleich  2  5  wenn  man  k  =  .  —  setzt,  in  Übereinstimmung  mit  meiner  An- 
gabe in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1890  [vgl.  die  oben  abgedruckte 
Abhandlung  LXIV,  S.  542 f.].  (Man  sehe  auch  die  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  38  (1891)  abgedruckte  Note  von  Herrn  Pick.) 

Es  ist  nun  leicht,  wie  ich  ebenfalls  bereits  ebenda  angab,  von  hier 
aus  zu  einer  Darstellung  der  auf  einem  hyper elliptischen  Gebilde  existieren- 
den linearen  Differentialgleichungen  weiter  zu  schreiten.  Ich  betrachte 
der  Kürze  halber  hier  nur  diejenigen  oo^^"^  Differentialgleichungen  dieser 
Art,  welche  (auf  dem  hyperelliptischen  Gebilde)  keinerlei  singulären  Punkt 
besitzen.  Es  sei  990P+2  =  0  die  Gleichung  für  die  Verzweigungspunkte  der 
zweiblättrigen  hyperelliptischen  Fläche.  Es  sei  ferner  Q2P-2  die  allgemeinste 
auf  der  Fläche  existierende  ganze  algebraische  Form  vom  {2p  ~  2)-ten 
Grade,  also  gleich  x-2p—2  +  V^p-s  V</'2p+2  ->  unter  1,  yj  rationale  ganze  Formen 
in  Xj^,  x^  von  dem  als  Index  beigesetzten  Grade  verstanden.  Endlich 
nehme  man  TT  vom  Grade  —^.     Man  hat  dann  einfach: 

(2)  (n,(^), +  ö.n  =  o. 

In    der    Tat :    das    so    definierte    TT   hat   als    Funktion    von    x  =  ---  keine 

anderen  singulären  Punkte  als  die  Verzweigungspunkte  des  hyperelliptischen 
Gebildes  und  in  diesen  die  Exponenten  0  und  | ,  usw.  [  Die  Differentialgleichung 
enthält  auch,  wie  es  sein  muß,  Sp  ~  S  willkürliche  Konstante.] 

Um  dieses  Resultat  auf  höhere  algebraische  Gebilde  auszudehnen, 
beachte  man,  daß  die  zweiblättrige  hyperelliptische  Fläche  eine  kanonische 
Fläche  ist  und  daß  V99  die  zugehörige  Verzweigungsform  vorstellt.  Sei 
jetzt  irgendeine  m- blättrige  kanonische  Fläche  gegeben;  mit  o  bezeichnen 
wir    wieder    die    zugehörige  Verzweigungsform   vom  Grade  (0  4-2).     Man 

nehme  TT  vom   Grade  -^-,  normiere  dasselbe  in  geeigneter  Weise  und  be- 
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trachte  den  Quotienten  (TT,  a^).2 :  TT.  Die  Entwicklung  zeigt,  daß  derselbe 
in  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche,  allgemein  zu  reden,  zwar  nicht 
endlich  bleibt,  aber  in  bestimmter  Weise  unendlich  wird,  and  zwar  in 
nicht  höherem  Grade  als  — .  Bezeichnet  man  also  mit  ^  eine  geeignete 
algebraische  ganze  Form  der  Fläche  vom  Grade  3^  +  2  und  mit  Q  die 
allgemeinste   Form   vom   Grade   2d,    so    kommt  als   Differentialgleichung: 

(3J  (n,a^),  +  (-f-  +  Q).n  =  o. 

Um  ein  Beispiel  anzuführen:  sei  /"(iTj  cc^  ajg)  =  0  eine  ebene  Kurve 
der  vierten  Ordnung.  Wir  projizieren  diese  Kurve  auf  das  Gebiet  x^ix.^, 
d.  h.  wir  sehen  x^  als  eine  Funktion  von  x^  und  x^  an  und  haben  also 
Differentiationen  nach  Xj^,x^  in  der  Folge  so  auszuführen,  daß  wir  setzen : 

d  d     ,      d     dx^ 

dxj^        dXi    '     dx^    dx^ 

Bei  der  Projektion  wird  das  Gebiet  x^^ix^  vierfach  überdeckt,  d.  h.  wir 
erhalten  eine  vierblättrige  Riemannsche  Fläche.    Dieselbe   ist  eine   kano- 

nische   Fläche;    die   zugehörige  Verzweigungsform   ist  die  Polare  -r— ,   die 

ox^ 

wir  der  Kürze  halber  mit  f^  bezeichnen.  Der  Grad  von  Q  wird  gleich  2. 
Wir  werden  daher  unter  Q  in  bekannter  Weise  die  allgemeinste  rationale 
ganze  Funktion  zweiten  Grades  von  x^^  x^,  x^  (den  allgemeinsten  Kegel- 
schnitt) verstehen  müssen;  dieselbe  hat  in  der  Tat  8p  —  3  =  6  Konstanten. 

Andererseits  berechnet  man  für  2  den  Wert  -^Ho,    unter  H   die  Hesse- 

sehe  Form  von  f  verstanden.     Die  Differentialgleichung  wird  also: 

(4)  (n,/?),  +  (-^f +o)-n=o, 

wo  Q  vom  Grade   —  |  anzunehmen  ist*). 

Der  Beweis  für  (3)  und  (4)  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  in  den 
Verzweigungspunkten  der  kanonischen  Fläche  die  Reihenentwicklungen  in 
Ansatz  bringt. 

*)  Bei  der  so  geschriebenen  Gleichung  erscheint  das  x.^  gegenüber  den  rCj ,  r.> 
benachteiligt;  kann  man  eine  symmetrische  Form  finden,  in  der  die  drei  Koordinaten 
gleichmäßig  berücksichtigt  werden?  [In  symmetrischer  Gestalt  ist  diese  Differential- 
gleichung für  Kurven  vierter  Ordnung  von  Gordan  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4H 
(1895)  und  für  singularitätenfreie  Kurven  n-ter  Ordnung  von  Herglotz  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  62  (1906)  in  an  mich  gerichteten  Briefen  berechnet.  Sei  /"=  0 
die  homogene  Gleichung  der  Kurven  ii-ter  Ordnung  und  Q  die  allgemeinste  Form 
(2  7t-6)-ten  Grades.     Dann  hat  man  die  Gleichung 

wo  TT  vom  Grade  —  ^'' ~  anzunehmen  ist.  Dies  Resultat  ist  besonders  einfach  und 
legt  die  Frage  geeigneter  Verallgemeinerung  nahe.     K.] 
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IIa.  Lösung  der  Differentialgleichung  durch  niedere  Funktionen. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  hier  zu  berücksichtigen  sind,  werden  in 
systematischer  Vollständigkeit  durch  den  Picard -Vessio t sehen  Ansatz 
geliefert,  von  welchem  bereits  in  dem  vorigen  Keferate  [=  Abh.  LXVIII, 
S.  581]  die  Rede  war.  Die  Sachlage  ist  in  dem  einfachen  Falle  der  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  natürlich  die,  daß  man  auf  keine 
anderen  besonderen  Gleichungen  kommt,  als  auf  solche,  welche  man  nach 
ihrem  individuellen  Interesse  auch  früher  bereits  in  Betracht  gezogen  hatte. 
Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  sämtlichen  Spezialfälle  unter  zwei  Kategorien 
zusammenfassen  dürfen : 

1.  um  diejenigen  linearen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung, 
welche  durchaus  algebraische  Integrale  besitzen, 

2.  um  solche  Differentialgleichungen,  bei  denen  eine  einzelne  Lösung 
algebraisch  wird  (sofern  man  von  einem  vielleicht  vortretenden  Faktor  (x  —  aY' 
mit  irrationalem  X  gegebenenfalls  absieht). 

Ich  habe  diese  beiden  Fälle  in  meiner  Vorlesung  ausführlich  behandelt, 
indem  ich  mich  dabei  (was  nicht  notwendig  wäre)  auf  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  beschränkte.  Die  ad  2)  auftretenden  algebrai- 
schen Funktionen  stellen  dann  rationale  ganze  Funktionen  vor,  welche  ich 
ganz  allgemein  als  Lamesche  Polynome  bezeichne. 

Ad  1.  habe  ich  vor  allen  Dingen  die  Annahme,  daß  ikosaedrische 
Integrierbarkeit  vorliegen  soll,  ins  einzelne  verfolgt.  Ich  greife  dabei  auf 
meine  alte  Darstellung  in  Bd.  12  der  Math.  Annalen  (1877)  [vgl.  Abh.  LIII 
des  vorliegenden  Bandes]  zurück,  vereinfache  jetzt  aber  die  Betrachtung 
wesentlich  durch  Einführung  der  homogenen  Normierung  der  Differential- 
gleichung und  meine,  damit  bis  zum  einfachsten  Ausdruck  der  Bedingungen 
vorgedrungen  zu  sein.  Selbstverständlich  handelt  es  sich  in  letzter  Linie 
um    die  Verträglichkeit    eines  überzähligen  Systems   linearer   Gleichungen. 

Ad  2.  darf  ich  an  die  traditionelle  Aufgabestellung  erinnern,  welche 
ursprünglich  aus  der  mathematischen  Physik  stammt  und  dann  in  all- 
gemeiner Gestalt  von  Heine  formuliert  worden  ist.  Dieselbe  verlangt 
nicht  sowohl  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  ihre  Integrierbarkeit 
zu  untersuchen,  als  vielmehr  die  noch  freien  Parameter  in  einer  nur  erst 
durch  ihre  singulären  Punkte  und  Exponenten  gegebenen  Differentialgleichung 
so  festzulegen,  daß  eine  bestimmte  Art  der  Integrierbarkeit  eintritt.  Nimmt 
man  die  Differentialgleichung  (1)  als  Ausgangspunkt  (wie  dies  u.  a.  bei 
Wälsch  geschieht),  so  erhält  man  dafür  die  besonders  einfache  Formu- 
lierung: es  sind  99,  ^'  gegeben,  man  soll  x  ^o  bestimmen,  daß  TT  gleich 
einem  Polynom  von  irgendwelchem  vorgegebenen  Grade  (welches  dann 
eben  das  „Lamesche  Polynom"  ist)  gesetzt  werden  kann.    Der  so  getroffene 
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Ansatz  dehnt  sich  ohne  weiteres  auf  lineare  Differentialgleichungen  der 
n-ten  Ordnung  aus,  worüber  man  wieder  den  Aufsatz  von  Herrn  Wälsch 
vergleichen  mag,  Aber  daneben  konzentriert  sich,  was  lineare  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  angeht,  das  Interesse  auf  die  merkwür- 
digen Realitätstheoreme,  welche  hier  stattfinden.  Ich  will  dieselben  hier 
in  aller  Kürze  bezeichnen: 

Man  denke  sich  die  Differentialgleichung  in  der  Gestalt  (1)  gegeben 
und  übrigens  der  Bequemlichkeit  halber  einen  singulären  Punkt  ins  Un- 
endliche geworfen.  Die  {n  —  1)  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
mögen  sämtlich  als  reell  vorausgesetzt  werden.  Sie  begrenzen  dann  (n  —  2) 
Intervalle   der  X-Achse,   und  auf  diese  kann  man  irgend  k  reelle  Punkte 

rein    kombinatorisch  auf  ^^ — ,  L"    /   "^  o x — ■  Weisen    verteilen.      Dies   ist 

1-2  ...  [n  —  ö) 

nun  genau  die  Zahl  der  zugehörigen  Lameschen  Polynome  h-ten  Grades''). 
An  dieser  Tatsache  setzen  die  Realitätstheoreme  in  ihrer  modernen  Form  ein. 
Ich  habe  in  Bd.  18  der  Math.  Annalen  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LXII] 
(1881)  mit  Rücksicht  hierauf  nur  erst  den  gewöhnlichen  Fall  der  mathe- 
matischen Physik  in  Betracht  gezogen,  wo  die  zweiten  Exponenten  der  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte,  die  Gleichungsform  (1)  voraus- 
gesetzt, gleich  +  \  sind.  Die  Übereinstimmung  der  beiden  Zahlen  ruht 
hier  darauf,  daß  die  sämtlichen  existierenden  Lameschen  Polynome  Ä;-ten 
Grades  reell  sind,  ferner,  gleich  Null  gesetzt,  lauter  reelle  Wurzeln  ergeben, 
die  in  den  {n  —  2)  Intervallen  liegen,  und  endlich  durch  die  Verteilungs- 
weise auf  die  {n  —  2)  Intervalle  individuell  unterschieden  sind.  Es  hat 
dann  Herr  Stielt] es  1884  in  Bd.  6  der  Acta  Mathematica  gezeigt,  daß 
der  so  formulierte  Satz  allgemein  richtig  ist,  solange  nur  die  zweiten 
Exponenten  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  kleiner  als 
+  1  bleiben. 

Ich  habe  es  in  meiner  Vorlesung  als  meine  besondere  Aufgabe  be- 
trachtet, dem  hier  gewonnenen  Resultate  auf  alle  Weisen  nachzugehen. 
Insbesondere  betrachte  ich  dabei  die  konforme  Abbildung  der  Halbebene  Xy 
welche  der  Quotient  rj  zweier  Partikularlösungen  y^  und  y^  der  Differential- 
gleichung (1)  ergibt.  Wählt  man  als  den  Nenner  1/2  von  >y  im  Lameschen 
Falle  das  zugehörige  Polynom,  so  geht  rj  in  bekannter  Weise  in  das  Inte- 
gral einer  multiplikativen  Funktion  über;  die  konforme  Abbildung  auf  die 
?^- Ebene  ergibt  daher  geradlinige  Polygone,  deren  Gestalt  ich  untersuche*'). 


^)  [Die  hier  zugrunde  liegende  Abzahlung  sieht  von  allen  Realitätsfragen  ab.     K.] 

®)  Man    vergleiche    hierzu    die    allgemeinen    gestaltlichen    Untersuchungen    über 

geradhnige  Polygone,  welche  Herr  Schönflies  in  Bd.  42  der  Math.  Annalen,  S.  377 ff. 

(1892)    gibt,     [übrigens    ist   Schönflies    in    den    Göttinger   Nachrichten  v.  J.  1x92 

bereits  auf  die  funktionentheoretische  Seite  dieser  Frage  eingegangen.     K.] 
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Es  zeigt  sich,  daß  die  Grenze  von  Stielt] es  eine  genaue  Grenze  ist,  indem 
einige  der  Lame  sehen  Polynome  imaginär  werden  können  oder  doch  ima- 
ginäre Wurzeln  erhalten  oder  auch  in  der  Verteilungsweise  ihrer  reellen 
Wurzeln  auf  die  {n~2)  Intervalle  übereinstimmen  können,  sobald  auch 
nur  einer  der  zweiten  Exponenten  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Punkte  über  den  Wert  +  1  hinauswächst.  Ich  habe  diese  Untersuchungen 
für  die  niedersten  Fälle  in  meiner  Vorlesung  mit  einer  gewissen  Ausführ- 
lichkeit durchgeführt,  um  dadurch  für  die  sogleich  zu  besprechenden  all- 
gememen  Probleme  zuverlässige  Beispiele  zu  erhalten^).  Übrigens  muß  ich 
anführen,  daß  sich  Herr  Van  VI  eck  bereits  vor  drei  Jahren  in  meinem 
Seminare  mit  det  Diskussion  der  Kealitätstheoreme  für  Fälle  jenseits  der 
Stielt] esschen  Grenze  erfolgreich  beschäftigt  hat^). 


IIb.  Allgemeine  Inbetrachtnahme  der  Periodizitätssubstitiitioiieii 
der  linearen  Differentialgleichungen. 

Hier  werde  ich  zunächst  einiges  über  die  Kiemann  sehen  Fragmente 
vom  Jahre  1857  sagen  dürfen^).  Kiemann  geht  dort  geradezu  von  den 
Periodizitätssubstitutionen  aus,  welche  die  Lösungen  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung bei  den  Umläufen  auf  der  Kiemannschen  Fläche  erleiden, 
und  faßt  alle  Differentialgleichungen,  welche  dieselben  Substitutionen  liefern, 
zu  einer  Klasse  von  Differentialgleichungen  zusammen.  Man  wolle  dabei 
beachten,  daß  Kiemann  seiner  allgemeinen  Denkweise  entsprechend  die 
eigentliche  Definition  der  betreffenden  Funktionen  in  den  Periodizitäts- 
substitutionen selbst  sucht,  daß  für  ihn  also  die  lineare  Differentialgleichung 
etwas  Beiläufiges  ist,  eine  von  den  linearen  Relationen,  welche  zwischen 
verwandten  Funktionen,  d.  h.  eben  Funktionen  derselben  Klasse,  bestehen. 
Hierin  ist  eine  doppelte  Fragestellung  eingeschlossen.  Einmal  wird  man 
verlangen,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  oder  irgend  eine  Kelation 
zwischen  verwandten  Funktionen  vorgelegt  ist,  die  Gesamtheit  der  ver- 
wandten Funktionen  in  einfachster  Weise  darzustellen.  Dies  ist  eine 
algebraische  Aufgabe,  deren  Durchführung,  wie  es  scheint,  keinerlei  prin- 
zipielle Schwierigkeiten  bietet,  wenn  selbige  auch  bislang  noch  nicht  in 
systematischer  Form   vorliegen  dürfte.     Zweitens   aber  muß  das  Problem 

")  [^'gl-  auch  den  Zusatz  am  Schluß  dieser  Arbeit  S.  597 — 600.] 

*•)  [Ich  erwähne  hier  noch  gern,  daß  Herr  van  VI  eck  im  American  Journal  of 

Mathematics  vol.  21  (1898/99)  den  Fall  untersucht  hat,  wo  das  Produkt  yi-y^  zweier 

geeigneter  Fundamentallösungen    ein  Polynom    wird.     Er  hat  auch   die  zugehörigen 

Kreisbogenpolygone  genau  studiert.     K.\ 

■*)  [Vgl.  Riemanns  Werke,  1.  Aufl.  Nr.  XXI,  2.  Aufl.  Nr.  XXI,  sowie  Nachträge 

Nr.  III  und  IV.l 
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sein,  ob  man  die  Periodizitätssubstitutionen  ganz  willkürlich  geben  kann, 
d,  h.  ob  allemal  auf  gegebener  Riemannscher  Fläche  bei  gegebenen  Ver- 
zweigungspunkten zu  gegebenen  Substitutionen  eine  zugehörige  Klasse  ver- 
wandter Funktionen  existiert.  Die  von  Riemann  selbst  begonnene  Kon- 
stantenzählung zeigt,  daß  man  zu  dem  Zwecke  auf  der  Riemannschen 
Fläche  eine  gewisse  Zahl  beweglicher  Nebenpunkte  einführen  muß,  d.  h. 
solcher  singulärer  Punkte,  deren  Umkreisung  die  identische  Substitution 
ergibt,  die  also  bei  Aufstellung  der  Periodizitätssubstitutionen  nicht  mit- 
zählen. Damit  aber  ist  der  Existenzbeweis  nur  erst  vorbereitet.  Ich  habe 
meinen  Zuhörern  seit  langem  vorgeschlagen,  den  Beweis  bei  den  linearen 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  in  der  Weise  zu  führen,  daß 
man  zunächst,  den  gegebenen  Periodizitätssubstitutionen  entsprechend,  einen 
?;- Bereich  konstruiert  (der  den  Neben  punkten  entsprechend  bewegliche  innere 
Verzweigungspunkte  enthalten  muß),  und  dann  zeigt,  daß  dieser  Bereich 
(eben  vermöge  der  beweglichen  Verzweigungspunkte )  allgemein  genug  ist, 
um  jede  mit  einer  bestimmten  Zahl  beliebig  anzunehmender  Verzweigungs- 
punkte versehene  Riemannsche  Fläche  darzustellen.  Doch  scheint  es 
fast,  daß  dieser  Weg  in  übergroße  Komplikationen  hineinführt.  Wenigstens 
haben  die  jetzt  glücklich  zu  Ende  geführten  Untersuchungen  von  Herrn 
Schilling^^)  ergeben,  daß  die  wirkliche  Gestalt  des  ?^ -Bereichs  schon  im 
Falle  ^  =  0 ,  vl=  3 ,  sobald  man  ganz  allgemeine  Exponentendifferenzeu 
zuläßt,  verwickelt  genug  ist^^). 

Man  vergleiche  auch  hier  die  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  Der 
soeben  an  erster  Stelle  formulierten  Aufgabe  würde  entsprechen,  daß  man 
verlangt,  innerhalb  noch  näher  vorzuschreibender  Grenzen  neben  ein  erstes 
gegebenes  Integral  alle  anderen  zu  stellen,  die  sich  von  ihm  nur  um  eine 
algebraische  Funktion  unterscheiden.  Hier  rubrizieren  also  beispielsweise 
die  Untersuchungen  über  die  Kettenbruchentwicklungen  hyperelliptischer 
Integrale,  welche  Herr  Van  VI  eck  neuerdings  eben  unter  den  hier  vor- 
liegenden Gesichtspunkten  zusammenfassend  behandelt  hat^^).  Bei  der 
zweiten  Aufgabe  würde  man  von  einem  Integrale  auf  gegebener  Riemann- 
scher Fläche  bei  gegebenen  Verzw^eigungspunkten  (d.  h.  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkten)  eine  nach  Willkür  vorgegebene  Periodizität  verlangen 
müssen.     Die   Abzahlung    zeigt,    daß    man  zu   dem   Zwecke   dem  Integral 


1^)  Geometrische  Studien  zur  Theorie  der  Schwarzsehen  s- Funktion;  Teil  I, 
Math.  Annalen,  Bd.  44  (1894),  Teil  II,  Bd.  46  (1895). 

")  [Daß  diese  Riemannsche  Fragestellung  in  bejahendem  Sinne  zu  beantworten 
sei,  hat  zuerst  Hilbert  mit  Hilfe  der  Integralgleichungen  in  den  Göttinger  Nach- 
richten V.  J.  1905,  S.  307  ff.  bewiesen.  Wegen  weiterer  Literatur  vgl.  den  Artikel  von 
Hilb  über  hneare  Differentialgleichungen  in  Bd.  II,  2  der  mathematischen  Enzyklopädie 
(abgeschlossen  1913).     K.] 

^■^)  Göttinger  Dissertation,  abgedruckt  im  American  Journal,  t.  16  (1893). 
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von  vornlierein  p  algebraische  Unstetigkeitspunkte  beilegen  muß.  Von  da 
aus  erfolgt  dann  die  Konstantenbestimmung  in  einfachster  Weise  auf  ana- 
lytischem Wege,  und  es  ist  nicht  nötig,  auf  die  Hilfsmittel  der  geometri- 
schen Funktionentheorie  zu  rekurrieren. 

Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  sieht  der  auf  Abelsche  Integrale  be- 
zügliche Riemannsche  Satz,  von  welchem  in  der  Einleitung  gesprochen 
wurde,  den  Gegenstand  unter  einem  anderen  Gesichtspunkte.  Bei  ihm 
gelten  neben  der  Riemannschen  Fläche  die  sämtlichen  Unstetigkeitspunkte 
des  Integrals  als  gegeben,  und  es  wird  dann,  um  das  Integral  festzulegen, 
nur  ein  Teil  der  Periodizitätseigenschaften  vorgeschrieben.  Diesem  letzteren 
Ansätze  entsprichf  nun,  was  ich  selbst  bei  den  linearen  Differentialgleichungen 
versucht  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  in  der  vorliegenden  Vorlesung 
durchgeführt  habe:  Gegeben  ist  die  Riemannsche  Fläche  mit  sämtlichen 
auf  ihr  befindlichen  singulären  Punkten;  in  der  Differentialgleichung  sind 
also  nur  noch  die  sogenannten  akzessorischen  Parameter  willkürlich;  man 
soll  diese  akzessorischen  Parameter  dadurch  eindeutig  festlegen,  daß  man 
die  Periodizitätssubstitutionen  bestimmten  Bedingungen  unterwirft.  Es 
sind  zweierlei  Bedingungssysteme,  mit  denen  ich  in  der  hiermit  gegebenen 
allgemeinen  Richtung  bisher  Erfolg  gehabt  habe.  Leider  ergeben  beide 
nur  ganz  partikuläre  Arten  von  Differentialgleichungen.  Es  handelt  sich 
erstens  um  das  Fundamentaltheorem  der  automorphen  Funktionen,  zweitens 
um  das  sogenannte  Oszillationstheorem. 

1.  Von  dem  Fundamentaltheoreme  der  automorphen  Funktionen. 

Wir  werden  statt  der  Partikularlösungen  y^ ,  y^  der  linearen  Differential- 
gleichung wieder  deren  Quotienten  rj  in  Betracht  ziehen.  Dann  besagt 
das  Fundamentaltheorem,  kurz  ausgedrückt:  daß  man  die  akzessorischen 
Parameter  der  Differentialgleichung  jedesmal  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
so  festlegen  kann,  daß  bei  der  Umkehr  des  Funktionsverhältnisses  ein- 
deutige automorphe  Funktionen  eines  vorzugebenden  „Typus"  entstehen  (vgl. 
Math.  Annalen,  Bd.  21  [=  Abh.  CHI  in  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe]). 
Ich  bin  auf  dieses  Theorem  in  der  gegenwärtigen  Vorlesung  nur  beiläufig 
eingegangen,  da  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  automorphen 
Funktionen  einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalten  werden  muß.  Der 
Deutlichkeit  halber  will  ich  zufügen,  daß  der  einzige  Fall  dieses  Theorems, 
welcher  von  Poincare  und  anderen  behandelt  worden  ist,  den  „Haupt- 
typus" betrifft,  in  welchem  ein  einzelner  Grenzkreis  und  keinerlei  sonstige 
Grenzgebilde  auftreten  ^•^). 


*)  [Näheres  siehe  in  Bd.  H  dieser  Ausgabe. 
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2.  Das  Oszillationstheorem. 

Das  Oszillationstheorem  betrachtet  Differentialgleichungen  mit  reellen 
Koeffizienten  und  studiert  den  allgemeinen  Verlauf  ihrer  reellen  Lösungen 
y  bei  reell  veränderlichem  x.  Man  fragt,  ob  sich  die  y  in  einem  Segmente 
der  a;- Achse  oszillatorisch  verhalten,  bez.  wie  viele  Oszillationen  sie  in 
demselben  ausführen.  In  dieser  Hinsicht  hat  zuerst  Sturm  bemerkt  (in 
den  Bänden  1  und  2  von  Liouvilles  Journal,  1836  —  37),  daß  man  unter 
geeigneten  Verhältnissen  einen  in  der  Differentialgleichung  vorkommenden 
Parameter  eindeutig  durch  die  Forderung  festlegen  kann,  es  solle  in  einem 
gegebenen  Segmente  der  X-Achse  eine  gewisse  Stärke  der  Oszillation 
stattfinden.  Dieses  ist  der  einfachste  Fall  des  Oszillationstheorems;  der- 
selbe ist  in  neuerer  Zeit  bekanntlich  von  Picard  einer  genaueren  ana- 
lytischen Untersuchung  unterworfen  worden.  Ich  selbst  bin  in  Band  18 
der  Math.  Annalen  (1881)  [vgl.  Abh.  LXIII  des  vorliegenden  Bandes]  zu 
einem  weiteren  Falle  fortgeschritten,  indem  ich  die  gewöhnliche  L am esche 
Gleichung  studierte : 

(5)  ^^  =  {Ax  +  B)y,    wo     t  =-(  ^\  = ' 

und  bemerkte,  daß  man  hier  die  beiden  Parameter  Ä ,  B  gleichzeitig  ein- 
deutig dadurch  festlegen  kann,  daß  man  in  zwei  verschiedenen  Segmenten 
der  X-Achse  bestimmte  Oszillationsstärken  verlangt.  Ich  bin  beim  Be- 
weise von  einfachen  geometrisch-mechanischen  Betrachtungen  ausgegangen. 
Andererseits  hatte  ich  bei  Aufstellung  des  Theorems,  ebenso  wie  Sturm, 
ursprünglich  mathematisch-physikalische  Fragen  im  Auge,  nämlich  das  Ge- 
setz gewisser  in  der  Potentialtheorie  auftretender  Reihenentwicklungen. 
Alle  diese  Betrachtungen  sind  seitdem  von  Herrn  Bocher  in  seinem  Werke 
weitgehend  verfolgt  ^^).  Aber  man  kann  das  Theorem  ebensoivohl  als  ein 
funktionentheoretisches  gelten  lassen.   Es  hat  dann  besonderes  Interesse,  die 


")  Über  die  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie,  Teubner  1894.  [Dies 
Buch  lehnt  sich  an  eine  von  mir  im  Winter  1889/90  gehaltene  Vorlesung  über  Lame- 
sche  Funktionen  an.  Natürlich  kann  ich  die  Verantwortung  nur  für  diejenigen  Teile 
dieses  Buches  übernehmen,  in  denen  Bocher  die  Entwicklungen  meiner  Vorlesung 
näher  ausführt,  nicht  aber  für  diejenigen,  welche  er  selbständig  zugefügt  hat,  wie  er 
jeweils  genau  angibt.  Die  Erläuterungen  auf  S.  168 — 180,  welche  die  Fälle  jenseits 
der  Stiel tj esschen  Grenze  betreffen,  sind  unklar;  Bocher  selbst  ist  auf  sie  in 
seinem  bezüglichen,  1910  abgeschlossenen  Referate  in  Bd.  II,  1  der  mathematischen 
Enzyklopädie,  auf  das  ich  übrigens  verweise,  nicht  zurückgekommen.  Es  ist  seitdem 
vielfach  über  das  Sturm  sehe  Oszillationstheorem  weitergearbeitet  worden.  Man  vgl. 
den  Bericht  von  Bocher  in  den  Proceedings  of  the  fifth  International  Congress  of 
Mathematics,  vol.  I,  S.  163 — 195  (Cambridge  1912),  sowie  das  Buch  von  Bocher,  Le9ons 
sur  les  methodes  de  Sturm,  Paris  1917.  Doch  haben  diese  Arbeiten  eine  mehr 
•  abstrakte,  für  den  Text  nicht  in  Betracht  kommende  Richtung.     K,] 
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Oszillationsbetrachtungeii  mit  der  geometrischen  Gestalt  desjenigen  Kreis- 
bogenpolygons in  Verbindung  zu  bringen,  auf  welches  der  Quotient  ?;  zweier 
Partikularlösungen  y^^  y.,  der  Differentialgleichung  die  Halbebene  x  dh- 
bildet^"^). 

Von  den  ausführlichen  Betrachtungen,  die  ich  in  meiner  Vorlesung 
betreffend  das  Oszillationstheorem  gegeben  habe,  sollen  hier  nur  solche 
hervorgehoben  werden,  welche  sich  in  der  B  6  eher  sehen  Darstellung  nicht 
finden. 

a )  Ich  betrachte  allgemeine  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Ko- 
effizienten, die  ich  mir  wieder  der  Formel  (1)  entsprechend  normiert  denken 
will.  Die  singul'ären  Punkte  der  Differentialgleichung  seien,  wenigstens 
zum  Teil,  selber  reell.  Ich  habe  dann  untersucht,  unter  welchen  Bedin- 
gungen man  die  Segmente,  für  welche  man  die  Oszillationsbedingungen 
vorschreiben  will,  bis  an  die  singulären  Stellen  heranerstrecken  kann^**). 
Hier  zeigt  sich  die  prinzipielle  Bedeutung  der  Stielt]  es  sehen  Grenze. 
Überschreitet  man  die  Grenze,  d.  h.  nimmt  man  den  zweiten  Exponenten 
eines  zu  (1)  gehörigen  singulären  Punktes  >-f-l,  so  versagen  für  ein  bis 
an  den  singulären  Punkt  heranerstrecktes  Segment  die  geometrisch-mecha- 
nischen Betrachtungen,  auf  denen  der  Beweis  des  Oszillationstheorems 
ruht. 

b)  die  Kreisbogenpolygone  habe  ich  ganz  besonders  für  diejenigen 
Fälle  untersucht,  in  denen  die  zweiten  Exponenten  der  in  Betracht  kommen- 
den singulären  Punkte  gleich  +  J  sind,  d.  h.  das  Polygon  in  den  betreffenden 
Ecken  rechte  Winkel  aufweist^').  Nehmen  wir  beispielsweise  die  Differential- 
gleichung (5).  Hier  werden  wir  als  Polygon  der  ?/- Ebene  ein  Kreisbogen- 
viereck haben,  welches  bei  x  =^  a,h,  c  drei  rechtwinkelige  Ecken  besitzt. 
Dagegen  hängt   der  Winkel  bei  x  ■■=  oo  von  dem  Parameter  A  ab ;  setzt 

man   A=n{7i--\),    so   wird   der   betreffende   Winkel   = — ^ — n .      Man 

übertrage  dieses  Kreisbogenviereck  durch  stereo graphische  Projektion  auf 
eine  Kugel  und  definiere  nun  die  Länge  oder  Amplitude  der  einzelnen 
von  zwei  rechten  Winkeln  begrenzten  Kreisbogenseite  ganz  ähnlich,  wie 
man  es  beim  sphärischen  Dreiecke  macht.  Zu  dem  Zwecke  wird  man 
vor  allen  Dingen  die  ?;- Kugel  selbst  als  Fundamental  fläche  der  zu  be- 
nutzenden projektiven  Maßbestimmung  einführen.  Handelt  es  sich  dann 
um  die  Länge  der  Kreisbogenseite  a6,  so  bestimme  man  vorab  den  Winkel, 
den  die  beiden  Ebenen,  welche  die  an  ah  angrenzenden  Kreisbogenstücke  da 
und  hc  enthalten,  im  Sinne  der  Maßbestimmung  miteinander  bilden.    Dieser 


'-^)  [Vgl.  z.  B.  die  oben  abgedruckte  Abb.  LXV.] 
1«)  [Vgl.  auch  die  Abh.  LXIV.] 
")  [Vgl.  wieder  Abh.  LXIV.] 
Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  38 
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Winkel  hat  oo  viele  Werte,  welche  sich  aus  einem,  99^^,  in  der  Gestalt 
mn  ^  (p^  ergeben,  unter  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden.  Als 
Amplitude  von  ah  werde  ich  denjenigen  dieser  unendlich  vielen  Winkel 
bezeichnen,  welcher  der  Art  und  Weise  entspricht,  wie  sich  die  Seite  ah 
zwischen  den  begrenzenden  Ebenen  hinerstreckt.  Zeichnet  man  eine  Figur, 
so  ist  sofort  klar,  was  hiermit  gemeint  ist.  Wir  müssen  dabei  ersichtlich 
drei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die  Schnittlinie  der  beiden  begren- 
zenden Ebenen  die  ?y- Kugel  trifft,  berührt,  oder  nicht  trifft.  Im  ersten 
Falle  wird  99^  eine  nicht  verschwindende  reelle  Größe  vorstellen,  im  zweiten 
Falle  gleich  Null  und  im  dritten  rein  imaginär  anzunehmen  sein.  Ich 
bezeichne  dementsprechend  die  Amplitude  der  Kreisbogenseite  ah  beziehungs- 
weise als  elliptisch,  parabolisch,  hyperbolisch.  —  Die  weitere  Untersuchung 
zeigt  schließlich,  daß  die  Oszillationsbedingung,  welche  dem  Intervall  ab 
der  X-Achse  im  Sinne  des  Oszillationstheorems  auferlegt  werden  soll,  dahin 
umgesetzt  werden  kann,  daß  man  für  die  Kreisbogenseite  ab  eine  bestimmte 
elliptische  Amplitude  vorschreibt. 

c)  Ich  will  jetzt  annehmen,  daß  die  Differentialgleichung  (5)  dadurch 
festgelegt  sei,  daß  man  für  die  Intervalle  ab  und  b  c  zwei  bestimmte  ellip- 
tische Amplituden  vorgibt.  Die  Betrachtung  des  zugehörigen  Kreisbogen- 
polygons lehrt  dann  noch  ein  weiteres ;  sie  läßt  nämlich  erkennen,  wie  die 
anderen  Kreisbogenseiten  des  Polygons  verlaufen  und  gestattet  von  da  aus 
einen  Schluß  auf  das  Verhalten  der  Differentialgleichung  in  den  anderen 
Intervallen  der  JT- Achse.  Die  solcherweise  entstehenden  Beziehungen  ent- 
sprechen genau  den  Ergänzungsrelationen  der  sphärischen  Trigonometrie, 
deren  Bedeutung  für  die  hypergeometrische  Funktion  im  vorigen  Keferate 
[Abh.  LXVIII]  hervorgehoben  wurde ^^).  — 

Als  ein  besonderes  Beispiel,  bei  welchem  alle  diese  Ansätze  a),  b), 
c)  zur  Geltung  gelangen,  habe  ich  schließlich  den  Hermiteschen  Fall  der 
Lameschen  Gleichung  gewählt,  d.h.  eben  die  Gleichung  ( 5 ) ,  mit  der  be- 
sonderen Maßnahme,  daß  wir  für  A  den  Wert  ti(n  +  1)  eintragen,  unter  n 
eine  irgendwie  vorzugebende  ganze  Zahl  verstanden.  Wir  haben  dann  nur 
den  Parameter  B  zur  freien  Verfügung. 

Die  Resultate,  welche  betreffs  dieser  Gleichung  in  meiner  Vorlesung 
ausführlich  abgeleitet  werden,  finden  sich  zum  Teil  bereits  in  einem  kleinen 
Aufsatze,  den  ich  in  Bd.  40  der  Math.  Annalen  (1891)  [vgl.  die  vorstehende 
Abh.  LXVII]  publizierte,  nur  daß  ich  dort  nicht  direkt  die  „Amplituden" 
der  einzelnen  Kreisbogenseiten  betrachte,  sondern  nur  die  „Charakteri- 
stiken" derselben,  d.h.  die  ganzzahligen  Multipla  von  2üi,  welche  in  den 


")  [Vgl.  auch    die    vorstehende  Abh.  LXV,    sowie    für    w-Ecke    die  Arbeit    von 
Falckenberg  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  77  (1915/16).] 
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Amplituden  enthalten  sind.    Führt  man  die  Amplituden  selbst  ein,  so  ver- 
vollständigen sich  die  damaligen  Figuren.    Man  nehme  folgende  Figur  für 


Fig.  1. 

Die  Ebene  {x,  B)  ist  hier  —  den  damaligen  Erläuterungen  entspre- 
chend —  durch  die  sieben  horizontalen  Geraden  B  =  B^,  . . .  B^  und  die  drei 
vertikalen  Linien  x=^a,h,c  in  32  Felder  zerlegt,  von  denen  die  schraf- 
fierten hyperbolischen,  die  anderen  elliptischen  Charakter  haben,  d.  h.  solche 
Stücke  der  X-Achse  enthalten,  welche  für  die  zugehörigen  Werte  von  B 
hyperbolische,  bez.  elliptische  Amplituden  aufweisen.  Die  einzelnen  Stücke 
der  horizontalen  Grenzlinien  B^,  . . .  B~  (welch  letztere  den  hier  auftreten- 
den Fällen  Lamescher  Polygone  entsprechen)  haben  natürlich  paraboli- 
schen Charakter.  Derselbe  ist  dadurch  näher  bezeichnet,  daß  in  der  Figur 
jedem  einzelnen  Stücke  dieser  Grenzlinien  seine  parabolische  Amplitude, 
also  ein  bestimmtes  Multiplum  von  jt,  beigesetzt  ist.  In  die  verschie- 
denen Felder  der  beiden  vertikalen  Mittelstreifen  sind  jetzt  zur  Bezeich- 
nung der  zugehörigen  elliptischen  und  hyperbolischen  Amplituden  die  Buch- 
staben 99  und  'ip  eingetragen.  Unter  99  hat  man  sich  dabei  eine  reelle 
Größe  zu  denken,  welche  ihrem  Betrage  nach  zwischen  den  parabolischen 
Amplituden  liegt,  die  das  jeweilige  Feld  horizontal  eingrenzen.  In  dem 
obersten  Felde  des  rechtsseitigen  und  dem  untersten  Felde  des  linksseitigen 
Mittelstreifens  (die  sich  beide  ins  Unendliche  ziehen),  ist  dies  so  zu  ver- 
stehen, daß  99  in  ihnen  von  dem  parabolischen  Grenzwerte  3  n  beginnend 
unbegrenzt  ins  Unendliche  zunimmt.  —  Das  t/;  hinwieder  ist  eine  complexe 
Größe,  deren  reeller  Bestandteil  in  dem  einzelnen  hyperbolischen  Felde 
einen  konstanten  Betrag  hat,  —  denselben,  den  die  parabolischen  Ampli- 
tuden der  begrenzenden  horizontalen  Linien  besitzen.  —  Aus  diesem  9^ ,  ip 

38* 
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der  einzelnen  Felder  der  beiden  Mittelstreifen  berechnen  sich  dann  die 
elliptischen  und  hyperbohschen  Amplituden  der  entsprechenden  Felder  der 
beiden  Seitenstreifen  so,  wie  es  in  der  Figur  eingetragen  ist.  Man  sieht, 
daß  für  jeden  Wert  von  B  zwei  der  Amplituden  durch  die  beiden  anderen 
bestimmt  sind.  Dies  ist,  im  vorliegenden  Falle,  das  Analogon  der  Ergän- 
zungsformeln der  sphärischen  Trigonometrie^^). 

Ich  habe  noch  hervorzuheben,  in  welcher  Beziehung  das  hier  mit- 
geteilte Schema  zum  Oszillationstheorem  steht.  Die  Hermitesche  Glei- 
chung enthält,  wie  wir  schon  sagten,  bei  festgehaltenem  n  nur  den  einen 
Parameter  .B;  es  handelt  sich  bei  ihr  also  um  ein  Beispiel,  das  sich  neben 
die  von  Sturm  untersuchten  Fälle  stellt.  Wir  werden  für  dieses  Beispiel 
das  Oszillationstheorem  insbesondere  dahin  aussprechen  können:  daß  das  B 
eindeutig  gegeben  ist,  sobald  man  für  eines  der  beiden  mittleren  Inter- 
valle der  X-Achse,  ab  oder  bc,  eine  bestimmte  elliptische  Amplitude  vor- 
schreibt. Diese  Aussage  ist  mit  unserer  Figur  verträglich;  sie  vervoll- 
ständigt dieselbe  aber  noch  durch  die  Angabe,  daß  innerhalb  der  ellip- 
tischen Felder  des  Streifens  ab  das  99  bei  wachsendem  B  stetig  abnimmt. 
innerhalb  der  elliptischen  Felder  des  Streifens  bc  aber  stetig  zunimmt. 
B  wird  eine  eindeutige  Funktion  des  auf  den  einzelnen  Mittelstreifen  treffen- 
den 99  sein,  die  allemal,  wenn  ein  hyperbolisches  Feld  übersprungen  wird, 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet.  Man  beachte,  daß  die  gleiche 
Behauptung  für  die  elliptischen  Amplituden  der  beiden  äußeren  Streifen 
unserer  Figur  keineswegs  aufgestellt  werden  kann.  Vielmehr  hat  z.  B.  im 
Streifen  linker  Hand  das  99  Werte  zwischen  0  und  jt,  sowohl  wenn  B 
zwischen  B^  und  B^^  als  wenn  es  zwischen  B^  und  J5^  liegt.  Das  Os- 
zillationstheorem gilt  also  nicht  mehr  für  die  elliptischen  Amplituden  der 
äußeren  Intervalle.  Es  stimmt  dies  damit,  daß  bei  dem  singulären  Punkte 
X  =  oü  die  Stielt] essche  Grenze  überschritten  ist. — 

Zum  Schlüsse  darf  ich  noch  bemerken,  daß  die  im  vorliegenden  Refe- 
rate berührten  Entwicklungen,  welche  im  Vorlesungshefte  mit  aller  erfor- 
derlichen Ausführlichkeit  gegeben  werden,  zum  Teil  bereits  in  einer  Vor- 
lesung über  Lame  sehe  Funktionen  enthalten  waren,  die  ich  im  Winter 
1889 — 90  gehalten  habe^^),  dann  aber  zum  ersten  Male  im  Zusammenhange 
in  den  Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen  entwickelt  wurden, 
die  ich  von  Herbst  1890—91  gegeben  habe.     Diese  letzteren  Vorlesungen 


**)  Vgl.  hierzu  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Schönfließ  über 
Kreisbogenvierecke  in  Bd.  44  der  Math.  Annalen  (1894)  [sowie  die  Göttinger  Disser- 
tation von  Ihlenburg  „Über  die  geometrischen  Eigenschaften  der  Kreisbogen  Vier- 
ecke" (1909),  außerdem  die  obigen  Zitate  auf  Falckenberg]. 

^®)  Vgl.  die  Mitteilung  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  März  1890  [--  Abh.LXIVl. 
Eine  teilweise  Wiedergabe  dieser  Vorlesung  bildet  das  wiederholt  genannte  Buch  von 
Bocher,  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie.] 
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sind  in  einer  kleineren  Zahl  von  Exemplaren  ebenfalls  autographiert  ver- 
breitet. Der  Vergleich  wird  zeigen,  daß  ich  damals  mit  meinen  Behaup- 
tungen sogar  wesentlich  weiter  gegangen  bin  als  dieses  Mal.  Ich  habe 
dann  freilich  gleich  gegen  Schluß  der  Vorlesung  bemerkt,  daß  die  sämt- 
lichen Angaben  der  erneuten  Kontrolle  bedürfen.  Ich  hatte  den  Gegen- 
stand zu  Anfang  für  einfacher  gehalten,  als  er  in  Wirklichkeit  ist.  Ins- 
besondere habe  ich  jetzt  einige  Aussagen  berichtigen  müssen,  die  mit  der 
Grenze  von  Stielt] es  zusammenhängen,  deren  fundamentale  Bedeutung 
ich  damals  noch  nicht  erkannt  hatte. 

Göttingen,  den  2(3.  September   1894. 


[Zum  Oszillationstheorem  jenseits  der  Stieltj esschen  Grenze.] 

[Bei  der  Frage  nach  der  Gültigkeit  des  Oszillationstheorems  jenseits  der 
St ielj esschen  Grenze  scheint  es  instruktiv,  zunächst  den  Fall  nur  dreier  regulärer 
singulärer  Punkte  —  also  das  einfache  Beispiel  der  hypergeometrischen  Funktion, 
für  das  man  nach  Äbh.  LXV  alles  explizite  durchführen  kann  —  heranzuziehen. 

Wir  belassen  die  singulären  Punkte  in  üblicherweise  bei  0,CX),  1  und  benennen 
ihre  Exponentendifferenzen,  die  wir  reell  und  übrigens  positiv  wählen  wie  in  Nr.  LXV 
mit  Ä,  f^i,  v;  ganzzahhge  (insbesondere  auch  verschwindende)  Werte  dieser  Größen 
seien  der  Einfachheit  halber  ausgeschlossen.  /  und  v  sollen  als  gegeben  gelten;  die 
Frage  sei  zunächst,  wie  man  //  zu  wählen  hat,  damit  eine  Lösung  von  einer  der  vier 
Formen  existiert : 

(I)  1.  x/.(l-a:)'>k(a;);     2.  x>- rpkix);     3.  (1  -  a:)>ft  (a:);     4..  rpk{x) 

unter  ^^fe  (a:)  ein  Polynom  irgend  vorgegebenen  Grades  ä;  verstanden  (ä;=0,  1,  2,...), 
insbesondere  aber  die  Frage,  welche  Bewandtnis  es  mit  den  zwischen  0  und  1  ge- 
legenen reellen  Wurzeln  von  9 /,  (x)  hat. 

Die  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe  ergibt  für  die  vier  Fälle  ohne  weiteres 
die  folgenden  arithmetischen  Relationen 

(II)  1.  ±n~k-v  =  2k     \',    2.  -^l-k+v^2k+\^    3.  ±^  ^A- )-  =  2ifc  r  1; 

4.  3:  /<  -^  A  -^  »•  =  2  fc  -J-  1 . 

Hier  ist  im  Falle  1.  der  Wert  (— .")  ohne  weiteres  auszuschließen  (weil  doch  die 
Summe  dreier  negativer  Zahlen  niemals  2k  1  sein  kann).  Aber  auch  in  den  Fällen 
2.,  3.,  4.  tritt  immer  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Werten  {— ti)  auf,  weil  es 
sich  bei  diesen  nur  um  diejenigen  W^erte  von  k  handeln  kann,  bei  denen  bzw. 

(III)  1!     2k^\<~l  tv;        3.'     2Jfc  +  l<  ;.-»•;        4'.     2kr\<'^-v 

ist.  (Ich  nenne  die  mit  (— /*)  möglichen  Fälle  2,',  3.',  4.',  während  die  Fälle  mit 
{  +  /<)  fernerhin  mit  1.",  2.",  3.",  4."  bezeichnet  sein  mögen).  Im  übrigen  gibt  die 
Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe,  nachdem  /.  und  v  vorgegeben  sind,  für  jeden 
der  vier  Fälle  ohne  weiteres  einen  wohlbekannten  expliziten  Wert  von  (pk(x);  man 
hat  bzw. 

1.  (fk  =  F  {k-i-l  T^-rv,  —k,  l  r  h  x), 

j^  .   2.  cp^  =  F{k^\  ^l-v,  -k,  IrA;  x), 

^   3.  (p^  =  F{k^\-k'rr,  -k,   l-l;  x) , 

4.  cp},  =  F(k-r  l-/^-v,  -k,   1-/.;  x), 
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(wobei  man  natürlich  noch  in  jedem  einzelnen  Falle  einen  beliebigen  konstanten 
Faktor  zufügen  und  nach  Potenzen  (x  —  l)  ordnen  kann).  Es  handelt  sich  also  um 
abbrechende  hypergeometrische  Reihen,  wie  sie  Jacobi  in  einer  wohlbekannten,  von 
Heine  bearbeiteten,  posthumen  Arbeit  in  Grelles  Journal  Bd.  56,  (1859)  [=  Ges.  Werke 
Bd.  9,  S.  184  —  202)  behandelt  hat. 

Unsere  Frage  aber  wird  sein,  wie  weit  das  einzelne  so  hingeschriebene  F  iyi  den 
vier  Fällen  durch  die  Zahl  Z  seiner  zwischen  0  und  1  gelegenen  Nullstellen  festgelegt  ist. 

Die  Zahl  dieser  Nullstellen  für  ein  gegebenes  F  ist  aber  bereits  in  Abh.  LXV 
vollständig  bestimmt  worden.  Man  wird  für  die  einzelnen  Fälle  zunächst  die  Cha- 
rakteristik X  des  Intervalles  Ol  berechnen  und  von  da  aus  nach  der  auf  S.  565  mit- 
geteilten Regel  entweder  Z  ^  X  oder  Z  =  X  -f  1  setzen. 

Hier  folgt  zunächst  eine  Tabelle  für  die  Werte  der  Charakteristik  X  (unter  E 
das  in  Abh.  Nr.  LXV  eingeführte  Symbol  d.  h.  die  größte,  nicht  negative  ganze  Zahl 
verstanden,  welche  von  dem  beigesetzten  Argument  überschritten  wird): 


(V) 


adl/'  X  =  E(k~l)  =  k, 

ad  2.'  X  =  ^(-;.-^•)  =  0,  ad  2."  X  =  E{k^l-v), 

ad  3.'  X  =  E{-v-k)^'0,  ad  3/'  X  =  ^(Ä;-r  1 -A), 

ad  4.'  X=^(-il  =  0,  ad  4."  X  =  E {k'+l -X-v). 


Was  weiter  Z  angeht,  so  ist  es  in  den  Fällen  1.",  2.",  3."  gemäß  den  in  §  9  von  Abh. 
LXV  gegebenen  Regeln  mit  X  identisch,  im  Falle  4."  ist  die  Beziehung  zwischen  Z 
und  X  komplizierter.  Ich  werde  zunächst  das  in  Abh.  LXV,  S.  565  angegebene  Kri- 
terium in  eine  der  Voraussetzungen  von  4."  entsprechende  möglichst  elementare  Form 
umsetzen.     Es  handelt  sich  um  das  Vorzeichen  von 

r{n)-r{n-l)-r  (n  —  m), 
wo 

,        ,         l+fl-X-V  1—fl—k  —  V 

n  =  l-l,   Z- ^ ,     m  =  — ^ 

ist,  also  im  Falle  4."  um  das  Vorzeichen  von 

r{i-x)-r{k-\-i-k)'ri-k-{-v). 

Aber  r{k+l-l)  ist  (ä;  — A)  . . .  (2  -  A)  ( 1  — ;.)•  T  (1  - /.)  und  das  Vorzeichen  von 
r(—k-rv)  stimmt  mit  dem  des  Produktes  {v  —  l){v  —  2)  ...  (v  —  k)  überein.  Bei 
den  so  geschriebenen  Formeln  ist  der  Fall  k  =  0  nicht  mit  inbegriffen.  Fügen  wir, 
um  diese  Ausnahme  zu  beseitigen,  noch  die  beiden  positiven  Faktoren  k  und  v 
unserem  Produkte  hinzu,  so  haben  wir  als  Vorzeichen: 

(VI)  (-l)*.signA(A-l)  ...(l-k)'8ignv{v-l)  ...  {v-k). 

Man  hat  Z  im  Falle  4."  gleich  dem  geraden  oder  ungeraden  Werte  zu  setzen,  den  X  oder 
X  4- 1  annehmen  mag,  je  nachdem  das  Vorzeichen  (VI)  positiv  oder  negativ  ist. 

Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  diese  Angaben  umzukehren.  Wir  finden 
dabei  der  Reihe  nach: 

a)  Im  Falle  1."  ist  durch  Z  =  X  das  k  unmittelbar  gegeben.  Alle  Wurzeln 
von  cp]^  =  0  sind  reell  und  liegen  zwischen  0  und  1 ;  das  (pu  ist  durch  die  Angabe 
der  Zahl  dieser  reellen  Wurzeln  ohne  weiteres  bekannt  (vgl.  Formel  (IV)). 

h)  In  den  Fällen  2."  und  3."  muß  k,  damit  Z=  X  überhaupt  von  Null  ver- 
schieden wird,  erst  so  weit  anwachsen,  daß  k  den  Wert  r  bzw.  /  übertrifft.  Verlangen 
wir  also  Z  =  0,  so  bekommen  wir,  je  nach  der  Größe  von  v  oder  /.  eventuell  eine 
größere  Zahl  unterschiedener  zugehöriger  7 q,  9?^,  (p^,  ....  Diese  Unbestimmtheit  tritt 
nur  dann  nicht  ein,  wenn  v,  bzw.  /.  unterhalb  1  liegt,  d.  h.  wenn  wir  uns  unterhalb 
der  St ieltj esschen  Grenze   befinden.   —   Sobald  wir  aber  Z  =^  l    oder    noch    größer 
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Wcählen,  ist  wieder  k  durch  das  Z  eindeutig  bestimmt.  Das  bedeutet,  daß  nun,  nach 
anfänglichem  Versagen,  das  Oszillationstheorem  wieder  gilt.  Nur  daß  jetzt  9?^  =  0 
außer  den  Z  zwischen  0  und  1  gelegenen  reellen  Wurzeln  noch  eine  bestimmte  Zahl 
anderweitiger  Wurzeln  hat.  Man  könnte  von  einer  Verzögerung  sprechen,  welche  die 
Geltung  des  Oszillationstheorems  erleidet. 

c)  Diese  Erscheinung  tritt  im  Falle  4."  in  erhöhtem  Grade  auf.  k  muß  die 
Summe  l-\-v  übertreffen,  damit  die  Charakteristik  X  von  0  verschieden  wird.  Sei  k^ 
der  größte  Wert,  für  den  dieses  noch  nicht  der  Fall  ist.  Das  zugehörige  Z  wird 
dann  Null  oder  Eins,  sagen  wir  allgemein  =  Sq\  sein,  wo  der  eine  oder  andere  Fall 
eintreten  wird,  je  nachdem 

(-l^^signAlA-l)  ...  (A-Ä;o)-sign>'(r-l)  ...  (v-k^) 

positiv  oder  negativ  ist.  Von  da  ab  wird  Z  ersichtlich,  überhaupt  gleich  X  ^  f^ 
«ein.  —  Die  regelrechte  Geltung  des  Oszillationstheorems  tritt  also  erst  ein,  wenn 
X>1  genommen  witd.  Zu  diesem  Behufe  muß,  wie  schon  gesagt,  fc  >> /.  ~  r  sein; 
wir  haben  dann  im  Intervalle  Ol  nur  X  +  ^q  reelle  Wurzeln. 

Es  ist  interessant,  diese  arithmetischen  Überlegungen  durch  geometrische  Kon- 
struktion der  zugehörigen  Kreisbogendreiecke  zu  bestätigen.  Dies  geschieht  um  so 
leichter,  als  die  Gleichung 

±ti±X±v  =  2k-\-\ 

besagt,  daß  wir  das  Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  konstruieren  dürfen.  Je  nachdem 
bei  dem  einzelnen  Terme  der  Gleichung  das  -f--  oder  — Zeichen  auftritt,  Hegt  dann 
die  zugehörige  Ecke  des  Dreiecks  im  Endlichen  oder  Unendlichen.  Unsere  Antworten 
a)  h)  c)  erledigen  gewissermaßen  ein  elementargeometrisches  Problem.  Für  ein  geradlinig 
begrenztes  Membrandreieck  sind  zwei  Winkel  Xti  und  vtc  (deren  jeder  beliebig  >>  tt 
sein  kann)  gegeben,  man  gibt  ferner  an,  welche  der  drei  Ecken  eventuell  im  Unend- 
lichen liegen  sollen,  man  gibt  endlich  die  Anzahl  von  Malen,  daß  sich  die  Seite  kv 
durch  das  Unendliche  zieht.  Man  soll  sagen,  wie  weit  durch  diese  Angaben  die  Ge- 
stalt des  Dreiecks  bestimmt  ist.  — 

Bekanntlich  hat  bereits  Jacob i  (entsprechend  unserem  Ansatz  für  Lamesche 
Funktionen  in  Abh.  LXIIE)  die  Darstellung  willkürlicher  Funktionen  durch  Reihen 
^'0  ^0  +  ^1 9^1  +  C*2  9?.2  —  . . .  betrachtet.  Die  formale  Herstellung  dieser  Reihen  gelingt 
ganz  ähnlich  wie  bei  den  gewöhnlichen  trigonometrischen  Reihen,  wenn  man  be- 
merkt, daß  je  zwei  der  (Pq,  (p^,  cp.^,  ...  des  einzelnen  Falles  1.  bis  4.  in  sofort  näher 
anzugebender  Weise  „orthogonal"  sind. 

Nehmen  wir  etwa  den  Fall  4.  Wir  berechnen  dann  zunächst  (für  irgend  zwei 
unterschiedene  9?^.  und  ^^.,): 


J 


V^-V^.-x-\\-x)-'dx=c[v,,:l^-^/-mx^-'(\--x)'- 


dx  *   dx 


unter  C  eine  nicht  verschwindende  Konstante  verstanden-^).  Es  ergibt  sich  zunächst, 
daß  wir  das  Integral  an  die  Grenzen  0  und  1  selbst  heranziehen  können  und  dabei, 
wegen  des  Wertes  der  rechten  Seite,  Null  erhalten,  sobald  wir  uns  unterhalb  der 
Stieltjesschen  Grenze  befinden.  Wir  erhalten  dann  also  formaliter  Reihenentwick- 
lungen reeller  Funktionen  f{x)  für  das  Intervall  0<a;<  1,  deren  Konvergenz  bereits 
Darboux  in  seinem  Memoire  sur  les  fonctions  de  tres  grands  nombres  (Liouvilles 
Journal,  ser.  3,  t.  4,  1876)  klargestellt  hat.  Aber  Darboux  bemerkt  dort,  daß 
besagte  Reihen  wegen  der  zwischen  ihren  Gliedern  bestehenden  Identitäten  für  ana- 
lytische Funktionen  von  x  auch  in  allen  anderen  Fällen  gültig  bleiben  und  jeweils 
innerhalb  der  größten  Ellipse  konvergieren,   welche,  um  x=j)  und  x  =  \  als  Brenn- 

-^)    In    den    Fällen    1.,  2.,  3.  wird    man    hier    nur   A,   v    bzw.   durch  — /.,    —v; 

—  k,  -r '';  T  /•>  —  *'  zu  ersetzen  haben. 
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punkte  herumgelegt,  noch  keinen  ßingulären  Punkt  von  f{x)  einschließt.  Dies  Resultat 
ist  wohl  am  einfachsten  zu   begründen,   wenn   man   gemäß  Abh.  LXVl  das  Integral 


/• 


fPjgVj.' X  ''{\  —  x)  ^' dx  xiher  einen  beliebigen,  die  Punkte  0  und  1  der  x-Ebene  um- 
gebenden Doppelumlauf  hin  erstreckt,  der  jeweils  Null  liefern  wird  und  hinsicht- 
lich dessen  die  cpj^  und  q)j.,  also  alleweil  „orthogonal"  sein  werden. 

Es  käme  nun  darauf  an,  alle  diese  Entwicklungen  auf  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  beliebig  vielen,  zunächst  reellen,  regulären  singulären 
Punkten  zu  übertragen.  Hierfür  liegen  in  der  Literatur  gewiß  mancherlei  Ansätze 
vor,  am  meisten  wohl  in  den  Untersuchungen  von  Schönflies  und  Hilb-Falcken- 
berg  über  die  Gestalt  der  einfach  zusammenhängenden  Kreisbogen  -  rt  -  Ecke -^ ) ;  im 
allgemeinen  haben  aber  die  zahlreichen  neueren  Untersuchungen  über  das  Oszillations- 
theorem in  Anknüpfung  an  Sturms  ursprünglichen  Ansatz  eine  abstraktere  Wendung 
genommen  und  dürften  für  den  Vergleich  nicht  unmittelbar  in  Betracht  kommen. 
K.] 

-2)  Schönflies  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1892  und  in  den  Bänden 
42  und  44  der  Math.  Annalen  (1893,  1894);  Falckenberg  in  den  Math.  Annalen 
Bd.  77  und  78  (1916,  1918). 


LXX.  Über  neuere  englische  Arbeiten  zur  Mechanik'). 

[Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  1  (1891/92).] 


Der  unterscheidende  Charakterzug  der  englischen  Arbeiten  über  Mechanik 
den  kontinentalen  Arbeiten  gegenüber  ist  nach  meiner  Meinung  ihre  auf 
unmittelbare  Erfassung  der  Wirklichkeit  gerichtete  Tendenz  und  die  durch- 
gängige Anschaulichkeit  ihrer  Entwicklungen.  Infolgedessen  müssen  diese 
Arbeiten  dem  an  abstraktere  Gedankenfolgen  gewöhnten  Mathematiker 
besonders  anregend  sein,  und  es  verschlägt  in  dieser  Hinsicht  nichts,  oder 
es  ist  vielmehr  geradezu  nützlich,  daß  besagte  Untersuchungen  zumeist 
nicht  so  methodisch  oder  so  streng  durchgeführt  sind,  wie  wir  dies  zu 
verlangen  gewohnt  sind.  Unter  den  Einzelheiten,  welche  ich  näher  aus- 
führte, dürfte  eine  Bemerkung  über  die  Entstehungsgeschichte  von 
Hamiltons  Integrationstheorie  der  Mechanik  allgemeineres  Interesse  be- 
anspruchen. Die  Sache  scheint  völlig  unbekannt  zu  sein,  trotzdem  sich 
Hamilton  darüber  an  verschiedenen  Stellen  seiner  Arbeiten,  insbesondere 
in  seiner  ersten  Abhandlung  über  Strahlensysteme  (1828)^),  mit  hinreichen- 
der Deutlichkeit  äußert.  Hamilton  fand  die  Auffassung  der  Emissions- 
theorie vor,  nach  welcher  die  Bestimmung  des  Lichtstrahles,  der  irgend- 
welches inhomogene  (aber  isotrope)  Medium  durchsetzt,  ein  Spezialfall 
eines  gewöhnlichen,  auf  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  bezüglichen 
mechanischen  Problems  ist;    wir  können    gleich  zusetzen,    daß   die   dabei 


^)  Bericht  über  einen  am  22.  Sept.  1891  vor  der  Naturforscher- Versammlung  zu 
Halle  gehaltenen  Vortrag.  (Vgl.  Amtlicher  Bericht,  Teil  II,  S.  4.j  'In  einer  Vorlesung 
über  Mechanik  vom  Sommersemester  1891,  deren  Ausarbeitung  seitdem  von  verschie- 
denen Mathematikern  benutzt  wurde,  habe  ich  die  in  Rede  stehenden  Entwicklungen 
der  Jacobi sehen  Theorie  alle  aus  quasi-optischen  Bet rachtungen  in  höheren  Räumen 
abgeleitet.     K. 

-')    Die  wichtigsten  von  Hamiltons  hierher  gehörenden  Arbeiten  sind  folgende; 

Essay  on  the  theory  of  Systems  of  rays,  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy, 
Bd.  15  (1828),  S.  69-174.  Dazu  3  Supplements,  ebenda,  Bd.  IB  (1830),  S.  3—62, 
Bd.  16,  S.  93— 126,  sowie  Bd.  17  (1832/37),  S.  1—144. 

On  a  general  method  in  dynamics,  Philosophical  Transactions  of  the  R,  Society, 
London  1834,  S.  247 — 308.  Second  essay  on  a  general  method  in  dynamics,  ebenda 
1835.  S.  95—144.1 
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vorliegende  Spezialisierung  keine  wesentliche  ist,  daß  man  vielmehr,  in- 
dem man  zu  höheren  Räumen  schreitet,  jedes  mechanische  Problem  auf 
die  Bestimmung  des  in  einem  geeigneten  Medium  verlaufenden  Licht- 
strahles zurückführen  kann.  Und  nun  ruht  Hamiltons  Entdeckung, 
nach  welcher  die  Integration  der  dynamischen  Differentialgleichungen  mit 
der  Integration  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  Verbindung  steht,  einfach  darauf,  daß  Hamilton,  im  Anschluß 
an  die  große  physikalische  Bewegung  seiner  Zeit,  unternahm,  die  in  emis- 
siver  Form  bekannten  Resultate  der  geometrischen  Optik  vom  Standpunkte 
der  Undulationstheorie  abzuleiten.  Hamiltons  Integrationstheorie  der 
dynamischen  Differentialgleichungen  ist  zunächst  nichts  anderes  als  eine 
analytisch  allgemeine  Formulierung  der  in  physikalischer  Form  wohl- 
bekannten Beziehung  zwischen  Lichtstrahl  und  Lichtwelle.  —  Vermöge 
des  hiermit  gegebenen  Ausgangspunktes  wird  auch  die  unnötig  partikuläre 
Form  verständlich,  in  der  Hamilton  seine  Theorie  veröffentlichte  und 
über  die  dann  Jacobi  hinausging.  Hamilton  hatte  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  Strahlensysteme  zunächst  durchaus  praktische  Fragen  der 
Instrumentenkunde  im  Auge.  Daher  operiert  er  ausschließlich  mit  solchen 
Lichtwellen,  welche  von  einzelnen  Punkten  ausgehen.  Jacobis  Verall- 
gemeinerung läuft  darauf  hinaus,  daß  man  zur  Definition  des  Strahles 
ebensowohl  beliebige  andere  Lichtwellen  gebrauchen  darf.  Von  den  speziellen 
Wellen  aus  konstruiert  man  in  der  Optik  die  allgemeinen  bekanntlich  ver- 
möge des  sogenannten  Huygensschen  Prinzips;  diese  Konstruktion  ist 
ein  genaues  Äquivalent  für  den  analytischen  Prozeß,  vermöge  dessen  man 
in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von 
irgendwelcher  „vollständigen"  Lösung  zur  „allgemeinen"  Lösung  aufsteigt. 


[Die  Optik,  wie  sie  vorstehend  verstanden  wird,  ist  die  geometrische  Optik,  die 
mit  dem  Begriff  des  Lichtstrahles  operiert  (also  Beugungserscheinungen  prinzipiell 
ausschließt  und  beim  Gebrauch  gewöhnlicher  rechtwinkliger  Koordinaten  von  der 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zweiten  Grades: 

beherrscht  wird.  Sie  ist  von  der  physikalischen  Optik,  in  deren  Mittelpunkt  die  par- 
tielle Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ersten  Grades: 

^  dx""       dy-       dz-      c^  dt-  ~ 

steht,  zunächst  durchaus  verschieden;  sie  kann  aber  als  Grenzfall  der  letzteren  für 
den  Fall  unendlich  kleiner  Wellenlängen  angesehen  werden.  In  der  Tat:  man  setze 
in  (2)  für  0  den  Ausdruck  e'^=^i'lcf(x,y,z,t)  und  lasse  nun  k  unendlich  werden,  so  wird 
man  in  der  Grenze  die  Differentialgleichung  (1)  erhalten.  Vgl.  Debye  in  einem 
Aufsatze  von  A.  Sommerfeld  und  I.  Runge,  Annalen  der  Physik,  4.  Folge,  Bd.  35 
(1911),  S.  290.     K.] 


LXXI.  Über  das  Br  uns  sehe  Eikonal. 

[Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  46  (1901).] 


Im  21.  Bande  der  math.  phys.  Abhandlungen  der  Kgl.  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  (1895)  hat  Herr  Bruns  einen  bemerkens- 
werten Beitrag  zur  Strahlenoptik  veröffentlicht,  in  welchem  er  für  ein 
beliebiges  optisches  Instrument  den  Verlauf  eines  das  Instrument  durch- 
dringenden Lichtstrahles  mit  Hilfe  einer  Funktion  von  vier  Veränderlichen 
darstellt,  die  er  als  Eikonal  bezeichnet.  Ich  reproduziere  hier  seine 
Grundformeln  in  freier  Weise.  Man  bezeichne  den  Punkt,  in  welchem 
der  den  Objektraum  durchsetzende  Teil  des  Lichtstrahles  (wenn  nötig  ge- 
radlinig verlängert  gedacht)  die  JlF- Ebene  des  Objektraumes  schneidet, 
mit  I,  r;,  die  Eich tungskosinus,  die  er  (im  Objektraum)  mit  den  Koordi- 
natenachsen bildet,  mit  p,  q^  r;  die  entsprechende  Bedeutung  sollen  |', 
?/'  bzw.  p',  q  ,  r'  für  den  Bildraum  haben.  Dann  ist  das  Eikonal  in 
seiner  (hier  allein  in  Betracht  kommenden)  ursprünglichen  Form  eine 
Funktion  von  i,  y,  ^\  r]': 

vermöge  deren  sich  der  Verlauf  des  Lichtstrahls  im  Objektraum  und  Bild- 
raum mittels  folgender  Formeln  darstellt: 


1) 


öE  ,  ,      ,    ÖE 


q=  -  c 


iE  ,  .      ,    8E 


drj  '  "  drj 


1 1 


unter  c  bzw.  c'    die  Lichtgeschwindigkeit    im  Objektraum   und  Bildraum 
verstanden.     Ich  werde  diese  Formeln  kurz  so  zusammenfassen: 

(2)  dE  =  -\{vd\  +  qdn)  +  L,(p'dt  +  g'dn'). 

Hiermit  wolle  man  nun  die  Entwicklungen  vergleichen,  die  Hamilton 
1828  ff.  seinen  Untersuchungen  über  Strahlensysteme  zugrunde  gelegt  hat^). 

^)  [Wegen  der  genaueren  Nachweise  vgl.  etwa  die  Fußnote  -)  auf  S.  601   deö 
vorliegenden  Bandes] 
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Hamilton  beginnt  dort  damit,  den  Weg  des  ein  Instrument  durchdringen- 
den Lichtstrahles  in  der  von  Johann  Bernoulli  bzw.  Fermat  herrühren- 
den, heutzutage  allgemein  bekannten  Art  durch  die  Forderung  eines  Mini- 
maximums festzulegen.  Es  sei  o;,  ^,  2;  der  Ausgangspunkt  des  Lichtstrahles 
(im  Objektraum),  x\  y\  z'  sein  Endpunkt  (im  Bildraum),  c,  c^,  c.^,  . . .,  c' 
seien  die  Lichtgeschwindigkeiten  in  den  sukzessiven  Medien,  welche  der  Licht- 
strahl durchdringt,  J/,  JZj,  zlZ.2,  .  ..,  AI'  die  Weglängen,  die  er  in  diesen 
Medien  beziehungsweise  zurücklegt.  Die  Festlegung  des  Lichtstrahles  er- 
folgt dann  dadurch,  daß  man  verlangt,  es  solle  die  Summe: 

xy  z 

bei  festgehaltenem  Anfangspunkt  und  Endpunkt  eine  verschwindende  erste 
Variation  haben.  Soweit  Johann  Bernoulli.  Das  Neue  hei  Hamilton 
ist,  daß  er  die  Betrachtung  weiter  fortsetzt,  indem  er  vorsteheiide  Summe 
nach  Festlegung  des  Lichtstrahls  als  eine  Funktion  ihrer  beiden  End- 
punkte betrachtet: 

(3)  y^^=Q{x,y,z\x',y',z'). 

xyz 

Dieses  ö  ist  die  von  Hamilton  so  genannte  charakteristische  Funktion 
des  optischen  Instrumentes;  es  bedeutet  einfach  die  Zeity  welche  der  Licht- 
strahl [nach  den  Vorstellungen  der  Undulationstheorie]  gebraucht,  um  bei 
einem  Durchgange  durch  das  Instrument  von  x,  y,  z  nach  x' ,  y' ,  z'  zu 
kommen.  Dabei  ergibt  sich,  daß  man  den  Gang  des  Lichtstrahls  durch 
dieses  Q  in  einfachster  Weise  darstellen  kann;  man  hat  in  dieser  Beziehung 
die  Formeln: 


(4) 


die  ich  wieder  in  eine  zusammenfassen  will: 

(5)       dQ  = {jpdx  +  qdy  +  rdz)^-{p' dx'  -f  q' d  y'  -\- r' dz' ) . 

Beiläufig  folgt  aus   (4),  daß  Q  den  beiden   partiellen  Differentialgleichun- 
genügt: 


,          ,      ,    oQ 
P    =+«-»x" 

dQ 

^'-  +  «'•1?' 

dQ 

'--'■Tz' 

r'---c'M 

LXXI.   über  das  Brunssche  Eikonal,  605 

Die  Äiinlichkeit  der  solcherweise  mitgeteilten  Formeln  mit  denjenigen 
von  Bruns  liegt  auf  der  Hand,  und  es  scheint  um  so  wichtiger,  den 
Übergang  von  dem  einen  Formelsystem  zum  andern  anzugeben,  als  die 
Eikonalformeln  bei  Bruns  selbst  zunächst  auf  sehr  umständlichem  Wege 
—  durch  Heranziehung  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  mit 
Zugrundelegung  des  Malus  sehen  Satzes  —  aufgestellt  werden,  während 
Hamiltons  Entwicklungen  aus  der  Definition  von  Q  sofort  folgen  und 
an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen.  Eben  dieser  Übergang 
ist  denn  auch  der  Zweck  der  vorliegenden  kleinen  Mitteilung. 

Man  nenne  einfach  den  Abstand,  den  der  Punkt  x,y,z  des  Objekt- 
raums vom  Punkte!,  y,  0  daselbst  besitzt,  q,  ebenso  den  Abstand  von 
x',  y\  z'  und  |',  i]\  0  q  .    Es  ist  dann 

[a:  =  !  +  ^p,  a;'  =  |'  +  ^>', 

(7)  \y^^]-\-Qq->  y'  =  n'-\-Q'q\ 

\z^  QT  ,  z' =^  q' r\ 

Setzt  man  die  hier  sich  ergebenden  Werte  der  Differentiale 

dx  =^di  -\-  p'd^  ~r  Q-dp,  usw. 
in  (5)  ein,  so  kommt  nach  kürzester  Zwischenrechnung 

(H)  dQ=-~(dQ  +  pd^  +  qdr])  +  ^idQ'  +  p'di'-\-  q'dy') . 

Der  Vergleich  mit  (2)  gibt  daraufhin  (wenn  ich  die  etwaige  Inte- 
grationskonstante in  das  Eikonal  einrechne): 

Daher:  Das  Eikonal  ist  gleich  der  charakteristischen  Funktion  für 
(j  =  0,  o'  ==  0;  dasselbe  bedeutet  einfach  die  Zeit,  welche  die  Lichtbewegung 
gebraucht,  um  sich  entlang  dem  das  Instrument  durchdringenden  Strahl 
vom  Objektpunkte  $,  ?/,  0  zum  Bildpunkte  |',  y\  0  fortzupflanzen.  — 
Zugleich  ergibt  sich,  daß  sich,  bzw.  inwieweit  sich  das  Eikonal  vor  der 
allgemeinen  charakteristischen  Funktion  durch  prinzipielle  Einfachheit  aus- 
zeichnet. Die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (6)  verwandeln 
sich  nämlich  vermöge  der  Substitution  (7)  in  folgende: 

dQ l^  '^ß  _  1  . 

dp  c  '  dg'        c" 

das  Eikonal  E  ist  also  seinerseits  nicht  weiter  an  irgendwelche  partielle 
Differentialgleichung  gebunden. 

Ich  kann  diese  kleine  Note  nicht  schließen,  ohne  nachdrücklich  auf 
das  ganz  besondere  Interesse  von  Hamiltons  Untersuchungen  zur  Strahlen- 
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optik  hinzuweisen.  Die  Methode  der  charakteristischen  Funktion  führt 
ihn  einerseits  zur  weitgehenden  Behandlung  instrumenteller  Fragen  (wo- 
bei er  zahlreiche  Resultate  späterer  Autoren  antizipiert),  andererseits  zur 
Entdeckung  der  konischen  Refraktion  in  zweiachsigen  Kristallen.  Aber 
mehr  als  das,  sie  ist,  wie  ich  bereits  vor  zehn  Jahren  in  einem  vor  der 
Naturforscher- Versammlung  in  Halle  (1891)  gehaltenen  Vortrage  ausführte'-), 
der  leider  nicht  die  allgemeine  Beachtung  gefunden  hat,  die  ich  für  ihn 
in  Aussicht  nahm,  die  eigentliche  Wurzel  von  Hamiltons  Entdeckungen 
auf  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Dynamik!  Ich  kann  nur  den  Wunsch 
aussprechen,  daß  die  schwer  zugänglichen  und  sehr  zerstreuten  optischen 
Abhandlungen  Hamiltons  ebenfalls  gesammelt  dem  großen  Publikum  zu- 
gänglich gemacht  werden  möchten;  eine  solche  Publikation  würde  nicht  nur 
historisches  Interesse  haben,  sondern  auch  ohne  Zweifel  auf  unsere  heuti- 
gen Ideenbildungen  nach  vielen  Richtungen  klärend  und  fördernd  ein- 
wirken^). 


[Ich  füge  gern  noch  hinzu,  daß  Herr  Prange  in  einem  demnächst  in  den 
Nova  acta  Leopoldina,  Bd.  107  erscheinendem  Essay:  „W.  R.  Hamiltons  Arbeiten 
zur  Strahlenoptik  und  Mechanik"  darlegen  wird,  wie  bei  Hamilton  eine  Menge  von 
Auffassungsweisen  der  modernen  Variationsrechnung,  insbesondere  auch  die  Lehre 
von  den  Berührungstransformationen  antizipiert  ist.  Auch  hat  Hamilton  eine  große 
Anzahl  optischer  Resultate  abgeleitet,  die  später  von  anderen  Autoren  in  mehr  oder 
minder  vollkommener  Form  wiedergefunden  wurden.  Siehe  auch  eine  vorläufige  Mit- 
teilung von  Herrn  Prange  in  den  Jahresberichten  der  Deutschen  Mathematiker- 
vereinigung, Bd.  30,  1921.  K.] 


2)  Siehe  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  1  (1891/92). 
[Vgl.  die  vorstehende  Nr.  LXX.]  Ich  habe  den  Gegenstand  seit  Sommer  1891  in 
meinen  Vorlesungen  über  Mechanik  wiederholt  eingehend  entwickelt. 

^)  Herr  Bruns  schreibt  mir  zu  der  Entwicklung  des  Textes  noch  folgende  Be- 
merkungen: „Der  Zusammenhang  zwischen  der  charakteristischen  Funktion  und  dem 
Eikonal  bleibt  bestehen,  wenn  man  annimmt,  daß  das  Lichtteilchen  bei  jeder  Brechung; 
eine  gewisse  von  dem  Orte  des  Brechungspunktes  abhängende  Verzögerung  erfährt 
wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  Brechungspunkte  wie  gewöhnlich  eine  Fläche  oder 
aber  einen  körperlichen  Raum  erfüllen.  —  Im  übrigen  liefert  der  von  mir  betretene 
Weg  als  Entgelt  für  die  umständlichere  Herleitung  den  Nachweis,  daß  die  meisten 
Sätze  der  geometrischen  Optik  gar  nicht  optischer  Natur  sind,  sondern  der  reinen 
Liniengeometrie  angehören." 


LXXII.  Räumliche  Kolliiieationen  bei  optischen 
Instrumenten. 

[Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik/ Bd.  46  (1901).] 


Das  im  folgenden  abzuleitende  Resultat  ist  an  sich  nicht  neu,  sondern 
findet  sich  z.B.  bereits  in  der  (in  der  vorstehenden  Notiz  [Nr.  LXXI])  be- 
sprochenen) Abhandlung  von  Bruns  über  das  Eikonal.  Während  es  aber 
dort  nur  beiläufig  inmitten  umfangreicher  analytischer  Entwickelungen  auf- 
tritt, soll  dasselbe  hier  direkt  durch  bloße  geometrische  Betrachtung  ab- 
geleitet werden.  Das  Problem  ist,  zu  entscheiden,  welche  Beziehung 
zwischen  Objekt  und  Bild  bei  einem  absoluten  optischen  Instrument  be- 
stehen mag,  d.  h.  bei  einem  Instrument,  das  alle  Strahlen,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Objektraums  ausgehen,  genau  wieder  in  einen  Punkt 
des  Bildraums  vereinigt. 

Die  nächstliegende  Bemerkung,  die  man  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  machen  wird,  ist  die,  daß  die  Beziehung  zwischen  Objektraum 
und  Bildraum  jedenfalls  Icollinear  sein  muß  (vgl.  Czapski,  Theorie  der 
optischen  Instrumente  nach  Abbe,  Breslau  1893).  In  der  Tat  sind  ja 
die  beiden  Räume  von  vornherein  derart  aufeinander  bezogen,  daß  jeder 
geraden  Linie  des  einen  Raumes  (jedem  Lichtstrahl)  immer  eine  gerade 
Linie  des  anderen  Raumes  (der  zugehörige  Lichtstrahl)  entspricht,  — 
da  aber  nach  Voraussetzung  die  Beziehung  zugleich  eine  punktweise  sein 
soll,  so  kommt  man  auf  Grund  der  Moebiusschen  Netzkonstruktion 
in  bekannter  Weise  zu  einer  Kollineation.  Hierbei  hat  man,  was  den 
funktionentheoretischen  Charakter  der  Abbildung  des  einen  Raumes  auf 
den  zweiten  angeht,  nicht  anderes  vorauszusetzen,  als  die  Stetigkeit  der 
Beziehung;  daß  die  Abbildung  eine  analytische  ist,  ergibt  sich  aus  dem 
Beweisgange,  demzufolge  sie  eine  Kollineation  ist,  als  ein  beiläufiges  Resultat. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  einzusehen,  daß  die  statthabende  Kollineation 
von  sehr  spezieller  Art  ist.  Zu  dem  Zwecke  ziehe  ich  ein  Hilfsmittel 
heran,  welches  den  Geometern  an  sich  sehr  geläufig  ist,  aber  in  der  Optik 
wohl  kaum  noch  Verwendung  fand,  nämlich  die  Betrachtung  imaginärer 
gerader  Linien  oder  Lichtstrahlen.  („Lichtstrahl"  und  „gerade  Linie" 
sollen  dabei  als  Synonyma  gelten,   d.  h.  von  der  Richtung,  in  welcher  die 
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gerade  Linie  vom  Lichte  durchlaufen  wird,  soll  nicht  weiter  die  Rede  sein). 
Und  zwar  betrachte  ich  den  Verlauf  der  Brechung  unter  der  Annahme,  daß 
der  einfallende  Strahl  eine  MinimalUnie  ist,  d.  h.  eine  imaginäre  gerade 
Linie,  welche  den  Kugelkreis  schneidet.  Dabei  werde  ich  für  imaginäre 
Linien  dieselben  Formeln  in  Anwendung  bringen  wie  für  reelle.  Um  allen 
Zweifeln  aber,  die  in  dieser  Hinsicht  aufgeworfen  werden  möchten,  von  vorn- 
herein zu  entgehen,  will  ich  ausdrücklich  voraussetzen  (was  in  praktischer 
Hinsicht  keinerlei  Beschränkung  bedeutet),  daß  alle  brechenden  Flächen 
des  Instruments  f singularitätenfreie  Stücke]  algebraischer  Flächen  seien. 

Überlegen  wir  auf  Grund  der  so  getroffenen  Verabredung  zunächst  das 
elementare  Brechungsgesetz:  Für  eine  Minimallinie  ist  der  Sinus  des  mit 
•der  Flächennormalen  gebildeten  Winkels  bekanntlich  unendlich  groß  und 
umgekehrt  ist  durch  die  Forderung  eines  unendlich  großen  Sinus  eine 
Minimallinie  charakterisiert.  Es  folgt  also,  daß,  wenn  der  einfalleTide 
Strahl  längs  einer  Minimallinie  verläuft,  das  gleiche  für  den  gebrochenen 
Strahl  der  Fall  sein  muß.  —  Mit  diesem  Schluß  haben  wir  im  Grunde 
bereits  die  ausreichende  Grundlage  für  die  folgende  Überlegung.  Nur  der 
Genauigkeit  wegen  muß  noch  ein  kleiner  Exkurs  eingeschaltet  werden: 

Es  gibt  zwei  Minimallinien,  welche  durch  den  Treffpunkt  des  ein- 
fallenden Strahles  innerhalb  der  Einfallsebene  verlaufen:  die  eine  fällt  mit 
dem  einfallenden  Strahle  selbst  zusammen,  die  andere  mit  seinem  Spiegel- 
bilde. Welche  von  diesen  beiden  Linien  den  gebrochenen  Strahl  darstellt, 
bleibt  unbestimmt.  Das  Brechungsgesetz  enthält  nämlich,  wenn  man  es 
in  Cartesischen  Koordinaten  ausdrückt,  eine  Quadratwurzel,  über  deren 
Vorzeichen  wir  hier,  wo  wir  im  Imaginären  operieren,  nichts  Bestimmtes 
aussagen  können.  Es  hat  keinen  Zweck,  daß  ich  dies  hier  im  einzelnen 
erläutere,  vielmehr  werde  ich  mich  kurzweg  dahin  ausdrücken,  daß  ein 
Minimalstrahl  bei  jeder  Brechung  in  zwei  Minimalstrahlen  verwandelt 
wird  (von  denen  der  eine  mit  dem  einfallenden  Strahl  selbst,  der  andere 
mit  seinem  Spiegelbilde  zusammenfällt).  Haben  wir  n  brechende  Flächen, 
so  haben  wir  als  schließliches  Resultat  der  Brechung  2"  Minimalstrahlen;  — 
der  eine  derselben  fällt  immer  noch  mit  dem  ursprünglichen  Minimalstrahl 
zusammen,  er  hat  das  Instrument  durchdrungen  „als  wenn  es  ein  Röntgen- 
strahl wäre",  die  anderen  erhält  man,  indem  man  an  einer  beliebigen  Zahl 
der  aufeinander  folgenden  n  brechenden  Flächen  Spiegelung  hinzutreten  läßt. 

Die  hiermit  besprochene  Komplikation  hindert  nun  nicht,  hinsichtlich 
der  kollinearen  Abbildung,  welche  das  vorausgesetzte  absolute  Instrument 
vermittelt,  einen  einfachen  Schluß  zu  ziehen.  In  der  Tat:  eine  kollineare 
Abbildung  ist  für  alle  Linien  des  Raumes  eindeutig;  an  ihr  wird  also  von 
den  2"  Minimalstrahlen,  die  aus  einem  einfallenden  Minimalstrahl  bei  der 
Brechung  im  Instrument  entstehen,    nur   einer  partizipieren  können;    die 
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ganze  Komplikation  kommt,  soweit  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  in  Bede 
stehenden  kollinearen  Abbildung  beschränken,  in  Wegfall.  Wir  sagen  kurzweg : 

Die  Kollineation  zwischen  Ohjektraum  und  Bildraum  ist  so  beschaffen, 
daß  jeder  Minimalstrahl  des  ersteren  einen  Minimalstrahl  des  letzteren  liefert. 

Oder  noch  kürzer: 

Der  Kugelkreis  des  Objektraums  geht  in  den  Kugelkreis  des  Bild- 
raums über. 

Das  aber  will  besagen,  daß  unsere  Kollineation  in  der  Tat  eine  sehr 
spezielle  ist,  daß  sie  eine  Ähnlichkeitstransformation  ist^).  Diese  Ähn- 
lichkeitstransformation kann  dabei  noch  eine  direkte  oder  eine  inverse 
sein  (d.  h.  eine  solche,  bei  der  sich  rechts  und  links  vertauscht). 

Hiermit  haben  wir  bereits  das  Haaptstück  des  abzuleitenden  Resultates ; 
wir  werden  dasselbe  vervollständigen,  wenn  wir  nun  noch  den  Modul  der 
Ähnlichkeitstransformation  festlegen.  Ich  will  der  Allgemeinheit  wegen 
annehmen,  daß  die  Lichtgeschwindigkeit  c  im  Ojektraum  von  der  Licht- 
geschwindigkeit c'  im  Bildraum  verschieden  sei.  Der  Satz  ist  dann  ein- 
fach der,  daß  sich  die  Dimensionen  des  Objektraumes  zu  den  Dimensionen 
des  Bildraums  verhalten  wie  c  zu  c'^).  Ist  also  insbesondere  c  =  e',  so 
haben  Objektraum  und  Bildraum  gleiche  Abmessungen,  sie  sind  direkt 
oder  spiegelbildlich  kongruent  (was  das  eigentliche  hier  abzuleitende  Re- 
sultat ist).  — 

Zum  Beweise  ziehen  wir  nur  mehr  reelle  Raumelemente  in  Betracht 
und  nehmen  übrigens  an  die  Vorstellungsweisen  Anschluß,  von  denen  in 
der  vorstehenden  Notiz  („Über  das  Brunssche  Eikonal"  [Nr.  LXXI])  die 
Rede  war.  Dabei  werden  wir  uns  so  ausdrücken,  als  sei  die  Ähnlichkeits- 
transformation,  die  unser  Instrument  vermittelt,  eine  direkte;  sollte  es  eine 
inverse  sein,  so  könnte  man  das  Instrument  durch  Hinzufügen  eines  ebenen 
Spiegels  vervollständigen  und  dadurch  die  zunächst  inverse  Ähnlichkeit  in 
eine  direkte  verwandeln. 

Wir  wollen  jetzt  einfach  die  Zeit  betrachten,  welche  das  Licht  ge- 
braucht, um  von  einem  beliebigen  Objektpunkt  (den  ich  x,  y,  z  nennen 
will)  zum  entsprechenden  Bildpunkte  (der  x\  y\  z'  heißen  soll)  zu  gelangen. 
Diese  Zeit  muß  für  alle  von  x,  y,  z  auslaufenden  Strahlen  dieselbe  sein. 
Anderenfalls  würden  sich  nicht  alle  diese  Strahlen,  wie  doch  die  Voraus- 
setzung ist,  in  x\y\z'  wieder  vereinigen  können,  vielmehr  würden,  nach 
dem  Prinzip  von  Johann  Bernoulli,  nur  diejenigen  Strahlen  Objektpunkt 

1)  Vgl.  ßruns,  Eikonal,  S.  370. 

2)  Dieser  Satz  steht  bei  Bruns  zwischen  den  Zeilen.  Herr  Bruns  schreibt  mir 
in  dieser  Hinsicht:  „Der  Modul  fi  wird  in  Zeile  5  von  Seite  370  (der  Abhandlung 
über  das  Eikonal)  gleich  E  gefunden.  Die  Größe  E  ist  aber,  wie  die  Sätze  des  Textes 
zwischen  Formel  (91)  und  (92)  lehren,  identisch  mit  dem  in  (51b)  angesetzten 
Quotienten  n  :  N  der  Raumindizes." 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen,  IL  39 
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und  Bildpunkt  verbinden,  für  welche  diese  Zeit  ein  Minimaximum  ist. 
Ich  werde  die  betreffende  Zeit  also  als  Funktion  von  x,y,  z  allein  be- 
zeichnen  dürfen:  T==X{x,y,z). 

Es  seien  jetzt  x^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  z.^  zwei  neue  Objektpunkte,  welche 
vom  Punkte  x,  y,  z  um  das  gleiche  Stück  r  abstehen  (aber  übrigens  be- 
liebig angenommen  werden  sollen).  Das  uns  noch  unbekannte  Ähnlichkeits- 
verhältnis von  Bildraum  und  Objektraum  bezeichnen  wir  vorübergehend 
mit  X.  Dann  werden  also  die  Bildpunkte  x^^  2/1'?  ^1  ^^^  ^2^  2/2''  ^-2' 
unserer  neuen  Objektpunkte  von  dem  Bildpunkte  x\  y\  z'  des  ursprüng- 
lichen Objektpunktes  beide  um  kr  abstehen.  Ich  werde  mich  jetzt  so  aus- 
drücken, daß  ich  annehme,  der  Lichtstrahl,  welcher  von  x,y,z  nach  x^,y^^  z^ 
hinläuft,  durchdringe  weiterhin  unser  Instrument  und  erreiche  nach  einem 
endlichen  Wege  die  zugehörigen  Bildpunkte  ^);  er  wird  dann,  wegen  der 
direkten  Ähnlichkeit,  zuerst  auf  x\  y\  z\  und  erst  hinterher  auf  x^,  y^,  z^ 
treffen.  Die  Zeit,  welche  das  Licht  gebraucht,  um  von  x^y^z  nach  x^,  2/1?  ^1 
zu  gelangen,  ist  — ,    die    entsprechende   Zeit,    welche   auf   das  Stück   von 

Ar 
x\  y\  z'  bis  xl^  y^,  z\  entfällt,  — .    Wir  schließen,  daß  die  Funktion  X  für 

den  Punkt  x^,  1/1 5  ^1  ^^^  Wert  hat: 

T         Xr 

(1)  X  (^1. 2/i>  ^1)  =  X  {x,  y,  ^)---  +  jF' 

Genau  so  kommt  natürlich  (bei  den  entsprechenden  Annahmen): 

(2)  X(a:2,2/.2,22)  =  X(a;,  t/,  s) -^+^. 
Also : 

(3)  X  {x^,  2/1»  ^1)  =  ^  (^2»  2/2'  2:2). 

Nun  sind  aber  die  hier  benutzten  Punkte  x^,  y^,  z^  und  x^,  y^^  z.^ 
im  wesentlichen  zwei  ganz  beliebige  Objektpunkte.  Denn  die  Bedingung, 
durch  die  sie  ursprünglich  eingeführt  wurden:  von  einem  anderen  Objekt- 
punkte X,  y,  z  die  gleiche  Entferung  r  zu  haben,  legt  ihnen  in  Wirklich- 
keit gar  keine  Beschränkung  auf,  und  die  anderen  Annahmen,  die  wir 
machten,  hatten  nur  den  Zweck  leichterer  Ausdrucksweise.  Es  folgt,  daß 
die  Zeit  \{x,y,  z)  für  alle  Objektpunkte  dieselbe  ist;  sie  ist  eine  für 
unser  ,, absolutes"  Instrument  charakteristische  Konstante.  Dann  aber  ist 
auch  in  (1),  bzw.  (2)  X  {x^,  y^,  z^),  resp.  X  {x^^,  y.^,  z^)  gleich  X  {x,  y,  z), 

c' 
woraus  X  =  ~  folgt,  was  zu  beweisen  war.  — 

Hiermit  dürfte  die  anfängliche  Fragestellung  vollkommen  erledigt  sein. 
Das  Kesultat  hat  etwas  Enttäuschendes.    Um  bei  der  Annahme  c  =  c'  zu 


^)  In  dieser  Annahme  liegt  nichts  Wesentliches,  sondern  nur  eine  Fixierung  der 
weiterhin  auftretenden  Vorzeichen. 
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bleiben :  das  Instrument  wirkt  wie  ein  ebener  Spiegel  oder  eine  Zusammen- 
stellung mehrerer  ebener  Spiegel;  es  ist  als  Teleskop  wie  als  Mikroskop 
gleich  unbrauchbar.  Hieran  ist  nun  nichts  zu  ändern;  was  ich  noch  hinzu- 
zufügen habe,  bezieht  sich  nur  mehr  auf  die  Beseitigung  eines  mathe- 
matischen Bedenkens,  welches  man  gegen  die  Richtigkeit  des  Resultates 
haben  könnte. 

Das  Resultat  steht  nämlich  scheinbar  in  Widerspruch  mit  der  wohl- 
bekannten Tatsache,  daß  sich  die  Objektpunkte  und  Bildpunkte,  die  auf  der 
Achse  eines  optischen  Instrumentes  liegen,  auf  dieser  in  allgemeinster  Weise 
linear  entsprechen  und  daß  man  in  Übereinstimmung  hiermit  bei  kleiner 
Winkelöffnung  des 'Gesichtsfeldes  mit  Annäherung  von  einer  kollinearen 
Abbildung  der  Objektpunkte  in  der  Nähe  der  Achse  auf  ihnen  entsprechende 
Bildpunkte  reden  kann,  die  gewiß  keine  Ähnlichkeitstransformation  oder 
gar  kongruente  Transformation  ist.  Ich  werde  noch  kurz  zeigen,  daß  dieser 
Widerspruch  wegfällt,  wenn  man  sich  das  Zustandekommen  der  angeführten 
Tatsache  in  geeigneter  Weise  klar  macht*). 

Zu  dem  Zwecke  begnügen  wir  uns,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  da- 
mit, unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen  Strahlen  des  Objektraums  zu 
richten,  die  in  einer  beliebigen,  durch  die  Achse  des  Instruments  gelegten 
Meridianebene  liegen.  Die  entsprechenden  Strahlen  des  Bildraums  werden 
dieselbe  Meridianebene  erfüllen.  Man  hat  eine  Beziehung  der  Strahlen 
zweier  ebener  Strahlenfelder.  Und  nun  genügt  es,  wie  ich  behaupte,  diese 
Beziehung  als  analytisch  vorauszusetzen  und  anzunehmen,  daß  man  bei 
Betrachtungen  in  der  Nähe  des  einzelnen  Strahles  in  erster  Annäherung 
nur  die  linearen  Glieder  der  Taylor  sehen  Entwickelung  beizubehalten 
braucht,  um  alle  die  für  die  Achse  des  Instruments,  beziehungsweise  ihre 
Umgebung,  aufgestellten  Beziehungen,  soweit  sie  sich  auf  die  Strahlen  der 
einzelnen  Meridianebene  beziehen,  in  allgemeinster  Form  zu  erhalten.  (Die 
Achse  hat  dabei  innerhalb  der  einzelnen  Meridianebene  gar  nichts  Aus- 
gezeichnetes; sie  bekommt  ihre  gesonderte  Stellung  nur  dadurch,  daß  sie 
allen  Meridianebenen  zugleich  angehört.) 

In  der  Tat,  man  substituiere  einen  Augenblick,  um  geläufigere  Ver- 
hältnisse vor  Augen  zu  haben,  an  Stelle  der  beiden  ebenen  Geradenfelder 
zwei  ebene  Punktfelder;  ihre  gegenseitige  Beziehung  sei  durch  die  analy- 
tischen Gleichungen  gegeben: 

x'=(p{x,y),     y'=xp{x,  y). 

Handelt  es  sich  dann  nur  um  solche  Punkte  {x,y),  die  in  der  Nähe  einer 
festen  Stelle  (Xq,  i/o)  liegen,  so  wird  man  in  erster  Annäherung  schreiben 
dürfen: 


*)  Ich  kann  auch  hier  auf  Bruns  verweisen;  Eikonal,  S.  410,  Formel  (176). 

39* 
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-'=-'o+(ll)„(---o)  +  (a(.-2/o), 

^'=^'o+(a(---o)+(a(.-.o). 

Man  drückt  dies  gewöhnlich  (z.  B.  in  der  Kartographie)  so  aus,  daß  man 
sagt:  die  Umgebung  des  Punktes  x^,  y^  wird  auf  die  Umgehung  des 
Punktes  x'^,  y\  in  erster  Annäherung  affin  abgebildet.  Speziell  wird  das 
Büschel  der  von  ic^,  2/o  auslaufenden  Fortschreitungsrichtungen   ^^^"    auf 

das  Büschel  der  von  a;^',  y'^  auslaufenden  Fortschreitungsrichtungen  ~t~^' 

in  allgemeinster  Weise  projektiv  abgebildet  (was  eine  nicht  bloß  approxi- 
mative, sondern  genaue  Aussage  ist). 

In  den  so  gegebenen  Entwickelungen  und  Aussagen  braucht  man  nun 
nur  die  Punkte  x,  y,  bzw.  x\  y\  nach  dem  Prinzip  der  Dualität  durch 
gerade  Linien  zu  ersetzen,  um  die  Theoreme  zu  erhalten,  die  für  die  ebenen 
Strahlfelder,  bzw.  die  innerhalb  der  einzelnen  Meridianebene  in  der  Nähe 
der  Instrumentenachse  stattfindenden  optischen  Beziehungen  gelten.  (Für 
Lichtstrahlen,  welche  windschief  zur  Instrumentenachse  verlaufen,  muß 
hernach  noch  eine  ergänzende  Untersuchung  hinzukommen.)  — 

Und  mm  erledigt  sich  der  genannte  scheinbare  Widerspruch  dadurch, 
daß  die  Betrachtungen,  welche  wir  jetzt  anstellten,  mit  den  früheren,  die 
auf  der  Mo ebiusschen  Netzkonstruktion  ruhten,  gar  nichts  zu  tun  haben. 
Unsere  neuen  Betrachtungen  gehen  von  der  Möglichkeit  der  Taylor  sehen 
Entwickelung,  bzw.  von  der  Annahme  aus,  daß  man  diese  mit  den  linearen 
Gliedern  abbrechen  dürfe,  —  sie  sind  nur  insoweit  genau  richtig,  als  es 
sich  um  das  generelle  Entsprechen  der  Punkte  auf  der  Achse  handelt^  und 
gehören  übrigens  in  das  Gebiet  der  Approximationsmathemathik  — ,  die 
Moebiussche  Netzkonstruktion  dagegen  trägt  den  Charakter  der  modernen 
Präzisionsmathematik;  sie  operiert  prinzipiell  nur  mit  endlich  verschiedenen 
Linien  und  setzt  von  Hause  aus  nichts  anderes  als  die  Stetigkeit  der  in 
Betracht  kommenden  Abbildung  voraus.  Dies  Beides  ist  so  verschieden 
wie  möglich.  Der  Eindruck,  daß  es  sich  um  zusammengehörige  Über- 
legungen handeln  möchte,  ist  nur  durch  den  äußeren  Umstand  hervor- 
gerufen,  daß   beidemal   zum  Schluß  eine  lineare  Beziehung  herauskommt. 


[Die  Form  der  im  vorstehenden  eingehaltenen  Beweisführung  ist  dadurch  be- 
dingt gewesen,  daß  ich  die  fraglichen  Überlegungen  b.  Z.  (im  W.-S.  1900/01)  in  einer 
Vorlesung  über  projektive  Geometrie  vorgetragen  habe,  bei  der  die  Vorstellungsweisen 
der  Liniengeometrie  im  Vordergrunde  standen.  Ich  hätte  mich  sonst  bei  dem  Nach- 
weise, daß  die  mit  einem  vollkommenen  Instrumente  verbundene  Kollineation  eine 
Ähnlichkeitstransformation  ist,  kurz  auf  die  Hamiltonschen  Grundformeln  berufen 
können.  Siehe  wieder  die  auf  S.  606  genannten  Ausführungen  von  Herrn  Prange, 
wo  auch  viele  einschlägige  Literatur  zu  finden  ist.  K.] 


LXXIII.  The  present  state  of  Mathematics. 

[  Remarks  made  at  the  opening  of  the  Congress  on  Mathematics  and  Astronomy  on 

the  21st  of  August  1893  ^).] 


The  German  Government  has  commissioned  me  to  communicate  to 
this  Congress  the  assurances  of  its  good  will,  and  to  participate  in  your 
transactions.  In  this  official  capacity,  allow  me  to  repeat  here  the  invi- 
tation  given  already  in  the  general  session,  to  visit  at  some  convenient 
time  the  German  University  exhibit  in  the  Liberal  Arts  Building. 

I  have  also  the  honour  to  lay  before  you  a  considerable  number  of 
mathematical  papers,  which  give  collectively  a  fairly  complete  account  of 
contemporaneous  mathematical  activity  in  Germany.  Reserving  for  the 
mathematical  section  a  detailed  summary  of  these  papers,  I  mention  here 
only  certain  points  of  more  general  interest. 

When  we  contemplate  the  development  of  mathematics  in  this  nine- 
teenth  Century,  we  find  something  similar  to  what  has  taken  place  in 
other  Sciences.  The  famous  investigators  of  the  preceding  period,  Lagrange, 
Laplace,  Gauss,  were  each  great  enough  to  embrace  all  branches  of  ma- 
thematics and  its  applications.  In  particular,  astronomy  and  mathematics 
were  in  their  time  regarded  as  inseparable. 

With  the  succeeding  generation,  however,  the  tendency  to  specialisation 
manifests  itself .  Not  unworthy  are  the  names  of  its  early  representatives  : 
Abel,  Jacobi,  Galois  and  the  great  geometers  from  Poncelet  on,  and 
not  inconsiderable  are  their  individual  achievements.     But  the  developing 


^)  [Dieser  erste  allgemeine  Kongreß  der  Mathematiker  und  Astronomen  war  mit 
der  Weltausstellung  in  Chicago  (1893)  verbunden.  Die  vorliegende  Rede  wurde 
zuerst  veröffentlicht  in  „The  Monist",  t.  44,  1893  und  dann  abgedruckt  in  den  Ma- 
thematical papers,  read  at  the  international  mathematical  congress,  Chicago,  1893. 
New  York,  Macmillan  and  Co.,  1896,  Bd.  1.  Von  den  etwa  vierzig  Arbeiten,  die  dem 
Kongreß  vorgelegt  wurden,  stammt  beinahe  die  Hälfte  von  deutschen  Autoren,  deren 
Manuskripte  ich  zum  großen  Teil  in  meinem  Koffer  mitgebracht  hatte.  (Vgl.  Näheres 
in  dem  Vorwort  zu  den  genannten  Papers.)  An  den  Kongreß,  der  vom  21. — 26.  August 
dauerte,  schloß  sich  dann  vierzehntägig  das  von  mir  abgehaltene  im  vorstehenden 
bereits  wiederholt  genannte  Evanston  Colloquium.     Siehe  etwa  S.  225  S.     K.] 
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science  departs  at  the  same  time  more  and  more  from  its  original  scope 
and  purpose  and  threatens  to  sacrifice  its  earlier  unity  and  to  split  into 
diverse  branches.  In  the  same  proportion  the  attention  bestowed  upon 
it  by  the  general  scientific  public  diminishes.  It  became  almost  the 
custom  to  regard  modern  mathematical  speculation  as  so  mething  having 
no  general  interest  or  importance,  and  the  proposal  has  often  been  made 
that,  at  least  for  purpose  of  Instruction,  all  results  be  formulated  from 
the  same  standpöints  as  in  the  earlier  period.  Such  conditions  were  un- 
questionably  to  be  regretted. 

This  is  a  picture  of  the  past.  I  wish  on  the  present  occasion  to 
State  and  to  emphasize  that  in  the  last  two  decades  a  marked  improve- 
ment  from  within  has  asserted  itself  in  our  science,  with  constantly  in- 
creasing  success. 

The  matter  has  been  found  simpler  than  was  at  first  belle ved.  It 
appears  indeed  that  the  diiferent  branches  of  mathematics  have  actually 
developed  not  in  opposite,  but  in  parallel  directions,  that  it  is  possible 
to  combine  their  results  into  certain  general  conceptions.  Such  a  general 
conception  is  that  of  the  Function,  in  particular  that  of  the  analytical 
function  of  the  complex  variable.  Another  conception  of  perhaps  the 
same  ränge  is  that  of  the  Group,  which  just  now  Stands  in  the  foreground 
of  mathematical  progress.  Proceeding  from  this  idea  of  groups,  we  learn 
more  and  more  to  coordinate  different  mathematical  sciences.  So,  for 
example,  geometry  and  the  theory  of  numbers,  which  long  seemed  to 
represent  antagonistic  tendencies,  no  longer  form  an  antithesis,  but  have 
come  in  many  ways  to  appear  as  different  aspects  of  one  and  the  same 
theory. 

This  unifying  tendency,  originally  purely  theoretical,  comes  inevitably 
to  extend  to  the  applications  of  mathematics  in  other  sciences,  and  on 
the  other  band  is  sustained  and  reinforced  in  the  development  and  exten- 
sion  of  these  latter.  I  assume  that  detailed  examples  of  this  interchange 
of  influence  may  be  not  without  various  interest  for  the  members  of  this 
general  session,  and  on  this  account  have  selected  for  brief  preliminary 
mention  two  of  the  papers  which  I  have  later  to  present  to  the  mathe- 
matical section. 

The  first  of  these  papers  (from  Dr.  Schönflies)  presents  a  review  of 
the  progress  of  mathematical  crystallography.  Sohncke,  about  1877,  treated 
crystals  as  aggregates  of  congruent  molecules  of  any  shape  whatever, 
regularly  arranged  in  space.  In  1884  Fedorow  made  further  progress  by 
admitting  the  hypothesis  that  the  molecules  might  be  in  part  inversely 
instead  of  directly  congruent.  In  the  light  of  our  modern  mathematical 
developments   this  problem  is  one  of  the  theory  of  groups,   and  we  have 
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thus  a  convenient  starting-point  for  the  Solution  of  the  entire  question. 
It  is  simply  necessary  to  enumerate  all  discontinuous  groups  which  are 
contained  in  the  so-called  chief  group  of  space-transformations.  Dr.  Schön- 
flies  has  thus  treated  the  subject  in  a  text-book  (1891)  while  in  the  pre- 
sent paper  he  discusses  the  details  of  the  historical  development. 

In  the  second  place,  I  will  mention  a  paper  which  has  more  imme- 
diate  interest  for  astronomers,  namely,  a  resume  by  Dr.  Burkhardt  of 
"The  Relations  between  Astronomical  Problems  and  the  Theory  of  Linear 
Differential  Equations".  This  deals  with  those  new  methods  of  Compu- 
ting perturbations,  which  were  brought  out  first  in  your  country  by 
Newcomb  and  "i^iU;  in  Europe,  by  Gylden  and  others.  Here  the  mathe- 
matician  can  be  of  use,  since  he  is  already  familiär  with  linear  differen- 
tial  equations  and  is  trained  in  the  deduction  of  strict  proofs;  but  even 
the  professional  mathematician  fir^ds  here  much  to  be  learned.  Hill's 
researches  involve  indeed,  —  a  fact  not  yet  sufficiently  recognised,  — 
a  distinct  advance  upon  the  current  theory  of  linear  differential  equations. 
To  be  more  precise,  the  interest  centres  in  the  representation  of  the  Inte- 
grals of  a  differential  equation  in  the  vicinity  of  an  essentidlly  singular 
point.  Hill  furnishes  a  practical  Solution  of  this  problem  by  the  aid  of 
an  instrument  new  to  mathematical  analysis,  —  the  admissibility  of  which 
is,  however,  confirmed  by  subsequent  writers,  —  the  infinitely  extended, 
but  still  convergent,  determinant. 

Speaking,  as  I  do,  under  the  influence  of  our  Göttingen  traditions, 
and  dominated  somewhat,  perhaps,  by  the  great  name  of  Gauss,  I  may 
be  pardoned  if  I  characterise  the  tendency  that  has  been  outlined  in  these 
remarks  as  a  return  to  the  gener al  Gaussian  programme.  A  distinction 
between  the  present  and  the  earlier  period  lies  evidently  in  this:  that 
what  was  formerly  begun  by  a  single  master-mind,  we  now  must  seek  to 
accomplish  by  united  efforts  and  Cooperation.  A  movement  in  this  di- 
rection  was  started  in  France  some  time  since  by  the  powerful  influence 
of  Poincare.  For  similar  purposes  we  three  years  ago  founded  in  Ger- 
many  a  mathematical  society,  and  I  greet  the  young  society  in  New  York 
and  its  Bulletin  as  being  in  harmony  with  our  aspirations.  But  our 
mathematicians  must  go  further  still.  They  must  form  international  unions, 
and  I  trust  that  this  present  World's  Congress  at  Chicago  will  be  a  step 
in  that  direction. 


LXXIV.  Über  die  Bewegung  des  Kreisels^). 

[Nachrichten  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  v.  J.  1896.] 


Die  Funktionentheorie  komplexer  Variabler  hat  uns  für  die  Darstellung 
der  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  seit  lange  mit 
einem  besonders  einfachen  Formelsystem  versehen,  welches  für  die  Zwecke 
der  Mechanik,  soviel  ich  weiß,  noch  nicht  ausgenutzt  worden  ist,  so  wahr- 
scheinlich es  von  vornherein  erscheinen  muß,  daß  dies  mit  besonderem 
Vorteil  geschehen  kann.  Man  lege  um  den  festen  Punkt  0  eine  Kugel, 
auf  der  man  in  Riemannscher  Weise  eine  komplexe  Variable  C  inter- 
pretiert. Die  Drehungen  um  0  sind  dann  einfach  durch  diejenigen  uni- 
modularen  linearen  Substitutionen  gegeben: 

^^^  ^        yZ  +  5' 

bei  denen  einerseits  a  und  d ,  andererseits  ß  und  —  y  konjugiert  imaginär 
sind  (vgl.  z.B.  meine  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  1884,  S.  32).  Bei  der 
Behandlung  irgendwelcher  Eotationsaufgabe  wird  es  also  darauf  ankommen, 
die  hier  auftretenden  Koeffizienten  a,  ß,  y,  6  als  geeignete  Funktionen  der 
Zeit  t  darzustellen. 

Ich  habe  dies  insbesondere  für  den  gewöhnlichen  Kreisel  ausgeführt, 
d.  h.  einen  der  Schwerkraft  unterworfenen  Rotationskörper,  der  in  einem 
Punkte  seiner  Achse  festgehalten  ist.  C  =  oo  bezeichne  den  obersten 
Punkt  der  im  festbleibenden  Räume  um  0  herumgelegten  Kugel,  Z  =  oo 
die  Kreiselspitze  (überhaupt  Z  die  komplexe  Variable  auf  der  mit  dem 
Kreisel  verbundenen  kongruenten  Kugel).  Das  Resultat  ist,  daß  a,  ß,  y,  d 
[nach  Her  mit  es  Ausdrucksweise]  solche  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
werden,  welche  im  Zähler  und  Nenner  nur  eine  einzelne  Thetafunktion 
enthalten.  Da  der  Nenner  bei  allen  vier  Ausdrücken  derselbe  ist,  so  findet 
die  Kurve,  welche  wir  aus  (1)  für  die  Bewegung  der  Kreiselspitze  ableiten: 

(2) f  =  7 

^)  Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Januar  1896. 
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gleichfalls  eine  Darstellung  mit  nur  einem  Thetafaktor  im  Zähler  und 
Nenner.  Andererseits  erhält  man  beispielsweise  für  den  Polhodiekegel, 
außer  r  =  Konst., 

(3)  y  +  ,-,  =  2i(/^|-,5f), 

also  einen  Ausdruck  mit  zwei  Thetafaktoren  im  Zähler  und  Nenner, 
usw.  usw. 

Es  ist  interessant,  zu  verfolgen,  wie  diese  einfachen  Formeln  in  den 
in  der  Literatur  vorliegenden  Entwicklungen  überall  indirekt  zur  Geltung 
kommen,  ohne  daß  man  sie  klar  als  solche  erkannt  und  an  die  Spitze 
der  Betrachtung  ^^estellt  hätte.  Beispielsweise  hat  man  statt  der  auf  der 
Kugel  gelegenen  Kurve  (2)  durchweg  deren  Horizontalprojektion  betrachtet; 
für  diese  aber  finden  wir: 

(4)  x  +  iy  =  2aß, 

wo  nun  Zähler  und  Nenner  je  zwei  Thetafaktoren  aufweisen,  was  nach  (2) 
eine  unnötige  Komplikation  ist^). 


^)  [Wegen  der  Beziehungen  zu  einer  Vorlesung  von  Weierstraß  vom  Jahre 
1879  siehe  Kreiselbuch,  Heft  II,  S.  511,  512.  Vgl.  ferner  das  Zitat  auf  Heß  in 
Fußnote  ')  auf  S.  634  des  vorliegenden  Bandes.] 


LXXV.  The  mathematical  Theory  of  the  Top. 

Lectures  delivered  on  the  occasion  of  the  sesquicentennial  celebration  of  Princeton 

University  (1896) i). 


Lecture  I. 

In  the  foUowing  lectures  it  is  proposed  to  consider  certain  interesting 
and  important  questions  of  dynamics  from  the  standpoint  of  the  theory 
of  functions  of  the  complex  variable.  I  am  to  develop  a  new  method, 
which,  as  I  think,  renders  the  discussion  of  these  questions  simpler  and 
more  attractive.  My  object  in  presenting  it,  however,  is  more  general 
than  that  of  throwing  light  on  a  particular  class  of  problems  in  dynamics. 
I  wish  by  an  illustration  which  may  fairly  be  regarded  as  representative 
to  make  evident  the  advantage  which  is  to  be  gained  by  dynamics  and 
astronomical  and  physical  science  in  general  from  a  more  intimate  asso- 
ciation  with  the  modern  pure  mathematics,  the  theory  of  functions  espe- 
«ially. 

I  venture  to  hope,  therefore,  that  my  lectures  may  interest  engineers, 
phy'sicists,  and  astronomers  as  well  as  mathematicians.  If  one  may  accuse 
mathematicians  as  a  class  of  ignoring  the  mathematical  problems  of  the 
modern  physics  and  astronomy,  one  may,  with  no  less  justice  perhaps, 
accuse  physicists  and  astronomers  of  ignoring  departments  of  the  pure 
mathematics  which  have  reached  a  high  degree  of  development  and  are 
£tted  to  render  valuable  Service  to  physics  and  astronomy.  It  is  the 
great  need  of  the  present  in  mathematical  science  that  the  pure  science 
and  those  departments  of  physical  science  in  which  it  finds  its  most  im- 
portant applications  should  again  be  brought  into  the  intimate  association 
which  proved  so  fruitful  in  the  work  of  Lagrange  and  Gauss. 


^)  These  lectures  on  the  analytical  formulse  relating  to  the  motion  of  the  top 
were  delivered  on  Monday,  Tuesday,  Wednesday,  and  Thursday,  October  12 — 15, 
1896.  They  were  reported  and  prepared  in  manuscript  form  by  Professor  H.  ß.  Fine 
of  Princeton  University,  and  the  manuscript  was  revised  by  Professor  Klein.  [Die 
Vorträge  sind  1897  vom  Verlage  Charles  Scribners  Sons  in  New  York  herausgegeben 
und  werden  hier  mit  dessen  freundlicher  Erlaubnis  abgedruckt.] 
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I  shall  confine  my  discassion  mainly  to  the  problem  presented  in  the 
motion  of  a  top  —  meaning  for  the  present  by  "top"  a  rigid  body  ro- 
tating  about  an  axis  [of  dynamical  symmetryj,  when  a  single  point  in 
this  axis,  not  the  centre  of  gravity,  is  fixed  in  position. 

In  the  present  lecture  I  shall  present  some  preliminary  considera- 
tions  of  a  purely  geometrical  character^).  But  it  is  necessary  first  of  all 
to  obtain  an  analytical  representation  of  the  rotation  of  a  rigid  [sym- 
metrica!] body  about  a  fixed  point,  and  I  shall  begin  with  a  Statement 
of  the  methods  ordinarily  used. 

We  introduce  two  Systems  of  rectangular  axes  both  having  their  origin 
at  the  fixed  p9int:  the  one  system,  x,  y,  2,  fixed  in  space;  the  other, 
X,  Y,  Z,  fixed  in  the  rotating  body.  Then  the  ordinary  equations  of 
transformation  from  the  one  system  to  the  other,  which  may  be  exhibited 

in  the  scheme: 

X     Y    Z 


(1) 


give  at  once,  when  the  nine  direction  cosines,  a,  b,  c,  a\  ...  are  known 
functions  of  the  time  t^  the  representation  of  the  motion  of  the  movable 
System  X,  F,  Z,  with  respect  to  the  fixed  system  x,  y,  z. 

As  is  well  known,  these  cosines  are  not  independent;  they  are  rather 
functions  of  but  three  independent  quantities  or  parameters.  It  is  cus- 
tomary  to  employ  one  or  other  of  the  following  sets  of  parameters,  both 
of  which  were  introduced  by  Euler. 

The  first  set  of  parameters,  which  is  non-symmetrical,  consists  of 
the  angle  '&  which  the  Z-axis  makes  with  the  2- axis,  and  the  angles  (p 
and  Y'»  which  the  line  of  intersection  of  the  xy-  and  XF- planes  makes 
with  the  X-axis  and  the  a;-axis  respectively.  Because  of  the  frequent 
use  made  of  these  parameters  in  astronomy,  I  shall  call  them  the  "astro- 
nomical  parameters".  When  the  cosines  a,  b,  c,  ...  have  been  expressed 
in  terms  of  them,  the  orthogonal  Substitution  (1)  becomes: 

X  Y  Z 


X 

a 

b 

c 

y 

a' 

b' 

c' 

z 

a" 

6" 

c" 

X 

(2)2/ 
z 


cos  99  cos  1/;  — cos  ^  sin  99  sin  1/;,    —  sin  9?  cos  1/^  — cos  1^  cos  9?  sin  t/^,        sin^^siny;, 
cos  99  sin  i/;^- cos  1^  sin  99  cos?/;,    —  sin  99  sin  t/;  + cos  ^00599  cos  1/;,    —  sini^cosi/;, 
sin  ?^  sin  99,  sin  ^^  cos  99,  cosi^. 


2)  [Zur  Lecture  I  vgl.  die  ausführliche  Darstellung  in   meinem   und  Sommer- 
felds Kreiselbuch,  Heft  I,  Kap.  I,  §§  2,  3,  4.     K.] 
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The  second  set  of  parameters  may  be  defined  as  follows.  Every  dis- 
placement  of  our  body  is  equivalent  to  a  simple  rotation  about  a  fixed 
axis.  Let  co  be  the  angle  of  rotation,  and  a,  b,  c  the  angles  which  the 
axis  makes  with  OX,  OY,  OZ;  and  set 


cos  a  sm 


2  ' 


B  =  cos  b  sin 


C 


cos  c  sm 


D  =  cos 


2  • 


The  quantities  Ä,  B,  O,  D  (of  which  but  three  are  independent, 
since,  as  will  be  seen  at  once,  A  -\-  B  -}-  C  -\-  D  =1)  are  the  para- 
meters under  consideration.  In  terms  of  them  our  orthogonal  Substitu- 
tion (1)  is 

X  Y  Z 


(3) 


2{AC+BD), 
2{BC-AD), 
D^^-\-C'-A'-B\ 


1 


D^^A''-B^-C\     2{AB-CD), 
2{AB-\-CD),  D^  +  B''  -G^ 

2{AC-BD),  2{BG-\-AD), 

or,  if  use  be  not  made  of  the  relation 

^V^'  +  ^'  +  i)' 

a  Substitution  with  these  coefficients  each  divided  hy  A  -^B^-\-C  +D  . 

I   shall   call  these  the  "quaternion  parameters",   inasmuch  as  the  quater- 

nionists  make  frequent  use   of  them.     The    quaternion    corresponding  to 

our  rotation  is 

q=^D-^iA-^jB-\-kG. 

These  parameters  are  very  symmetrical,  and  for  that  reason  very  attrac- 
tive.  Nevertheless,  they  do  not  prove  to  be  the  most  advantageous  system 
for  our  present  purpose.  Our  problem  is  not  a  symmetrical  problem.  In 
it  one  of  the  axes,  02,  in  the  direction  of  gravity,  plays  an  exceptional 
role;  the  motion  of  the  top  is  not  isotropic. 

Instead  of  either  of  these  commonly  used  Systems  of  parameters, 
I  propose  to  introduce  another,  which  so  far  as  I  know  has  not  yet  been 
employed  in  dynamics. 

Let  a;,  t/,  z  be  the  coordinates  of  a  point  on  a  sphere  fixed  in  space 
which  has  the  radius  r  and  the  centre  O,  and  X,  F,  Z  the  coordinates 
of  a  point  on  a  sphere  congruent  with  the  first  but  fixed  in  the  rotating 
body.  As  the  body  rotates,  the  second  sphere  slides  about  on  the  first, 
but  remains  always  in  congruence  with  it. 

It  is  characteristic  of  every  point  on  the  first  sphere  that  the  relation 


x  +  iy 

r  —  z 


r  +  z 
x-iy 


holds  good  between  its  coordinates. 
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If  we  represent  the  values  of  the  equal  ratios  by  C,  obviously  C  is 
a  Parameter  for  the  points  of  the  sphere,  which  completely  determines 
one  of  these  points  for  every  value  that  it  may  take.  Thus  the  upper 
extremity  of  the  s-axis  is  characterized  by  the  value  oo  of  C,  the  lower 
extremity  by  the  value  0;  to  real  values  of  C  correspond  the  points  on 
the  great  circle  of  the  sphere  in  the  plane  y  =  0,  and  to  pure  imaginary 
values  the  points  of  the  great  circle  in  the  plane  x  =  0. 

For  the  points  of  the  second  sphere,  in  like  manner,  there  is  a  para- 
meter  Z  connected  with  the  coordinates  X,  F,  Z  by  the  equations, 

X  +  iY  _  _r±Z_  _  7 
r-Z    ~  X-iY~  ^' 

which  defines  these  points  as  t  defined  the  points  of  the  fixed  sphere. 

If  now  C  and  Z  be  parameters  of  corresponding  points  on  the  two 
spheres,  what  is  the  relation  between  these  parameters  when  the  second 
sphere  is  subjected  to  a  rotation?  It  is  a  simple  linear  relation  of  the 
form 

_aZ+£ 

in  which  a,  ß,  y,  d  are  themselves  in  general  complex  quantities,  hut  so 
related  that  a  is  the  conjugate  imaginary  to  d ,  and  ß  to  —  / ;  or^  adop- 
ting  the  ordinary  notation,  a  =  d  and  ß  =  —  y. 

It  is  obvious,  a  priori,  that  the  relation  must  be  linear,  and  a  very 
simple  reckoning  such  as  I  have  given  in  my  treatise  on  the  Icosahedron 
(p.  32)  establishes  the  special  relations  among  the  coefficients.  There  are 
but  four  real  quantities  involved  in  a,  ß,  y,  (5,  only  the  ratios  of  which 
need  be  considered  independent,  since  these  ratios  alone  appear  in  the  ex- 
pression  for  C;  unless,  as  is  generally  more  convenient,  we  introduce  the 
further  relation  ad  —  ßy  =  1 . 

It  is  these  quantities  a,  ß,  y,  ö  connected  by  the  relation  ad  —  ßy  =  l, 
which  together  with  C  we  propose  to  use  as  our  parameters  in  the  dis- 
cussion  of  the  problem  now  under  consideration.  They  were  introduced 
into  mathematics  by  Riemann  forty  years  ago,  and  have  proved  to  be 
peculiarly  useful  in  different  geometrical  problems  intimately  connected 
with  the  theory  of  functions,  especially  in  the  theory  of  minimal  surfaces 
and  the  theory  of  the  regulär  solids.  We  hope  to  show  that  they  may  he 
employed  to  quite  as  great  advantage  in  the  study  of  all  problems  con- 
nected with  the  motion  of  a  rigid  hody  about  a  fixed  point. 

Corresponding  to  the  orthogonal  Substitution  (1),  we  have  in  terms 
of  our  new  parameters  the  Substitution 


x-\-iy 

a^ 

2  aß 

ß' 

—  z 

ay 

ad  +  ßy 

ßö 

x-\-iy 

7' 

2yd 

ö' 
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X^iY         -Z      -X-^iY 


(4 


as  may  be  demonstrated  without  serious  reckoning  as  follows.  And  I  may 
remark  incidentally  that  it  seems  to  me  better  wherever  possible  to  effect 
a  mathematical  demonstration  by  general  considerations  which  bring  to 
light  its  inner  meaning  rather  than  by  a  detailed  reckoning,  every  step 
in  which  the  mind  may  be  forced  to  accept  as  incontrovertible,  and  yet 
have  no  understanding  of  its  real  significance. 
Consider  the  sphere  of  radius  0, 

^"^  +  2/' +  =2'' =  0  . 

It  is  an  imaginary  cone  whose  generating  lines  join  the  origin  to  the 
so-called  "imaginary  circle  at  infinity",  the  circle  in  which  all  spheres 
intersect  at  infinity.     For  this  sphere, 

—  z  X  —  iy  ^ 

or  X  ^  iy  :  —  z  :  X  —  iy  =  t,^^  :  i^  :  —  \  . 

Here  to  each  value  of  the  parameter  ^  there  corresponds  a  single  (im- 
aginary) generating  line  of  -the  cone,  and  vice  versa.  In  other  words,. 
there  is  a  relation  of  one-to-one  correspondence  between  the  (imaginary) 
generating  lines  of  the  cone  and  the  values  of  ^ ,  or  the  cone  is  unicursaL 
There  is,  of  course,  the  same  relation  between  the  generating  lines  of 
the  congruent  cone  z'  +  7'  +  Z'  =  0 

which  is  fixed  in  the  moving  body,  and  the  parameter 

^~     -Z     ~  X-iY  ' 

When  the  body  rotates,  this  cone  is  simply  carried  over  into  itself, 
so  that  the  generating  lines  in  their  new  position  are  in  one-to-one  corre- 
spondence with  the  same  generating  lines  in  their  original  position.  Be- 
tween the  Parameters  Z  and  t,  which  correspond  to  the  generating  lines 
in  these  two  positions,  there  is,  therefore,  also  a  relation  of  one-to-one 
correspondence,  or  the  two  are  connected  linearly,  i.e.  by  a  relation  of 
the  form:  _  ,  ^ 

r  —  —~tA 

where,  as  above,  we  suppose 

ad-  ßy^l. 


y 
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If  now  we  avail  ourselves  of  the  advantages  to  be  had  from  the  use 
of  homogeneous  equations  and  substitutions  by  replacing 

Cby  ^,     and  Z  by  |t, 

this  Single  equation  may  be  replaced  by  the  two  homogeneous  equations : 

^,=^yZ,  +  dZ,, 

and  the  equations  connecting  x,  y,  z,  and  t,  and  X,  Y,  Z,  and  Z  become: 

^y  +  iy^-z:-x  +  iy  =  C!:C^C,:ri, 

X  +  iY:-Z:-X  +  iY=Z^:Z,Z,:Zl 

From  these  equations  it  follows  that 

x-{-iy  =  a"-  (X+  iY)  +  2aß  {- Z)  +  ß\- X  +  iY) 

-z    =ay{X  +  iY)  +  {ad  +  ßr){-Z)-{-ßd{-~X  +  iY) 
-x^iy^y^-{X-\-iY)-{~  2yd  (-  Z)  +  6^  (-  X  +  iY) . 

For  it  is  immediately  obvious  that  x -{- iy  is  proportional  to  ^i, 
therefore  to 

and  therefore  finally  to 

a\X-^iY)-^2aß{-Z)-\-ß\~X  +  iY); 

and  in  like  manner,  that  —  z  and   —■  x  -^  iy  are  proportional  to 

«y  (Z  +  iY)  +  {ad  +  /?y)  (_  Z)  +  /Jd  (  -  r+  *T) , 
and 

respectively.  And  that  x  -^iy ,  —  z,  ~  x  -\-iy  are  severally  eqiuil  to 
these  expressions  and  not  merely  proportional  to  them,  follows  from  the 
fact  that  the  determinant  of  the  orthogonal  Substitution  connecting  x,  y,  z 
with  X,  Y,  Z  must  equal  1 . 

The  demonstration,  to  be  sure,  applies  directly  to  the  points  of  the 
imaginary  cone  only.  But  it  is  known  in  advance  that  the  transforma- 
tion  which  we  are  considering  is  a  linear  one  for  all  points  of  space.  Its 
coefficients  are  the  same  for  all  points,  and  we  have  merely  availed  our- 
selves of  the  fact  that  the  imaginary  cone  remains  unchanged  by  the  trans- 
formation  to  determine  them.    The  same  result  might  have  been  reached, 

though  less  simply,  by  using  the  general  formula  C  =  — — .  The  equa- 
tions (4),  therefore,  are  those  which  connect  the  coordinates  of  the  initial 
and  final  positions  of  any  point  rigidly  attached  to  the  rotating  body. 
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Th^  relations  between  our  new  parameters,  a,  ß,  y,  d,  and  the  astro- 
nomical  parameters,  '&,  cp,  yj,  on  the  one  Land,  and  the  quaternion  para- 
meters A,  B,  G,  D,  on  the  other,  are  of  immediate  interest  and  of  im- 
portance  in  the  subsequent  discussion.  They  are  to  be  had  very  simply 
by  a  comparison  of  the  coefficients  in  the  three  schemes  (2),  (3),  (4), 
and,  after  reduction,  prove  to  be: 


(5) 


and 


oj  =  cos  -g-  •  e     ^     ,  ^  =  »  sin  Y  •  ß      ^      , 

i(cp—ip*)  -i(<p  +  rp) 

y  =  i^m--.e     2      ,  a  =  cos  y  e      ^      , 

ia  =  D  +  iC,  ß  =  -B-\-iA, 


{y  =  B  +  iA,         d  =  D~iC. 

Our  new  parameters  are  thus  imaginary  combinations  of  the  real 
parameters  in  ordinary  use.  Mathematical  physics  affords  many  examples 
of  the  advantage  to  be  gained  by  employing  such  imaginary  combinations 
of  real  quantities.  It  is  only  necessary  to  cite  the  use  made  of  them 
in  optics  by  Cauchy. 

I  may  remark  that  Darboux  in  bis  Legons  sur  la  theorie  generale 
des  surfaces,  Livre  I,  treats  the  subject  of  rotation  in  a  manner  which 
is  very  similar  to  that  which  we  have  followed.  But  with  him  the  C 
itself  is  considered  directly  as  a  function  of  the  time  and  not  the  sepa- 
rate coefficients,  et,  /?,  y^  d,  His  method  thus  lacks  the  simplicity  which 
is  possible  when  these  are  made  the  primary  functions. 

We  now  turn'to  a  brief  consideration  of  the  meaning  of  the  Substitution 

^       yZ  +  d' 
when  a,  ß,  y,  S    are    still    regarded    as  functions    of    the   time,    but  are 
general  complex  quantities,  not  connected  by  the  special  relations  a=^d, 

ß  =  -7- 

We  shall  consider  t  also  as  capable  of  complex  values,  not  for  the 
sake  of  studying  the  behavior  of  a  fictitious,  imaginary  time,  but  because 
it  is  only  by  taking  this  step  that  it  becomes  possible  to  bring  about  the 
intimate  association  of  kinetics  and  the  theory  of  functions  of  a  complex 
variable  at  which  we  are  aiming. 

What  is  the  meaning  of  the  above  formula?  It  is  still  a  real  trans- 
formation  of  the  sphere  on  which  we  have  defined  C  into  itself,  a  linear 
transformation  in  which  the  coefficients  are  all  real. 

If  the  radius  of  the  sphere  be  1,  as  we  shall  assume  throughout  the 
discussion  of  this  general  transformation,  or  its  equation  when  written 
homogeneously,  be :  ^,2  _j_  ^2  _|_  jj2  _  ^2  ^  q  ^ 
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the   equations   connecting  x,  y,  s,  t  and  X,  Y,  Z,  T  are  those  indicated 
in  the  following  scheme: 

X^iYX-iYT  +  Z    T-Z 


X 


(6) 


iy 

t  +  z 
t-z 


a6 

ßr 

ay 

ßd 

7~ß 

da 

yä 

6ß 

a~ß 

ßä 

aä 

ßß 

r'd 

df 

yy 

öd 

and  when  these  equations  are  solved  ioi  x,  y,  z,  t,  in  terms  of  X,  Y, 
Z,  T,  it  will  be  found  that  the  coefficients  are  real,  as  has  been  already 
stated. 

This  scheme  may  be  derived  in  a  manner  analogous  to  that  foUowed 
in  deriving  the  scheme  (4). 

The  equation  of  the  sphere 

a:'  +  2/'  +  2:"-«'  =  0, 

or  (x  +  iy)  {x  -  iy)  +  {z  +  t)  {z  -  t)  =  0  , 

may,  as  is  readily  verified,  be  written  in  the  form, 

x  +  iy:x-iy:t  +  z:t-z  =  ^,C;:  t,Ci' :  C,Ci  :  t,C,', 


where 


^1 


C,  and  Ci,  Ca  are,   fore  real  values  of  x,  y,  z,  t,   the  conju- 


gate  imaginaries  to  Ci,  Ca  respectively. 
As  above, 


t  —  z 


t-{-z 
x-iy 


If  then  Z^,  Zg,  Zi,  Z2  be   quantities  similarly  defined  with  respect 
to  the  movable  sphere 

we  have  corresponding  to  the  transformation 


t  = 


ccZ-\-ß 


7Z+Ö ' 


Ca^yZa  +  dZs, 


the  two  pairs  of  equations: 

Cs^/Z^  +  ^Z^, 
if  the  transformation  is  to  be  real. 

And  from   this   series    of  equations  it  follows  by  the  reasoning  used 
on  page  623  that  x -{-  iy  is  equal  to 

aö {X-\-iY)-{-ßr{X-\-iY)^  ay{T  +  Z)  +  ßd{T-Z), 


Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II. 
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and  X  —  iy ,  t -\- z ,  t  —  z  to  the  corresponding  expressions  indicated  in 
scheme  (6). 

The  scheme  (6)  at  once  reduces  to  the  scheme  (4)  when  the  special 
supposition  is  made  that  a  =  d  and  ß=  —  y.  And  since  this  is  the 
sufficient  and  necessary  condition  that  (6)  reduce  to  (4),  we  have  here 
an  independent  demonstration  that  these  relations  hold  good  among  the 
Parameters  a,  ß,  y,  d  when  the  motion  is  a  rotation  about  a  fixed  point. 

The  general  transformation  (6)  represents  the  totality  of  those  [real] 
projective  transformations  or  collineations  of  space  for  which  each  System  of 
generating  lines  of  the  sphere,  x'^  ~{-  y"^  -\-  z"^  —  t'^  =  0  ,  is  transformed  into 
itself ,  and  among  which  all  rotations  of  the  sphere  are  obviously  included 
as  special  cases.     This  is  the  geometrical  meaning  of  the  equation 

for  unrestricted  values  oi  a,  ß,  y,  d.  ^ 

But  the  transformation  admits  also  of  a  very  interesting  kinematical 
interpretation  which  I  shall  consider  at  length  in  my  third  lecture.  With 
respect  to  it  our  sphere  of  radius  1  plays  the  role  of  the  fundamental 
surface  or  "absolute"  in  the  Cayleyan  or  hyperbolic  non-Euclidian  geo- 
metry.  For  any  free  motion  in  such  a  space  the  absolute  remains  fixed 
in  Position  as  in  ordinary  space  the  imaginary  circle  at  infinity 

^'  +  2/'  +  ^'  =  0,     <=-0, 
does,  which  is  its  absolute. 

The  transformation  therefore  represents  a  real  free  motion  in  non- 
Euclidean  space,  and  the  six  independent  real  parameters  involved  in  the 
ratios  a\ß:y:ö  correspond  to  the  oo^  such  possible  motions.  Interpreted 
in  Euclidean  space,  the  transformation  represents  a  motion  of  the  body 
combined  with  a  strain. 

I  close  the  present  lecture  with  two  remarks. 

First,  there  is  nothing  essentially  new  in  the  considerations  with  which 
we  have  been  occupied  thus  far.  I  have  merely  attempted  to  throw  a 
method  already  well  known  into  the  most  convenient  form  for  application 
to  mechanics. 

Second,  the  non- Euclidean  geometry  has  no  metaphysical  significance 
here  or  in  the  subsequent  discussion.  It  is  used  solely  because  it  is  a 
convenient  method  of  grouping  in  geometric  form  relations  which  must 
otherwise  remain  hidden  in  formulas. 

Lecture  II. 

I  now  proceed  at  once  to  the  discussion  of  the  Lagrange  equations 
of  motion  for  our  top,  only  pausing  to  remark  once  more  that  this  problem 
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of  the  top  is  for  us  typical  of  all  dynamical  questions  which  are  related 
to  a  sphere.  To  this  category  belong  also  the  problem  of  the  spherical 
pendulum  (which  in  fact  is  a  special  case  of  the  problem  of  the  top), 
the  problem  of  the  catenary  on  the  sphere,  and  all  problems  of  the  motion 
of  a  rigid  body  about  a  fixed  point.  The  simplest  problem  of  the  type 
is  that  of  the  motion  of  a  rigid  body  about  its  centre  of  gravity,  the 
Poinsot  motion,  as  we  shall  name  it  after  Poinsot  who  treated  it  very 
elegantly. 

We  shall  first  state  the  equations  in  terms  of  the  astronomical  para- 
meters^);  and  to  give  the  expressions  as  simple  a  form  as  possible,  I  shall 
suppose  the  prinoipal  moments  of  inertia  of  the  top  about  the  fixed  point 
of  Support  each  equal  to  1.  One  may  call  such  a  top  a  spherical  top, 
as  its  momental  ellipsoid  is  a  sphere.  I  wish  it  understood,  however, 
that  this  restriction  is  not  essential  to  the  application  of  our  method, 
but  is  rather  made  solely  for  the  sake  of  rendering  its  presentation 
more  easy. 

On  this  assumption,  we  have  for  the  kinetic  energy,  T,  of  the  motion 
the  expression 

T  =  1  (9^'"  +  V^"  +  2(p'yj'cos  §  +  ^'^-)  , 

where  d^\  (p' ,  ip'  are  the  derivatives  of  ^,  (p,  y)  with  respect  to  t\  and 
for  the  Potential  energy,  F,  the  expression 

F=Pcos^, 

where  P  represents  the  static  moment  of  the  top  with  respect  to  0. 
The  Lagrange  equations  are: 

dT_  8T_  dT_ 

d<p'  _  ^        Jy'  _  ^        "[d^'  ^  d{T-V) 

dt     ~     '         dt     ~     '         dt     ~         d^ 

The  first  two  equations  are  especially  simple  in  having  their  right 
members  equal  to  zero,  and  we  are  therefore  able  to  derive  immediately 
the  two  algebraic  first  integrals 

cp  ^  y)  cos  i9  =  n, 
\p  -\-  (p  cos  ^  =  1 . 

The  quantities  n  and  l  are  constants  of  integration,  to  be  determined 
from  the  initial  conditions  of  the  motion.  In  the  following  discussion  we 
shall  suppose  them  positive. 

In  addition  to  these  integrals,  we  have  the  equation  of  energy 

^ T  +  V^h, 

3)  [Für  die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  vgl.  Kreiselbueh,  Heft  II, 
Kap.  IV,  §  3.] 
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where  h  also  is  a  constant  determined,  like  l  and  n,  by  the  special  con- 
ditions  of  the  problem. 

Solving  the  first  two  equations  for  99'  and  y/ ,  and  substituting  the 
results  in  the  third,  and  setting  cos  d^  =  u ,   and 

U  -  2Pu^  -  2hu''  +  2{ln-P)u-^2h~f  -  n\ 

we    obtain    finally    for    t,  cp,    and  ^,    expressed    as    functions    of  u,    the 

formulas  ^  n^  ^  f!?iri^  Al^  —  f t"_^  _^ 

The  problem  of  the  motion  of  the  top  is  thus  reduced  to  three 
simple  integrations  or  quadratures,  as  indeed  was  demonstrated  by 
Lagrange  himself.  These  integrals  are  elliptic  integrals,  U  being  a  poly- 
nomial  of  the  third  degree  in  u,  the  first  an  elliptic  integral  of  the  "first 
kind"  (which  is  characterized  by  being  finite  for  all  values  of  the  inde- 
pendent  variable),  the  remaining  two  elliptic  integrals  of  a  more  complex 
character*). 

It  is  often  said  that  dynamics  reached  its  ultimate  form  in  the 
hands  of  Lagrange,  and  the  cry  "return  to  Lagrange"  is  frequently 
raised  by  those  who  set  little  störe  by  the  value  for  physical  science  of 
recent  developments  in  the  pure  mathematics.  But  this  is  by  no  means 
just.  Lagrange  reduced  our  problem  to  quadratures,  but  Jacobi  made 
a  great  stride  beyond  him,  as  we  mathematicians  think,  by  introducing 
the  elliptic  functions,  which  enabled  him  to  assign  to  t  the  role  of  inde- 
pendent  variable  and  to  discuss  the  remaining  variables  u,  (p,  ip  directly 
as  functions  of  the  time.  An  advantage  was  ihus  gained  not  only  for 
the  understanding  of  the  essential  relations  of  the  variables  to  one  an- 
other,  but  for  simplicitij  of  computation  also.  The  coefficients  a,  b,  c, 
a\  ...,  are  uniform  (or  one  valued)  functions  of  t,  and  one  of  the  most 
useful  properties  a  function  can  possess,  if  its  values  must  be  computed, 
is  that  it  be  uniform.  This  work  of  Jacobi  is  not  as  well  known  as  it 
should  be,  having  first  appeared  posthumously,  in  the  second  volume  of 
his  collected  works,  published  by  the  Berlin  Academy  in  1882.  I  may 
add  that  his  pupils,  Lottner  and  Somoff,  developed  the  same  method 
in  papers  published  in  1855  independently.  It  is  shown  in  these  papers 
that  the  nine  cosines  a,  6,  c,  ...,  may  be  expressed  in  terms  of  theta 
functions  ^). 

*)  [Zur  Anwendung  der  elliptischen  Integrale  und  Funktionen  vgl.  Kreiselbuch, 
Heft  II,  Kap.  IV,  §  4  bzw.  Kap.  VI,  §§  1—4.] 

^)  Ab  is  well  known,  Jacobi  gave  analogouß  formulas  for  the  nine  cosines  of 
the  Poinsot  motion  in  1849.  Closely  related  to  this  representation  of  the  cosines 
is  the  interesting  theorem  to  which  we  shall  return  later  on,  that  the  motion  of  our 
top  may  be  reproduced  by  compounding  two  Poinsot  motions.    [Vgl.  S.  638  unten.] 
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But  while  the  a,  b,  c,  ...,  considered  as  fuiictions  of  t,  are  much 
simpler  than  the  Integrals  of  Lagrange,  they  are  at  the  same  time 
much  more  complicated  than  our  parameters  a,  ß,  y,  d.  These  para- 
meters  prove  to  be  the  simplest  possible  elliptic  functions  of  ^;  so  that 
by  introducing  them  we  carry  to  its  completion  the  work  begun  by 
Jacobi,  of  reducing  our  problem  to  its  simplest  elements. 

For  the  proper  understandig  of  this  treatment  of  the  motion  of  the 
top,  some  knowledge  of  the  nature  of  elliptic  functions  is  obviously  ne- 
cessary;  and  I  know  of  no  readier  means  of  gaining  this  than  Riemann's 
method  of  con formal  representation,  —  of  which,  moreover,  we  shall  have 
other  important  ;applications  to  make  later  on. 

In  accordance  with  this  method,  we  construct  the  "Riemann  sur- 
face"  of  the  function  VC/  on  the  plane  of  the  complex  variable  u,  in 
the  following  manner:  The  polynomial  ü  vanishes  for  three  values  of  Uy 
all  of  which  may  readily  be  shown  to  be  real,  and  becomes  infinite  when 
u=^oo.  Two  of  these  roots,  e^,  e^,  lie  between  —  1  and  +1;  and  the 
third,  63,  between  +1  and  00.  Therefore,  VU  is  a  two-valued  function 
of  u  everywhere  in  the  t^- plane,  except  at  the  four  points  of  the  real 
axis,  e^ ,  e.^  ,6^,6^.  To  obtain  a  surface,  therefore,  between  whose  points 
and  the  values  oi  VÜ  there  shall  be  a  one-to-one  correspondence,  we  lay 
over  the  i^- plane  two  sheets,  which  are  everywhere  distinct  except  at  the 
points  e^,  e^,  e^,  e^  ,  in  which  they  coalesce,  and  associate  with  the  points 
in  the  two  sheets  which  lie  immediately  over  any  point  u  in  the  t^- plane, 
the  two  corresponding  values  of  VU,  one  with  each. 

It  will  be  found  that  if  the  point  u  describe  any  simple  circuit  in 
the  le- plane,  which  encloses  one  and  but  one  of  the  points  c^^,  65,  €3,  e^ , 
returning  finally  to  its  initial  position,  VC7  will  pass  from  the  one  to  the 
other  of  the  two  values  which  correspond  to  the  initial  value  of  u;  the 
point  corresponding  to  u  in  the  Riemann  surface  of  VU,  must,  there- 
fore, move  from  a  position  in  the  one  sheet  to  a  position  immediately 
under  (or  over)  this  in  the  other.  But  this  is  possible  only  if  we  sup- 
pose  the  two  sheets  to  cross  along  some  line  running  out  from  each  of 
the  points,  e^,  e.,,  63,  e^  ,  — not  to  intersect,  but  to  cross,  as  non-inter- 
secting  lines  in  space  may  be  said  to  cross.  Inasmuch  as  this  is  the 
simplest  hypothesis  possible,  we  shall  take  as  these  lines  of  crossing,  in 
the  present  case,  the  segments,  e^  e.^ '  ^3  ^«  '  ^^  *^^  ^^^^  ^^^^ '  ^^^  have, 
as  a  rough  representation  of  the  Riemann  surface  of  VU,  the  following 
fig.  1,  where  we  have  shaded  the  po- 
sitive half- sheets   of  the  surface  and 

have  marked  the  segments,  e^e.^,  e^e^     4,    -^  5        5^ 

by  heavy  lines.  Fig.  1. 
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The  points,  e^,  e^,  e^,  e^  ,  are  called  the  "branch  points"  and  the 
Segments,  e^e^,  e^e^^ ,  the  "branch  lines"  of  the  surface. 

To  construct  in  the  ^- plane  the  figure  which  is  the  conformal  re- 
presentation  of  this  Riemann  surface,  we  conceive  of  this  surface  as  cut 
into  four  half-sheets,  by  an  incision  made  all  along  the  real  axis,  and 
seek  first  the  conformal  representation  of  the  Upper  half-sheet.  To 
obtain  this,  we  cause  the  point  u  to  move,  in  the  positive  sense, 
along  the  real  axis,  from  e^  through  e.^  Cg  e^o  back  (from  the  left)  to  c^ 
and    study  the    corresponding    changes    of   value    of  t  by  means    of    the 

integral,  t  ==  |  — ^ ,  by  which  it  is  defined. 

We  thus  find  that  as  the  point  u  traces  out  the  real  axis  in  its 
plane,  the  corresponding  t  traces  out  a  rectangle  in  its  plane,  which  we 
may  represent  by  the  fig.  2,  to  the  angular  points  of  which  we  have 
attached  the  values  of  u  to  which  they  correspond, 
and  which  we  have  shaded,  since  the  sense  in 
which  its  perimeter  was  traced  shows  that  it  is  its 
interior  which  corresponds  to  the  shaded  half -plane 
of  the  preceding  figure^). 

As  long  as  the  integral  which  defines  t  is  left 
an  indefinite  integral,  this  rectangle  remains  free 
to  occupy  any  position  in  the  ^- plane,  —  only  the  directions  of  its  sides, 
parallel  respectively  to  the  real  and  imaginary  axes,  and  their  lengths,  — 
call  them  co^  and  co^,  —  are  completely  determined.  But  when  the  in- 
tegral is  made  definite,  by  making  e„  the  lower  limit  of  integration,  the 
angular  point,  e^,  coincides  with  the  origin  in  the  ^- plane,  and  the 
xectangle  takes  a  definite  position  in  the  plane. 

From  the  image  which  we  have  thus  obtained  of  the  one  half-sheet, 
the  images  of  the  three  remaining  half-sheets   are   to  be  had  at  once  by 

e      the  process  of  ''symmetrical  reproduction" ; 
C^-fj  which  yields  for  the  Riemann  surface,  when 
cut  in  the  manner  indicated,  the  complete 
image : 

The   symmetry   of  the  figure  with  re- 

spect  to  the  sides,  e^^e^,  and  e^e^,  of  the 

original  rectangle,  will  be  at  once  noticed. 

pjg  3  Each  of  the  four  smaller  rectangles  is  the 


Fig.  2. 


^)  The  figure  is  a  rectangle,  since  ^U  is  real  from  u  =  e^^  to  u  =  e.^,    and  from 
u  =  e^   to  u  =  e:c  ,   and  a  pure  imaginary  from  u  =  e^  to  w  =  e^,   and  from  u  =  e.,  to 

u  =  e^.     At  C|,  ^  — const.  vanishes  as  ( w  —  C/)  ^ . 
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Image  of  one  half-sheet;  the  shaded,  of  the  positive  half-sheets;  the  non- 
shaded,  of  the  negative. 

But  we  have  not  yet  obtained  the  complete  geometrical  representa- 
tion  of  u,  regarded  as  a  function  of  t.  The  Riemann  surface  of  two 
sheets,  which  we  have  thus  far  been  considering,  possesses  a  distinct 
point  for  every  value  of  VC7  regarded  as  a  function  of  u,  but  not  for  t 
when  so  regarded.  The  integral  t  is  affected  by  an  additive  constant  if 
u  be  made  to  trace  in  the  Riemann  surface  a  closed  path  which  sur- 
rounds  e^e^,  or  one  which  surrounds  e.^ßg,  so  that  the  Riemann  surface 
of  t  is  one  possessing  the  same  brauch  points  as  the  Riemann  surface 
of  y  C7,  but  havjng  an  infinite  number  of  sheets,  into  any  one  of  which 
it  is  possible  to  move  the  tracing  point,  u^  if  no  such  cut  be  made  in 
the  surface  as  that  made  above  along  the  real  axis. 

It  is  a  great  advantage  of  the  Riemann  method  that  the  complete 
image  in]  .the  ^- plane  of  this  uncut  Riemann  surface  of  an  infinite 
number  of  sheets  may  be  had  from  the  image  already  obtained  for  the 
cut  surface,  by  simply  affixing  a  rectangle,  congruent  with  this  image, 
to  each  of  its  sides,  repeating  the  process  for  the  new  rectangles,  and  so 
on  indefinitely,  until  the  entire  ^- plane  is  covered  by  congruent  rectangles, 
any  one  of  which  may  be  brought  into  coincidence  with  any  other  by 
two  translations,  one  in  the  direction  of  the  real,  the  other  in  the  direc- 
tion  of  the  imaginary,  axis. 

From  the  result  of  this  construction,  there  at  once  follows  a  con- 
clusion  of  the  very  first  importance.  The  image  of  the  complete  Rie- 
mann surface  of  ^  entirely  Covers  the  ^- plane,  hut  without  the  overlapping 
of  any  of  its  parts.  It  follows  immediately,  therefore,  that  to  each  point 
in  the  ^- plane  there  corresponds  but  a  single  point  in  the  Riemann 
surface,  or  that  u^  and  VC7  as  well,  is  a  uniform  function  of  t. 

The  equation  connecting  t  and  u  is: 


Jdu 
TW 


And  the  conclusion  which  we  have  reached  is,  that  the  functional  relation 
of  u  with  respect  to  t,  defined  by  this  equation,  is  vastly  more  simple 
than  that  of  t  with  respect  to  w,  to  each  value  of  u  [and  Vü]  there 
corresponded  an  infinite  number  of  values  of  ^,  while  to  each  value  of 
t  there  corresponds  but  one  value  oi  u.  As  thus  defined,  u  is  called  an 
elliptic  function  of  t. 

Let  co^  be  the  length  of  the  side  e^e^  of  the  small  rectangle,  which 
was  the  image  of  a  half-sheet  of  the  Riemann  surface,  and  co^  the 
length  of  the  side  e^^i;    then,  obviously,   if  we  set  u^=^q^{t),  and  ^^  be 


632 


Zur  mathematischen  Physik.     B.  Allgemeine  Mechanik. 


any  point  of  the  complete  rectangle  (Fig.  3),  since  t^ -{- mj^2 co^ -}-  m^2ico^ 
is  for  any  integral  values  of  m^,  m^,  the  corresponding  point  of  another 
of  the  rectangles,  (p{tQ^2m^co^-\-2m^im^)'=^  (p{tQ);  or  the  elliptic 
function,  u^  is  dovhly  periodic,  with  the  periods  2co^,  2ico^. 

Let  US  next  consider  the  nature  of  q?  and  ip  when  regarded  as  func- 
tions  of  t.  The  Integrals  by  which  they  are  expressed  in  terms  of  u  are 
elliptic  integrals  of  greater  complexity  than  is  the  integral  for  t.  There 
are  on  the  Riemann  surface  oi  VU  four  points,  at  which  each  of  these 
integrals  becomes  logarithmically  infinite ;  namely,  the  points  —  1 ,  +  1 , 
in  the  upper  sheet,  and  the  same  points  in  the  lower  sheet.  Elliptic 
integrals  possessing  such  points  of  logarithmic  discontinuity  are  called 
"elliptic  integrals  of  the  third  kind",  and  it  is  possible  to  express  any 
such  integral  in  terms  of  integrals  of  the  first  kind  and  "normal"  inte- 
grals of  the  third  kind,  such,  namely,  as  possess  but  two  points  of  loga- 
rithmic discontinuity  with  the  residues  +  1  and  —  1  respectively. 

But  if  instead  of  making  this  reduction  of  the  integrals  directly,  we 
introduce  those  combinations  of  q?  and  ip  which  constitute  our  parameters 
a,  ß,  7,  d,  a  remarkable  simplification  at  once  ensues  such  as  r enders 
any  further  reduction  unnecessary.  Surely  a  preestablished  harmony  exists 
between  the  problem  before  us,  and  our  parameters  a^  ß,  y,  d. 

Since 


t{(p+w) 


cos^ 


and 


cos 


^=V^ 


+  1 


we  have  immediately 

iog«  =  |iogi±^  +  il^ 

when  for  q?  and  ip  their  values  are  substituted. 
And  in  like  manner, 


Nü  +  iil  +  n] 
J        2{u  +  l) 


du 

7v 


|log2, 


—  i  (l  —  n) 


J        2{u 
^'^       J        2(«-l) 


(u-l) 


i{l  +  n) 


du         n       o 

^-|log2, 


2{u  +  l) 

and  these   are  all  normal  integrals  of  the 

third    kind,    each   with   but  two  points  of 

Fig.  4.  logarithmic  discontinuity  which  are  distri- 

buted    in   the  rectangle   of   the  periods  as 

indicated  in   the   accompanying  fig.  4,  if  we  suppose    as  we  shall  find  it 

convenient  to  do  later  on  that  l  is  less  than  n. 
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For  U=~{l-j-ny  when  u=  —  l,  and  U  =  —  {l  —  n)^  when 
t^  = -|- 1 .  If,  therefore,  of  the  two  values  of  VU,  which  correspond  to 
u  =  —  1 ,  we  take  i[l  -{-  n) ,  the  f actor  'V U  -\-  i  [l  -{-  n)  in  the  numerator 
of  the  expression  for  log cc  will  be  canceled  by  the  f actor  2VU  in  the 
denominator,  while  if  we  take  —i(^l~^n),  the  numerator  vanishes;  so 
that  the  point  —  1  in  one  of  the  sheets  of  the  Riemann  surface  of 
VC/"  is  the  only  finite  point  of  discontinuity  of  the  integral  log«.  It  is, 
moreover,  a  logarithmic  discontinuity  with  the  residue  1,  since  logc^  there 
becomes  oo  as  log(^i  +  l)'  On  the  other  hand,  for  u  =  cyD,  i.e.  at  e^ , 
loga  becomes  infinite  as  |logw.  This  again  is  a  logarithmic  disconti- 
nuity, with  the  residue  —  1 ,  since  e^  is  at  infinity  and  a  branch  point. 
And  like  considerations  apply  to  the  remaining  integrals. 

By  the  introduction  of  the  parameters  a,  ß,  y,  d,  therefore,  the  four 
logarithmic  discontinuities  of  the  integrals  (p,  yj,  are  assigned  one  to  eaeh  of 
the  four  normal  integrals  loga,  logy^,  log7>  ^ogd  —  normal  integrals  whose 
remaining  points  of  discontinuity,  corresponding  to  e^  ,  coincide  at  the  origin. 

While  loga,  log)^,  log}/,  log  (3,  as  now  defined  are  much  simpler 
functions  of  u,  and  therefore  of  t,  than  are  q?  and  y^,  their  exponentials 
a,  ß,  y,  d  are  simpler  still.  These  are  uniform  functions  of  t  having 
each  one  null-point  and  one  cx)- point  in  every  parallelogram  of  periods. 
Such  functions  may  always  be  expressed,  apart  from  an  exponential 
f actor,  by  the  quotient  of  two  '&-  or  two  ö- functions  of  the  simplest 
kind  —  functions  which  possess  one  null-point  in  each  parallelogram  of 
periods,  but  no  oq -point. 

Of  the  1^- functions  we  shall  only  pause  to  remark  that  Jacobi  in- 
troduced  them  into  analysis  as  being  the  simplest  elements  out  of  which 
the  elliptic  functions  could  be  constructed.  He  obtained  for  them  ex- 
pressions  in  the  form  of  infinite  products  and  infinite  series.  They  are 
affected  by  an  exponential  factor  when  the  argument  is  increased  by  a 
period,  but  remain  otherwise  unchanged.  The  i^- functions  of  the  simplest 
class,  with  which  alone  we  are  concemed,  vanish  when  the  argument 
takes  the  value  zero  or  a  congruent  value. 

The  a-function  of  Weierstrass  is  a  more  elegant  function  of  the 
same  character. 

Inasmuch,  therefore,  as  a,  ß,  y,  d,  are  functions  of  t,  which  vanish 
for  t=  —  ia,  cüj  +  ib,  ca^  —  ih ,  +  ia  respectively  (the  values  of  t  corre- 
sponding to  the  points  u  =  :h\  in  the  above  figure)  and  which  all  be- 
come  infinite  for  ^  =  0 ,  we  have  for  them  the  following  expressions : 

y~^a^  o{t)         '  ö  —  K^e*'       ^^^^     , 
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where  k^,  X^  are  constants  to  be  determined  from  the  initial  conditions 
of  the  motion.  Their  values  depend  on  those  of  the  "transcendental" 
constants  m^,  co^,  a,  b,  as  the  values  of  these  in  tum  depend  on  those 
of  the  "algebraic"  constants,  P,  h,  Z,  n. 

We  shall  call  functions  such  as  a,  ß,  y,  d,  which  miss  being  doubly 
periodic  by  an  exponential  factor  only,  "multiplicative  elliptic  functions". 
All  elliptic  functions  are  expressible  as  quotients  of  &-  or  0- functions, 
and  evidently  of  such  quotients  the  simplest  possible  are  those  which 
have  a  single  ^  or  a  of  the  simplest  kind  in  both  numerator  and  de- 
nominator.  We  may  therefore  state  the  result  of  cur  discussion  in  these 
terms:  We  have  shown  that  our  parameters  a,  ß,  7,  6  are  muUiplicative 
elliptic  functions  of  the  simplest  kind,  so  that  hy  introducing  them  we 
have  resolved  the  problem  of  the  top  into  its  simplest  elements, 

From  these  expressions  for  a,  ß,  y,  d  one  may  obtain  expressions 
for  the  nine  direction  cosines  a,  h,  c,  . ..  in  the  form  of  quotients  of 
o-  or  ^-functions  —  such  as  Jacobi  got  for  them  —  with  the  least 
possible  reckoning^). 

Lecture  III. 

In  the  lecture  of  yesterday  we  reached  the  conclusion  that  our  para- 
meters a,  ß,  y,  d  may  be  expressed  as  quotients  of  simple  of- functions 
of  the  time  t,  and  we  now  turn  to  the  geometrical  interpretation  of 
these  formulas. 

As  I  have  already  asked  you  to  notice,  a,  ß,  y,  d  are  not  ordinary 
elliptic  functions  of  t,  but  functions  which  are  affected  by  an  exponential 
factor  when  t  is  increased  by  a  period;  in  consequence  of  which  I  called 
them  "multiplicative  elliptic  functions".  When  t  is  increased  by  the 
period  2co^,  they  are  affected  by  an  imaginary  factor  of  the  form  e^'^', 
and  when  t  is  increased  by  the  period  2ia).,,  by  a  real  factor  of  the 
form  X, 

Let  US  first  of  all  consider  the  curve  described  by  the  apex  of  the 
top  on  the  fixed  sphere^).  This  is  the  point  Z  =  oo  of  the  movable  sphere, 
so  that,  reverting  to  the  formula: 

aZ_±l 

^~  yZ  +  d  ' 


')  Hess  has  remarked,  in  his  paper  on  the  gyroscope  (Math.  Annalen  Bd.  29, 
1887)  that  the  quaternion  expressions  for  the  nine  direction  cosines  are  very  simple, 
and  our  parameters  are  but  linear  combinations  of  the  quaternion  parameters.  Hess, 
however,  makes  no  direct  use  of  our  parameters  and  probably  was  not  aware  of  the 

formula,  C  =  —^ — t  ,  which  lies  at  the  basis  of  our  discussion. 

yZ^8 


[Vgl.  Kreiselbuch,  Heft  II,  Kap.  VI,  §  5.] 


LXXV.   The  mathematical  Theory  of  the  Top.  635 

it  is  obvious  that  the  equation  of  the  curve  is 

Like  «,  ß,  y,  S,  this  C  is  defined  in  terms  of  ^  by  a  multiplicative 
elliptic  function  of  the  first  degree,  involving  besides  the  exponential 
factor  only  the  quotient  of  two  simple  ö-funktions. 

This  is  an  essential  simplification  of  the  representations  of  this 
motion  given  hitherto.  Thus,  were  one  to  apply  the  methods  used  by 
Her  mite  in  his  Applications  des  fonctions  elliptiques,  published  twenty 
years  ago,  and  start  not  from  the  equation  of  t  in  terms  of  Z,  but 
from  those  oi  £-{-iy,  —z,  ~  x -\~  iy  in  terms  of  X-\-iY,  —Z, 
—  X  -\-  iY  (see  page  623),  one  would  obtain  for  the  motion  of  the  apex 
of  the  top  (whose  coordinates  are  0,  0,  1),  the  equation 

x-}-  iy  =  —  2aß , 

which  represents  the  motion  by  means  of  a  multiplicative  elliptic  func- 
tion of  the  second  order.  The  curve  thus  defined  is  not  the  curve  traced 
by  the  apex  on  the  fixed  sphere,  but  the  orthogonal  projection  of  this 
curve  on   the  o;?/- plane. 

I  shall,  for  convenience,  call  curves  like  those  which  we  have  just 
been  considering  "multiplicative  elliptic  curves",  distinguishing  when  ne- 
cessary  between  those  on  the  sphere  and  those  on  the  plane,  and  as- 
signing  to  them  a  degree  corresponding  to  the  number  of  simple  a-quotients 
in  the  expressions  which  define  them.  Thus  the  curve  traced  by  the  apex 
of  the  top  on  the  fixed  sphere  is  a  multiplicative  elliptic  curve  of  the 
first  degree,  its  orthogonal  projection  one  of  the  second  degree.  The 
earliest  example  of  such  a  curve  of  the  first  degree  is  the  herpolhode  of 
a  Poinsot  motion,  the  motion  of  a  body  about  its  centre  of  gravity. 
That  this  herpolhode  is  such  a  curve  was  first  shown  by  Jacobi^). 

It  is  easy  to  get  a  notion  of  the  geometrical 
character  of  the  curve  raced  by  the  apex  of  the  top. 
For  the  particular  case  when  l  —  ne.^=0,  the  stereo- 
graphic  projection  of  the  curve  has  the  shape  in- 
dicated  in  the  following  fig.  5. 

As  we  wish  to  restrict  t  to  real  values,  we 
here   make   e^    the    lower    limit    of   Integration    of 

the   integral  t  =  [  -^ ,     or    what    comes    to     the  Pi    5 

^)  Concerning  the  multiplicative  elliptic  curves,  see  Miss  Winston's  disserta- 
tion:  Über  den  Her  mit  eschen  Fall  der  Lameschen  Differentialgleichung ,  Göttingen, 
1897.  [Vgl.  auch  das  Zitat  auf  S.  574,  Fußnote  *)  des  vorliegenden  Bandes,  sowie 
Kreiselbuch,  Heft  II,  Kap.  VI,  §  9.] 
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same    thing,     suppose     the    t    of    the    preceding    formulas    replaced    by 

The  radius  of  the  circle  marked  u=^  e^  is  the  modulus  of  those 
points  C  f or  which  t  is  0 ,  2  cü^ ,  . . . ;  f or  all  these  points  u=^  e^.  On  the 
other  hand,  the  radius  of  the  circle  marked  u=^  e^  is  the  modulus  of 
those  points  C  f or  which  t  =  co^,  ^w^,  .  .  , 

The  curve  of  the  figure  is  that  traced  by  the  stereographic  projection 
of  C  as  <  varies  through  real  values,  and  consists  of  an  infinite  number 
of  congruent  arcs  which  touch  the  inner  circle  and  form  cusps  at  the 
outer  one.  If  the  top  be  given  an  initial  thrust  sideways  (when  l  —  ne^ 
is  no  longer  0),  these  cusps  will  be  replaced  by  loops  or  wavecrests. 

Evidently  any  one  of  these  arcs  may  be  brought  into  coincidence 
with  the  consecutive  one  by  one  and  the  same  rotation  about  the  origin. 
The  transformation  which  effects  this  rotation  is  C'  =  e^^'^C ,  so  that  the 
meaning  of  the  imaginary  factor  e*^«,  by  which  C  is  affected  when  t  is 
increased  by  the  real  period  2  co^^  is  perfectly  obvious.  We  shall  find  that 
since  t  is  affected  by  the  real  factor  x  when  t  is  increased  by  the  ima- 
ginary period  2ico^ ,  the  efiect  on  the  curve  of  this  increase  in  t  is  to 
transform  it  into  a  curve  similar  to  itself,  and  symmetrically  placed 
with  respect  to  the  origin. 

But  before  attempting  a  more  minute  examination  of  the  curve 
traced  by  the  apex  of  the  top,  let  us  consider  the  polhode  and  herpolhode 
of  the  motion^^). 

On  each  instantaneous  axis  of  rotation  let  a  segment  be  measured 
from  the  fixed  point,  equal  in  sense  and  magnitude  to  the  amount  of 
rotation  about  this  axis.  The  aggregate  of  these  segments  constitute  a 
portion  of  one  cone  if  they  be  caused  to  remain  fixed  in  the  moving 
body,  of  another  if  they  be  caused  to  remain  fixed  in  space.  The  first 
cone,  or  the  curve  in  which  its  elements  terminate,  is  called  the  "polhode", 
the  second  the  "herpolhode",  and  it  is  evident  that  the  motion  oi  the 
body  may  be  had  by  rolling  the  first  cone  or  curve  on  the  second  cone 
or  curve. 

To  obtain  the  equation  of  the  polhode,  consider  the  infinitesimal 
rotation  in  time  dt  about  the  axis  for  which  the  components  of  rotation 
with  respect  io  X,  Y,  Z,  are  p,  q,  r,  respectively.  The  axis  is  for 
the  instant  fixed  in  space,  and  we  have  for  the  effect  of  the  rotation  on 
any  point  of  the  moving  sphere'the  equations: 

X^-i-        X' -  rdtY'  +  qdtZ\ 

Y  =  -\-rdtX'-^        Y'-pdtZ\ 

Z=~qdtX'  ^pdtY'  -{-        Z\ 

10)  [Vgl.  Kreiselbuch,  Heft  I,  Kap.  I,  §  5.] 
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For  this  motion  therefore  the  quaternion  parameters  (see  page  620)  are: 
Ä'='ldt,       B'=\dt,       C'  =  jdt,       D'  =  l, 
and  therefore  the  corresponding  parameters  cc^  ß,  y,  d  are: 

If  therefore  a,  ß,  y,  d  (unprimed)  be  the  parameters  of  the  trans- 
formation  from  the  axes  X,  Y,  Z  fixed  in  the  body  to  the  axes  x,  y,  z 
fixed  in  space,  we,  may  obtain  the  parameters  cc-\-da,  ß-^-dß,  y-^dy, 
b-\-db  of  the  transformation  which  defines  the  position  of  the  body  after 
the  infinitesimal  rotation,  by  combining  the  two  substitutions : 

C.  =  7C(  +  (5C^         C,'  =  7'Z,  +  (5'Z,, 
the  result  of  which  is: 

It  follows,  therefore,  that 

a^da  =  aa'  -{-ßy',         ß +  dß  =  aß'  -{-ßd'\ 

y  +  dy  =  ya'  +  dy\         6-^dd===  yß'  +  dd\ 
whence 

dß=.{zS+iP,^iLß)dt, 


Whence  finally : 


dd  =  [-^-^r-^d)dt. 


.     .  ^  .  (     dd  ^  da 

p  -^  tq  =  2i[()C 


2i{a 


dt  dt 

dS^  _      dl 
dt         ^  dt 


We  will  not  stop  to  derive  the  corresponding  equations  for  the  com- 
ponents  71,  x,  q  of  the  herpolhode.  They  differ  from  those  just  obtained 
for  p,  q,  r  only  in  having  a  and  d  interchanged  and  the  signs  of  ß  and 
y  changed. 

But  I  wish  to  make  two  remarks  which  are  suggested  by  the  above 
reckoning,    with  regard  to    the  usefulness   of  our  parameters  a,  ß,  7,  d. 
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The  one  is  that  two  linear  substitutions  in  terms  of  them  combine  bi- 
narily  instead  of  quaternarily  as  do  the  corresponding  quaternion  sub- 
stitutions; the  other,  that  the  four  linear  differential  equations  which 
define  them  in  terms  of  t,  p,  q,  r  break  up  into  two  pairs,  in  one  of 
which  only  a  and  ß  are  involved,  in  the  other  only  y  and  d.  To  appre- 
ciate  how  important  this  advantage  is,  one  need  only  compare  with  our 
discussion  the  discussion  of  the  same  question  in  Darboux's  LeQons  sur 
la  theorie  generale  des  surfaces  (I.e.). 

Returning  to  our  spherical  top,  and  substituting  in  the  general 
equations  which  we  have  just  obtained  the  values  of  a,  ß,  y,  d  which 
characterize  its  motion,  we  have  for  its  polhode  and  herpolhode  not  equa- 
tions of  the  second  degree,  as  was  to  have  been  expected  from  the  ex- 
pressions  for  p-^-iq,  etc.  in  terms  of  a,  ß,  y,  ö,  but  much  simpler  ex- 
pressions.  I  cannot  give  the  reckoning  which  leads  to  them  since  I  have 
not  given  the  values  of  the  constants  äj^,  A^,  ...  which  appear  in  the 
formulas  on  page  633.     But  the   expressions  themselves   are  of  the  form 

p-\-iq  =  k  e'^* ^-^^y- ,     r  =  n\ 

o{t)  '       ^ 

Both  the  polhode  and  the  herpolhode  of  the  spherical  top  are  elliptic 
plane  curves  of  the  first  degree^^).  Darboux  has  given  this  result  in  his 
edition  of  Despeyrous'  Mechanics,  obtaining  it  by  the  use  of  elliptic 
integrals  instead  of  elliptic  functions.  He  does  not  call  the  curves  elliptic 
curves  of  the  first  degree,  but  curves  of  the  same  character  as  the  her- 
polhode of  a  Poinsot  motion.  It  should  be  added  that  the  curves  are 
of  the  first  degree  in  the  case  of  the  spherical  top  only. 

Our  theorem  is  closely  connected  with  the  celebrated  theorem  of 
Jacobi  already  mentioned:  that  the  motion  of  the  top  may  be  repre- 
sented  by  the  relative  motion  of  two  Poinsot  motions  (or  rotations 
about  the  centre  of  gravity);  for  both  the  polhode  and  herpolhode  of 
the  top's  motion  are  themselves  herpolhodes  of  Poinsot  motions,  being 
elliptic  curves  ot  the  first  degree.  One  may  demonstrate  Jacobi 's 
theorem  most  simply  by  expressing  the  a,  ß,  y,  d  of  each  ot  the  Poinsot 
motions  in  terms  of  t,  and  then  combining  the  two  motions  ^^). 

I  may  finish  this  part  of  my  discussion  with  the  remark  that  the 
attention  of  students  of  the  geometry  of  Salmon  and  Clebsch  is  apt 
to  be  confined  too  exclusively  to  algebraic  curves.  We  have  before  us  an 
illustration  of  the  value  of  transcendental  curves.    It  is  only  in  the  veiy 

^1)  [Vgl.  Kreiselbuch,  Heft  U,  Kap.  VI,  §  5.] 

^^)  [Zur  Theorie  der  Poinsot-Bewegung  vgl.  Kreiselbuch,  Heft  II,  Kap.  VI,  §  8.] 
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exceptional  case  when  the  multiplicative  factor  x  =  1  ^  and  ip^  is  com- 
mensurable  with  ji,  that  the  curves  we  have  been  studying  become  al- 
gebraic. 

To  sum  up  the  conclusions  which  we  have  thus  far  etablished;  we 
have  proved  that  the  motion  of  the  spherical  top  on  a  fixed  point  of 
Support  may  he  completely  deflned  geometrically  in  terms  of  elliptic 
curves  of  the  first  degree.  We  have  also  shown  that  the  Variation  of  the 
Parameters  a,  ß,  y,  d  with  the  time  t  may  be  pictured  by  curves  of  the 
same  character. 

Let  US  now  resume  the  study  of  the  curve  traced  hy  the  apex  of 
the  top'.  ,^ 

The  Parameters  a,  ß,  y,  ö,  and  t  are  all  elliptic  functions  of  the 
argument  t,  and  the  füll  meaning  of  elliptic  functions  comes  to  light 
only  when  the  argument  is  supposed  capable  of  taking  complex  values. 
Thus  only,  in  particular,  will  the  double  periodicity  of  the  functions  come 
into  evidence.  There  exists,  then,  an  analytical  necessity,  so  to  speak, 
that  we  complete  our  geometrical  study  of  the  top's  motion  by  extending 
it  to  complex  values  of  t.  When  that  has  been  accomplished,  I  shall 
show  that  to  the  entire  aggregate  of  possible  motions  of  the  top  in  com- 
plex time  there  corresponds  the  free  motion  of  a  certain  rigid  body  in 
non-Euclidean  space,  and  thus  bring  to  a  definite  outcome  the  considera- 
tions  which  I  presented  at  the  close  of  my  first  lecture. 

Our  problem  being  to  determine  the  path  traced  by  the  point  C 
when  the  point  t  is  made  to  describe  any  path  in  the  <- plane,  it  is  clearly 
of  prime  importance  that  we  determine  first  of  all  the  image  on  the 
C-sphere  of  a  parallelogram  of  periods  in  the  ^-plane.  To  that,  indeed, 
we  shall  confine  our  attention.  Instead,  however,  of  finding  this  image 
directly  we  shall  find  it  easier  to  obtain  the  images  of  the  four  half- 
sheets  of  the  Riemann  surface  of  VC/",  of  which,  it  will  be  remembered, 
the  four  smaller  rectangles  into  which  the  entire  parallelogram  of  periods 
subdivided  were  severally  the  images. 

Let  US  first  reproduce  (in  Fig.  6) 
the  figure  of  the  parallelogram  of 
periods  (see  page  630)  and  that  of 
the  Riemann  surface  of  VU. 

I  have  given  different  markings 
to  all  four  rectangles  in  order  to  be 
able  to  distinguish  readily  between 
their  several  images  in  the  figure 
which  we  are  to  construct.  It  will 
be  remembered   (see  page  632)   that  Fig.  6. 
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log  a  and  log  y  became  infinite  at  the  points  u=^  —  1  and  u  =  -{-1,  re- 
spectively,  of  one  sheet  of  the  VC/'-surface,  and  that  log^  and  log^  be- 
came infinite  at  the  corresponding  points  of  the  other  sheet  —  the  other 
functions  in  each  case  remaining  finite.  In  the  figure,  a  and  d  are  the 
Images  of  the  positive  and  negative  halves  of  the  first  of  these  sheets, 
and  c  and  h  the  Images  of  the  positive  and  negative  halves  of  the  second. 
Our  C  is  expressed  in  terms  of  u  by  the  elliptic  integral  of  the 
third  kind: 

—  yjU  +  i{nu  —  l)     du 


logt  =  Iog(^)=J- 


We  may  now  draw  the  following  conclusions  immediately:  -^logf— 

is  complex  along  the  segments  e^e^,  e^e^  of  the  real  axis  of  the  w- plane, 

but  real  along  the  segments  e^e^,  e^^i-    Therefore  —  or  C  moves  along 

a  meridian  of  the  C-sphere  when  u  moves  along  the  real  axis  from  e^ 
to  63,  from  600  to  c^;  but,  on  the  other  hand,  describes  one  of  the  arcs 
which  appeared  in  the  figure  of  the  real  motion  of  the  top's  apex,  when 
u  moves  on  the  real  axis  from  e^  to  e^,  and  an  arc  different  from  this, 
when  u  moves  from  e^  to  e„ . 

Again,  -^  log  f— j  vanishes  when  u=  e^,  in  the  first  approximation 
as  —2 ,  and  takes  the  finite  value  — ^  when  u  =  e^  (this  because  of  the 

U  1        Cg 

hypothesis  which  we  retain  here,  that  l  —  ne.2  =  0);   when  u  =  e^  or  63, 

—  i  — i 

on  the  other  hand,  it  becomes  infinite,  as  {u  —  e^^)  ^  or  (u  —  e.^)  \ 
Therefore  the  curve  traced  by  the  point  C  as  the  point  u  moves  along 
the  real  axis  from  e^  through  e^,  e^,  e^,  to  c«,  will  present  angles  whose 
measure  is  71  at  the  points  corresponding  to  e^  and  e^,  and  angles  whose 

measure  is  —  at  the  points  corresponding  to  e^  and  Cg. 

I  will  not  give  the  image  of  the  VC/'-surface  on  the  sphere,  but  the 
Stereographic  projection  of  this  image  on  the  xy-i^lB.ne  from  the  point 
^  =  <x).     If  to  the  explanations  already  given  it  be  added  that  C,  whose 

value  in  terms  of  t  is  ke^-*—^ — ^^  ., ,  ,    becomes  0  and  00  respectively 

a(i  — cüj^  +  iö)'  ^  -^ 

at  the  points  —  1  and  +  1  of  the  contour  of  the  half-sheet  or  rectangle  a, 
and  remains  finite  and  different  from  0  for  all  points  on  the  contour  of  b, 
it  will  readily  be  seen  that  the  images  of  the  half-sheets  or  rectangles  a,b, 
are  roughly  of  the  form  indicated  in  the  following  fig.  7:  the  two  con- 
tours  which  we  have  marked  e^  e^  e^  e^  e^  being  the  stereographic  projec- 
tions  of  images  of  the  real  u-axis  first  when  this  axis  is  regarded  as  the 
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contour  of  the  positive  half-sheet  a,  second  when  it  is  regarded  as  the 
contour  of  the  negative  half-sheet  h. 

The  two  arcs  e^  e.^  are  similar  and  symmetrically  placed  with  respect 
to  the  point  4  =  0.  The  one  which  lies  to  the  left  appeared  in  the 
figure  of  the  real  motion  of  the  top's  apex  (Fig.  5). 

If  now  we  complete  this  figure  by  a  second  half  symmetrica!  with 
this  first  half  with  respect  to  the  horizontal  axis  e^  e« ,  we  obtain  the 
image  of  the  entire  Vi[7-surface  or  of  the  entire  parallelogram  of  periods 
in  the  ^ plane  (Fig.  8).  We  suppose  an  incision  made  in  the  v1[7-surface 
along  the  segment  e^  e.^  e^  of  the  real  axis. 


Fig.  8. 


It  will   be  noticed   that   the  image  covers  doubly  the  portion  of  the 


plane  which  lies  within  the  two  arcs  e^ ,  e., ,  e.^ 


oo ,  which  lie  to  the 


right,  the  two  sheets  being  joined  along  a  branch  line  which  runs  from 
€x  to  C  =  OQ .  From  the  figure  we  infer  that  e^  is  a  branch  point  of  t, 
but  not  so  the  point  C  =  oo ;  for  a  circuit  cannot  be  made  of  the  point 
^  =  oo  without  passing  into  the  portion  of  the  plane  bounded  by  the 
half-arcs  e^^,  e.j,  l,  ^=  oo ,  lying  to  the  left,  which  does  not  belong  to  the 
image.     And  these  conclusions  may  readily  be  verified  by  reckoning. 

We  may  describe  our  figure  as  a  quadrilateral,  one  of  lohose  pairs 
of  opposite  sides  are  the  rectilineal  segments  runnig  from  the  points  e., , 
through  C  =  oo ,  and  which,  were  they  produced,  would  intersect  at  C  ==  0  , 
and  the  other  pair,  the  two  curvilinear  arcs  e^  e^  e.-, . 


Klein,  Gesammelte  raath.  Abhandlungen.   II. 
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The  sides  of  each  pair  go  over  into  each  other  by  the  Substitution 
of  C  which  corresponds  to  a  change  of  t  by  one  of  the  periods  2o) 
2ia)^:  the  straight  sides  by  the  rotation  about  C  =  0  defined  by  the 
"elliptic  Substitution"  ^'  =  e^y''>C ,  which  we  have  already  considered  and 
which  we  have  indicated  in  the  figure  by  the  double- headed  curved  arrows; 
the  curved  sides  by  the  transformation  defined  by  the  "hyperbolic  Sub- 
stitution" ^' =  xC,  in  consequence  of  which  they  are  similar  and  sym- 
metrically  placed  with  respect  to  the  centre  of  similitude  C  =  0 .  In  the 
figure  we  have  indicated  the  latter  transformation  by  the  double-headed 
straight  arrows  which  intersect  at  C  =  0 .  The  significance  of  both  the 
periods  2cOj,  2ico^  for  the  curve  traced  by  the  apex  of  the  top  is  thus 
made  evident  by  our  figure.  And  indeed  we  have  now  clearly  before  us 
for  the  first  time  the  reason  that  the  curve  described  in  real  time  should 
be  represented  by  elliptic  functions.  It  is  but  a  portion  of  the  complete 
curve,  or  rather  domain,  which  comes  to  light  when  we  avail  ourselves 
of  the  entire  field  of  complex  numbers  in  which  the  representation  of 
both  periods  is  alone  possible. 

The  Riemann   surface   determined  by    C  =   Ajl ,  the  curve  traced  bv 

0  [t) 

the    opposite    extremity  of  the    top's    axis,    Z  =  0 ,    may  be   constructed 
similarly. 

For  real  values   of  t  we  have  ^-~  =  —  ZjJ.  ,    which   means  simply 

that    —777-   and   —--.-    are  opposite  extremities   of  one  and  the  same  dia- 

y{t)  8{t) 

meter  of  the  sphere.     For  complex  values  of  t  this  formula  is  to  be  re- 
placed  by  the  more  general  one 

ß{t)  -yCt) 


If  now  we  suppose  these  two  Riemann  surfaces  to  be  projected 
back  again  to  the  surface  of  the  fixed  sphere,  and  the  points  of  the  two 
which  correspond  to  the  same  value  of  t  to  be  joined,  the  resulting  System 
of  rays  will  represent  the  oo^  positions  which  the  axis  of  the  top  may 
take  in  the  general  (non- Euclidean)  motion  which  corresponds  to  any 
motion  of  t  in  the  parallelogram  of  periods. 

Of  these  oc^  "axes",  only  those  pass  trough  the  centre  of  the  sphere 
which  correspond  to  real  values  of  t.  These  are  the  axes  which  meet 
the  curved  are  e«  e^  e^  of  the  preceding  figure  which  lies  to  the  lef t. 
Those  axes  which  meet  the  other  curved  are  e^  e^^  e.^  intersect  in  another 
point  of  the  central  line  [i.e.  of  the  vertical  through  the  centre  of  the 
sphere);  namely,  the  point  into  which  the  centre  of  the  sphere  is 
transformed   by  the  hyperbolic  Substitution  already  explained.     A  visible 
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representation  of  the  possible  motions  of  the  top's  axis  in  complex  time 
is  to  be   had   by  constmcting    the    figures    for  and    ^    on    an  actual 

sphere    and    joining  a  number  of   corresponding  points  by  straight  lines. 

The  doiibly  infinite  Systems  of  the  rays  which  are  elements  of  the 
polhodes  and  herpolhodes  of  all  motions  possible  in  complex  time,  may 
be  constructed  in  like  manner,  and  a  complete  geometrical  representation 
be  thus  obtained  of  the  top's  motion.  The  constructions  are  more  com- 
plicated,  but  there  is  no  essential  difficulty  in  carrying  them  out. 

In  fact,  the  only  serious  difficulty  in  this  entire  method  of  discussion 
is,  that  all  our  ordinary  conceptions  of  mechanics  involve  the  notion  that 
time  is  capable  of  but  one  sort  of  Variation.  We  are  so  accustomed  to 
regard  the  mechanical  conditions  which  correspond  to  small  values  of  t, 
as,  so  to  speak,  the  cause  of  those  which  correspond  to  greater  values, 
and  to  picture  the  changes  of  configuration  as  following  one  another  in 
definite  order  with  the  varying  time,  that  we  find  ourselves  at  a  loss  for 
a  mechanical  representation  when  t,  by  being  supposed  complex,  becomes 
capable  of  two  degrees  of  Variation. 

To  avoid  this  difficulty  as  far  as  possible,  let  us  suppose  t  no  longer 
capable  of  varying  in  every  direction  in  the  parallelogram  of  periods,  but 
only  along  a  Ime  parallel  to  the  real  axis.  In  other  words,  in  t  =  tj^-\~  it^^, 
let  US  regard  t.^  as  constant  in  each  particular  case,  and  ^^  as  alone  varying. 
In  this  manner,  bj^  subsequently  giving  t^  all  possible  values,  we  may 
take  into  account  all  possible  complex  values  of  t,  but  we  conceive  them 
as  ranged  along  the  oo^  parallels  to  the  real  axis.  Regarded  thus,  the 
Riemann    surfaces   — ,  --   become   carriers  of  certain  curve  Systems,    and 

the  System  of  oo^  axes  is  distributed  among  oo^  ruied  surfaces. 

In  this  manner  we  separate  the  totality  of  the  positions  of  the  top 
in  complex  time  into  an  infinite  number  of  simply  infinite  sets  of  posi- 
tions. These  sets  of  positions  are  characterized  not  only  by  the  initial 
values  of  t,  but  b^y  the  values  of  the  constants  of  integration,  which  must 
have  been  introduced  had  the  reckoning  which  we  have  merely  sketched 
been  actually  carried  out.  It  should  perhaps  have  been  stated  earlier 
that  in  the  interest  of  complete  generality  these  constants  must  now  be 
supposed  complex,  for  we  are  now  operating  in  the  domain  of  complex 
numbers.  Moreover,  only  by  supposing  them  complex  shall  we  have  con- 
stants enough  at  our  disposal  to  meet  all  the  conditions  of  our  generalized 
problem  of  motion. 

So  far  our  figures  have  been  constructed  with  a  view  to  obtaining 
a  clear  geometrical  representation  of  the  entire  content  of  our  analytical 
formulas.     But  their  chief   interest  lies  in  this:    that  one  can  give  them 
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a  real  dynamical  meaning,  that  one  can  find  a  real  mechanical  System 
by  whose  motions  they  may  be  generated.  I  assert  that  one  can  deter- 
mine  a  certain  free  mechanical  System,  namely,  a  rigid  hody  freely  moving 
in  non-Euclidean  space  under  the  action  of  certain  definite  forces,  which 
in  real  time  carries  out  exactly  that  infinity  of  forms  of  motion  which 
we  have  just  heen  descrihing,  the  one  or  other  of  them  according  to  the 
choice  made  of  the  initial  conditions  of  motion.  The  mechanical  System 
is  a  generalized  one,  but  it  belongs  to  the  domain  of  real  dynamics. 

Let  US  consider  the  general  problem  of  the  motion  of  a  rigid  body 
under  the  action  of  any  forces,  in  the  non-Euclidean  space  whose  absolute 
is  the  surface:  x^^  +  y""  ^~  z'  -  f"  ■=  0  . 

The  earliest  investigation  of  the  motion  of  a  rigid  body  in  non- 
Euclidean  space  was  made  by  Clifford  in  1874  —  though  the  investiga- 
tion was  not  published  until  after  his  death,  in  his  coUected  works.  The 
same  problem  has  been  considered  also  by  Heath  in  the  Philosophical 
Transactions,  1884.  Both  these  mathematicians,  however,  have  treated 
the  case  of  the  elliptic  non-Euclidean  geometry,  not  the  hyperbolic,  and 
have  contented  themselves  with  establishing  the  differential  equations  of 
the  problem. 

I  shall  proceed  analytically,  as  this  method  is  more  readily  under- 
stood  by  one  who  is  not  well  versed  in  non-Euclidean  geometry,  and  im- 
mediately  obtain  differential  equations  for  the  motion  of  a  certain  rigid 
body  in  non-Euclidean  space  perfectly  analogous  to  the  equations  for  the 
motion  of  the  top  in  real  time,  but  involving  two  sets  of  variables. 

To  have  the  general  case  before  us  at  once,  I  suppose  the  parameters 
(p,  v%  &,  and  the  time  t,  all  complex  and  set 

These  parameters  are  connected  with  T  and  F,  the  kinetic  and 
Potential  energy,  by  the  well-known  Lagrange  equations: 


^Ci?')          d{T-V)                ^\d<p')          c{T-V)                ^\drp')  _ 

diT-V) 

dt                   d^        '                 dt                    d(p         '                 dt 

drf' 

In  these  equations  set 

Since,  then,                    ^^         ^^^           ^^^ 

_  dT,         .  dT,  . 
and  similarly,                              ~  ^^^'       *  ^^^'  ' 

dT          dT,            dT,           .       cT  _    dT,         .    dT,  . 
d(p'  ~  d<p,'         *  d(p,'       ^""^      dy,'  ~  dy','            dW  ' 
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and    since,    furthermore,    by   our    hypothesis,    dt  =  dt^  ,    the    first    of    our 
equations  breaks  up  into  the  two  equations  involving  real  variables  only, 


d»,'J  ^  dJT^  -Fl )  Vgl»//  ^  ^1  -V,) . 

and  the  remaining  two  equations  behave  similarly. 

Thus,  every  real  mechanical  problem  again  reduces  to  a  real  problem 
when  the  variables  are  made  complex,  provided  the  real  part  only  of  the 
complex  ^  be  supposed  to  vary,  but  the  problem  of  a  motion  involving 
twice  the  number  of  variables. 

Applying  this  general  conclusion  to  the  particular  question  before 
US,  it  is  evident  without  any  further  discussion  that  the  problem  of  {he 
motion  in  complex  time  of  a  top  whose  point  of  support  is  fixed  is 
changed  into  a  problem  of  real  dynamics;  the  problem  of  the  non-Eucli- 
dean  motion  of  a  rigid  body.  This  motion  has  six  degrees  of  freedom 
instead  of  three,  corresponding  to  the  six  parameters,  j^j,  #.^,  99^,  cp^, 
yjj^,  ?/;._,,  and  its  kinetic  and  potential  energy  are  T^  and  T^,  the  real 
parts  of  the  complex  T  and  V. 

But  what  is  the  rigid  body,  and  what  the  force  producing  the  motion? 
We  shall  content  ourselves  with  simply  answering  these  questions  without 
entering  upon  the  considerations  appertaining  to  non-Euclidean  geometry 
by  which  our  conclusions  are  reached. 

The  equation  of  the  absolute  being 

X'  ~r  y  ^r  Z"  —  t-  ^0  , 

the  integral 

C  {ux-i-vy  ,  wz-cüty , 

evaluated  throughout  any  body  in  the  corresponding  non-Euclidean  space, 
is  called  the  "second  moment"  of  the  body  with  respect  to  the  plane 
whose  coordinates  are  u,  v,  w,  co.  In  the  particular  case  before  us  this 
integral,  when  evaluated,  ivill  he  equal  to  1 ,  independently  of  the  values 

of    U,    V,    W,    CO. 

Remembering  that  u,  v,  w,  w  are  constants  with  respect  to  the 
integration,  the  result  may  be  written 

>"— 5-^ — Ty V  ,    which  theref  ore  -=  1 . 

Now  the  surface  whose  equation  in  tangential  coordinates  is 

Au'*--\-2Buv~[-  ...^0 
is  called  the  "null-surface".     In   the   case  before  us,    therefore,    the  null- 
surf ace  coincides  ivith  the  absolute.     This   is  the   rigid  body  of  our  non- 
Euclidean  motion. 
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The  force  producing  the  motion  may  be  defined  as  follows:  In  the 
figure  (Fig.  9)  let  g  represent  the  fixed  axis  of  gravitation  (through  the 
point  of  Support  of  the  top),  r  the  axis  of  the  top,  and  p  the  non- 
Euclidean  perpendicular  common  to  g  and  r.  The  angle  between  g  and  r 
is  then  defined  as  d  =  d^  -~  i  0^ ,  where  ^^  represents  the 
angle  between  the  planes  gp  and  rp,  and  i^^  in  non- 
Euclidean  angular  measure  is  the  distance  p. 

The  force  is  then  the  wrench  represented  in  intensity 
by  P-sin  ?^,  of  which  the  real  part  represents  the  rotating 
force  acting  about  p  and  the  imaginary  part  represents  the 
thrust  along  p. 
In  conclusion,  allow  me  to  remark  once  again  that  this  non-Euclidean 
geometry  involves  no  metaphysical  consideration,  howeyer  interesting  such 
considerations  may  be.  It  is  simply  a  geometrical  theory  which  groups 
together  certain  geometrical  relations  in  real  space  in  a  manner  pecu- 
liarly  adapted  to  their  study. 

Lecture  IV. 

In  the  latter  part  of  yesterday's  lecture  we  ventured  a  little  way 
into  what  Professor  Newcomb  has  called  the  "fairyland  of  mathematics". 
Ignoring  the  limitation  of  the  top's  motion  to  real  time,  we  gave  füll 
play  to  our  purely  mathematical  curiosity.  And  there  can  be  no  doubt 
that  it  is  proper  and  indeed  necessary  within  due  limits  to  proceed  after 
this  manner  in  all  such  investigations  as  that  now  before  us.  It  is 
possible  only  thus  to  develop  a  strong  and  consistent  mathematical  theory. 
But  we  should  not  yield  ourselves  wholly  to  the  charm  of  such  specula- 
tions,  but  rather  control  them  by  being  ever  ready  to  return  to  the  actual 
Problems  which  nature  herseif  proposes. 

We  turn  again  to-day,  therefore,  to  the  real  top,  and  proceed  tö  in- 
vestigate  its  motion  when  the  point  of  support  is  no  longer  fixed,  but 
movable  in  the  horizontal  plane.  This  is  the  case  of  the  ordinary  toy  top^^). 
I  f^  It  has  been  well  known  since  the  time  ot  Poisson  that  the  difie- 
rential  equations  of  this  motion  can  be  integrated  in  terms  of  the  hyper- 
elliptic  integrals.  And  it  is  the  main  purpose  of  my  present  lecture  to 
show  that  these  integrals  may  be  treated  in  a  manner  quite  analogous  to 
that  in  which  the  elliptic  integrals  were  treated,  by  aid  of  the  general 
''automorphic  functions^\  of  which  the  elliptic  functions  are  a  special  class. 

The  "toy  top"  has  five  degrees  of  freedom  of  motion,  two  of  them 
relating  to  the  horizontal  displacement  of  the  centre  of  gravity,  and  the 

^'^)  [Wegen  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  vgl.  Kreiselbuch,  Heft  III, 
Anhang  zu  Kapitel  VI.] 
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other  three  to  the  motion  aroimd  this  centre.  The  horizontal  motion  of 
the  centre  of  gravity  is  very  simple,  being,  as  is  well  known,  a  recti- 
linear  motion  of  constant  velocity.  Consequently,  no  essential  restriction 
of  the  problem  is  involved  in  assuming  the  horizontal  protection  of  the 
centre  of  gravity  to  be  a  fixed  point.  By  this  assimiption  the  problem 
is  again  reduced  to  one  of  three  degrees  of  freedom  only,  and  we  have 
besides  t  no  other  variables  to  consider  than  the  parameters  cp ,  ip,  &  or 
cc,  /)*,  y,  d  of  the  previous  discussion  —  the  parameters  here  defining  the 
Position  of  the  top  with  respect  to  axes  through  its  centre  of  gravity. 

To  obtain  first  the  ordinary  formulas  which  define  the  motion  in 
terms  of  the  astronomical  parameters:  let  G  represent  the  weight  of  the 
top,  s  the  distance  of  its  centre  of  gravity  from  the  point  of  support, 
and  again  represent  the  product  Gs,  i.e.  the  static  moment,  by  P.  Also, 
for  the  sake  of  simplicity,  let  us  again  suppose  that  the  three  principal 
moments  of  inertia  of  the  top,  in  this  case  with  respect  to  the  axes 
through  its  centre  of  gravity,  are  all  equal  to  1. 

Then  the  kinetic  energy,  T,  and  the  potential  energy,  V,  are  given 
by  the  following  equations:  viz. 

T  -  l  {(p'^-  +  w""  4-  2(p'ip'-cosd  -f-  ^'^  +  Ps -  sin'' i^'iV-) ,       F  =  P  cos  ^  , 

which  differ  from  the  corresponding  expressions  in  the  special  case  where 
the  point  of  support  is  fixed  only  in  the  appearance  of  the  additional 
term  Ps-sin'^d'^'^  in  T.  As  this  term  will  disappear  if  s  =  0,  though 
we  take  Gs ,  i.e.  P,  different  from  zero,  the  elementary  case  may  be 
described  from  the  present  point  of  view  as  that  of  a  top  of  infinite 
weight  whose  centre  of  gravity  coincides  with  its  point  of  support. 

On  substituting  these  values  for  T  and  V  in  the  first  two  Lagrange 
equations,  ^^,  ^ 

d  -— ,-  d  -~~j 

dt      ^'       dt      ^' 

we  obtain  immediately,  as  before,  the  two  algebraic  first  integrals 

(p'  -A-  i/^'cos  j9  ^=  n  , 

%p'  -j-  99' cos  d  =  l . 

If  from  these  last  equations  we  reckon  out  cp'  and  \p\  and  Sub- 
stitute the  resulting  values  in  the  integral  of  energy 

T  +  V^h, 

we  obtain  t,  fp  and  ip  in  the  form  of  integrals  in  terms  of  the  variable  t^. 
As  before,  we  set  u  =  cos  &,  and 

U  =  2Pu^~2 hu^  '^2{ln-P)u  +  {2h  -  l'  -  n-) , 
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when  these  integrals  become 


Psu' 


Jn  —  lu  du\'{l-]-  Ps 
1-u^-'  v'U 


P8)  —  P8U^ 


Jl  —  nu  du\'{l-\-Pß 


)-P8U- 


V 

These  formulas  differ  from  the  corresponding  formulas  for  the  ele- 
mentary  case  in  that  the  new  irrational  factor  V(l+Ps)  —  Psu^  here 
appears  in  the  numerator  of  each  integrand.  In  consequence,  we  have 
now  to  do  with  hyperelliptic  integrals,  p=2.  In  addition  to  the  former 
branch-points  of  the  Kiemann  surface  in  the  i(-- plane,  viz.  e^,  e^,  63,  e^, 
two  new  real  branch-points  appear,  viz.: 


=  ±V^ 


Ps 


I  shall  call  them  e^ ,  e^,  and  assume  them  to  be  numerically  greater  than 
63.  The  Kiemann  surface  is  therefore  a  surface  of  two  sheets  with  six 
branch-points  e^,  e^,  e^,  e^,  e^,  e^.,  ranged  along  the  real  axis  of  the 
-«^ -plane,  as  indicated  in  the  foUowing  figure: 


Fig.  10. 

In  addition  to  the  branch-points,  I  have  indicated  the  positions  of 
the  points  +1?  —1?  since  these  particular  values  of  u,  corresponding 
to  &  =  0 ,  &  =  71,  play,  as  in  the  elementary  case,  a  special  role  in  our 
discussion. 

The  time  t  is  no  longer  an  integral  of  the  first  kind;  that  is  to  say^ 
an  integral  which  remains  finite  for  all  values  of  u,  but  an  integral  of 
the  second  kind,  which  becomes  infinite  for  -^^  =  00 ,  asV—2su,  An 
integral  of  the  second  kind,  it  may  be  added,  is  one  having  a  point  of 
algebraic  discontinuity  only.  The  integrals  cp  und  </',  on  the  other  hand, 
have  each  of  them,  as  before,  four  logarithmic  points  of  discontinuity; 
namely,  the  four  points  u=  -±1  of  the  Kiemann  surface. 

The  first  step  to  be  taken  is  to  replace  the  integrals  (p  and  yj  by 
normal  hyperelliptic  integrals  of  the  third  kind;  that  is,  by  integrals 
possessing  each  but  two  logarithmic  points  of  discontinuity  with  the 
residues   -j- 1   and   —  1 .     This    is    accomplished    precisely  as    in    the    ele- 
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mentary  case,  by  introducing  logc^,  log/5,  log/,  log^.  As  before,  these 
prove  to  be  normal  Integrals  of  the  third  kind,  each  having  a  logarithmic 
discontinuity  (with  the  residue  -|-  1 )  at  one  of  the  points  u^=  +  1,  and 
all  having  a  second  logarithmic  discontinuity  in  common  (with  the  residue 
—  1 )  at  the  point  -^.=-00.  This  f ollows  at  once  f rom  the  result  of  the 
reckoning  if  it  be  noticed  that  the  expression  (1  -}-  Ps)  —  Psu^  reduces 
to  1  ior  u  =  +  1 . 

It  is  evident,  therefore,  that  the  parameters  a,  ß,  y,  d  play  the 
same  fundamental  role  here  as  in  the  case  of  the  top  whose  point  of 
Support  is  fixed.  And  in  the  following  discussion  we  shall  no  longer  use 
(p  and  If,  but  a^  ß,  y,  d.  These  variables  possess  on  the  Riemann 
surface  a  0- point  each  at  one  of  the  four  points  u  =  ±:l,  and  a  common 
00 -point  at  it  =  oo.  I  have  not  thought  it  necessary  to  enter  into  the 
details  of  this  reduction,  as  it  is  so  completely  analogous  to  the  reduction 
in  the  more  elementary  case. 

Bat  when  we  attempt  to  repeat  the  next  step  of  the  previous  dis- 
cussion, and  endeavor,  by  inverting  the  hyperelliptic  integral  t,  so  assign 
to  t  the  role  of  independent  variable,  w^e  find  at  once  that  there  is  a 
profound  difference  between  our  present  problem  and  the  previous  more 
special  problem.  This  difference  is  masked  when  we  confine  our  attention 
to  the  top's  motion  in  real  time.  For  as  t  varies,  remaining  always  real, 
the  value  of  u  vibrates  as  before  between  the  values  e^  and  e^,  while 
(p  and  if  are  each  increased  by  real  periods.  The  difference  comes  to 
light,  however,  as  soon  as,  allowing  t  to  take  complex  values,  we  proceed 
to  construct  in  the  i- plane  the  image  of  the  Riemann  surface.  As  the 
image  of  a  half-sheet  of  this  surface,  we  have  now,  instead  of  the  simple 
rectangle  of  the  elementary  case,  an  open  hexagon  with  one  of  its  angular 
points  at  infiriity,  as  in  the  following  figure,  and  when  by  the  method& 
of  symmetrical  and  congruent  reproduction,  we 
go  on  to  construct  from  this  figure  the  image 
of  the  entire  Riemann  surface,  we  at  once  en- 
counter  the  dif ficulty  that  this  image  will  cover  *" 
the  ^- plane  not  simply,  as  in  the  elementary 
case,  but  rather  with  an  infinite  number  of  over- 
lapping  hexagonal  pieces.  To  a  single  point  in 
the  ^- plane,  therefore,  will  correspond  not  one, 
but  an  infinite  number  of  values  of  u,  that  is  to  say,  u  is  no  longer  a 
uniform  function  of  t. 

I  may  remark  that  it  is  often  said  that  the  inversion  of  the  hyper- 
elliptic Integrals  is  impossible.  This  is  not  true;  it  is  not  impossible  to 
invert  them,  but  to  get  uniform  functions  by  the  process. 


Fig.  11 
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There  is  a  well  known  method  of  generalizing  the  result  of  inverting 
the  elliptic  Integrals  and  obtaining  functions,  "hyperelliptic  functions", 
as  they  are  called,  which  are  in  a  proper  sense  the  generalization  of  the 
«Uiptic  functions.    The  method  is  due  to  Jacobi,  and  goes  by  his  name. 

There   are  two   hyperelliptic  Integrals   of    the   first  kind  in  the  case 

before  us: 

Jdu 
yjU  yjl+Ps-Psu- 
udu 


J 


^]U'y|\+Ps-Psu'' 

Jacobi  forms  double  y^-functions  of  v^^  v^,  viz.  Q{v^,v^),  in  terms  of 
which  he  seeks  to  express  the  other  variables  as  uniform  functions.  This 
is,  perhaps,  the  greatest  achievement  of  Jacobi,  and  for  general  in- 
vestigations  of  the  highest  importance,  but  it  promises  us  little  aid  in 
the  problem  which  we  are  considering.  To  avail  ourselves  of  it,  we 
should  need  first  to  develop  a  method  for  determining  what  values  of 
Vj,  ^2  correspond  to  the  same  value  of  t.  We  are  therefore  reduced  to 
the  direct  computation  of  hyperelliptic  integrals  if  we  wish  to  avoid  the 
complicated  equation  for  v^  and  v.^  which  results  if  we  eliminate  t. 

Is  it  possible,  then,  by  any  means  whatsoever,  to  obtain  for  the 
general  motion  of  the  top  formulas  analogous  to  those  which  we  suc- 
ceeded  in  establishing  for  the  top  whose  point  of  support  was  fixed? 
Yes,  by  availing  ourselves  of  the  theory  of  the  uniform  automorphic 
functions^^). 

A  uniform  automorphic  function  of  a  single  variable  rj  is  a.  function 
f{r)),  which  satisfies  the  functional  equation 

where  a^,  by,  Cr,  dy  have  given  constant  values  for  each  of  the  values 
oi  v:  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  . ,  oc  —  for  all  of  which  the  functional  equation  is 
satisfied. 

The  automorphic  functions,  therefore,  are  functions  which  are  trans- 
iormed  into  themselves  by  an  infinite  but  discontinuous  group  of  linear 
substitutions.  They  are  the  generalization  of  the  elliptic  functions  which 
consists  in  generalizing  the  periodicity  of  these  functions,  but  leaving  the 
number  of  the  variables  unchanged,  while  Jacobi 's  hyperelliptic  func- 
tions are  a  generalization  which  consists  in  increasing  the  number  of 
variables,  but  leaving  the  periodicity  unchanged. 

^^)  [Über  die  Theorie  der  allgemeinen  automorphen  Funktionen  vgl.  meine  Ab- 
handlung in  Bd.  21  der  Math.  Annalen  (1883)  „Neue  Beiträge  zur  Riemannschen 
Funktionentheorie"     --  Abh.  CHI  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe.     K. 
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I  shall  present  what  I  have  to  say  regarding  them  geometrically. 
And,  indeed,  the  general  notion  of  these  automorphic  functions,  as  well 
as  the  knowledge  of  their  most  important  properties,  originated  from 
geometrical  considerations,  and  geometrical  considerations  only.  Even  now 
the   analytical   details   of  the  theory  have  been  only  partially  developed. 

Our  problem,  as  we  are  now  to  conceive  of  it,  is  this:  to  define  a 
variable  r],  of  which  t,  a,  ß,  7,  d  shall  he  uniform  automorphic  func- 
tions^ as  were  a,  ß,  y,  ö  oi  t  itself  in  the  elementary  case. 

To  revert  to  the  elementary  case  —  the  fact  that  t  was  itself  a 
"uniformizing"  variable,  i.e.  a  variable  of  which  u  was  a  uniform  fmic- 
tion,  was  brought,,to  light  by  finding  that  when  the  image  in  the  ^- plane 
of  a  Single  half-sheet  of  the  Riemann  surface  on  the  -z^- plane  was  re- 
produced  by  symmetry  and  congruence,  this  image  covered  the  ^- plane 
simply.  May  we  not,  then,  construct  in  the  plane  of  a  variable  ?;  a 
rectangular  hexagon  which  shall  be  the  image  in  the  ^y- plane  of  a  half- 
plane u,  and  which  on  being  reproduced  shall  cover  the  ?y- plane  or  a 
portion  of  it  simply,  and  then  subsequently,  from  a  study  of  the  condi- 
tions  which  determine  this  hexagon,  derive  in  definite  analytical  form  the 
functional  relation  between   ?;  and  ^6? 

It  is  in  fact  possible,  as  the  theory  of  automorphic  functions  shows, 
to  construct  such  a  rectangular  hexagon,  and  that  in  essentially  but  one 
way.  Its  sides  are  not  line  segments,  but  arcs  of  circles  which  them- 
selves  cut  the  real  axis  of  the  ?^- plane  at  right  angles.  It  has  the 
f ollowing  form : 


Fig.  12. 

The  mere  geometrical  requirement  that  the  figure  be  made  up  of 
arcs  of  circles  which  cut  the  real  axis  orthogonally,  and  cut  each  other 
orthogonally  also  at  the  six  points  e^ ,  e^ ,  e^,  e^,  e^ ,  Cg ,  is  of  course  not 
enough  to  determine  it  completely.  There  are  a  certain  number  of  para- 
meters  which  remain  undetermined,  and  which  are  to  be  so  determined 
that  the  hexagon  is  an  actual  conformal  representation  of  the  half  i6- plane 
with  the  given  branch-points  c^ ,  e^,  . . . ,  e^ .  The  fundamental  theorem 
of  the  theory  of  automorphic  functions  declares  that  this  can  be  accom- 
plished  in  one,  and  essentially  but  one,  way. 

Having  determined  the  image  of  the  one  half-sheet  of  the  Riemann 
surface  on  the  i^- plane,  the  infinitely  many  remaining  Images  are  to  be 
had    by  constructing    the   figure   into   which   the   original   image   is  trans- 
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formed  by  inversion  with  respect  to  each  circle  of  which  one  of  its  sides 
is  an  arc,  by  repeating  the  same  construction  for  the  resulting  hexagons, 
and  so  on  indefinitely. 

By  this  process  the  entire  upper  half  of  the  //-plane  is  simply  covered 
without  overlapping  by  rectangular  hexagons,  whose  sides  are  circular 
arcs.  Each  of  these  hexagons  is  an  image  of  a  half-sheet  of  the  Riemann 
surface.  And  if  they  be  alternately  shaded  and  left  blank,  the  shaded 
ones  are  images  of  positive  half-sheets,  the  blank  ones  of  negative  half- 
sheets  of  the  surface. 

Evidently,  then,  to  a  single  point  in  the  ?/- plane  there  corresponds 
but  a  Single  point  in  the  Riemann  surface,  or  u  and  Vü  are  uniform 
functions  of  ?/.  On  the  other  band,  the  points  in  two  of  the  hexagons 
which    correspond    to    the    same    value    of    u,    VC7,    and    may   be    called 

"equivalent  points",  are  connected  by  a  formula  of  the  form  i]'=^  ^'^r-r-y 

as  in  the  special  elliptic  case  the  corresponding  points  of  two  of  the 
parallelograms  of  periods  were  connected  by  the  formula 

Thus  u  and  Vü  are  uniform  automorphic  functions,  of  »/,  satisfying  the 
equation:  .,    .       y.favfi  +  bv\ 

I  may  remark  that  Lord  Kelvin  made  use  of  this  sort  of  sym- 
metrical  reproduction  more  than  fifty  years  ago  in  his  researches  on  electro- 
static  Potential.  But  his  figures  were  solids  bounded  by  portions  of  spherical 
surfaces,  and  his  principal  aim  was  so  to  determine  these  that  only  a  finite 
number  of  other  distinct  solids  should  result  from  them  by  the  process 
of  reproduction. 

Not  only  u  and  VÜ,  but  also  Vi -f- P«  —  Psi^^,  and  again  t,  a^ 
/?,  7,  d,  are  uniform  functions  of  our  new  variable  ?y,  functions,  it  may 
be  added,  which  exist  only  in  the  upper  half  of  the  ?/- plane.  Hence  ij 
is  the  uniformizing  variable  which  we  have  been  seeking,  the  variable 
which  plays  the  röle  taken  by  t  in  our  discussion  of  the  special  problem. 

We  turn  therefore  to  the  consideration  of  t,  a,  ß,  7,  d,  regarded  as 
functions  of  rj. 

The  variable  t  is  affected  additively  by  the  linear  substitutions  of  rj 
which  correspond  to  the  successive  reproductions  of  the  figure;  i.e.  with 
every  Substitution  it  is  increased  by  a  constant.  Moreover,  it  becomes 
infinite,  and  that  simply  infinite  algebraically,  at  all  those  points  of  the 
»/-plane  which  correspond  to  the  point  c«,  of  the  i^- plane,  the  points, 
namely,  which  are  equivalent  to  the  single  angular  point  marked  e^  in 
the  hexagon  of  our  figure. 
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On  the  other  hand,  a,  ß,  y,  ö,  are  affected  multiplicatively  by  the 
linear  substitutions  of  rj.  Each  becomes  zero  in  one  series  of  equivalent 
points,  and  that  simply,  and  each  becomes  infinite,  and  that  also  simply, 
in  another  series  of  equivalent  points. 

The  oc- points  are  the  same  as  those  for  which  t  becomes  infinite; 
the  0- points  are  the  points  on  the  perimeters  of  our  hexagons  which 
correspond  to  the  four  points  u=±l  of  our  original  Riemann  surface 
of  two  sheets  on  the  7^- plane.  The  two  points  corresponding  to  u  =  -\-l 
we  may  name  a\  a'\  and  the  two  points  corresponding  to  u  =  —  l, 
h',  h'\  in  such  a  manner  that  the  series  of  equivalent  0- points  of  «,  ß, 
y,  d,  correspond  ijespectively  to  a',  b',  h",  a" . 

On  this  characterization  of  our  functions  t,  a,  ß,  y,  d,  we  have 
now  to  base  their  analytical  representation  in  terms  of  i].  This  is  to 
be  accomplished  by  means  of  the  functions  which  in  this  more  general 
case  of  the  automorphic  theory  play  the  same  fundamental  role  as  the 
elliptic  (7-functions  in  the  more  eiementary  case  —  the  so-called  prime- 
forms^^).     The  prime-form  is  not  a  function  of  yj,    but  a   homogeneous 

function  of  the  first  degree  of  r}^ ,  rj^  [where  ~  =^  fj) ;    like   the  elliptic 

o- function,  it  vanishes  at  all  of  a  certain  series  of  equivalent  points, 
and  is  nowhere  infinite. 

I  use  the  name  prime-form  because  all  the  algebraic  integral  forms 
belonging  to  the  Riemann  surface  admit  of  being  similarly  expressed 
as  products  of  suitably  chosen  prime-forms,  just  as  in  ordinary  arithmetic 
integers  as  products  of  prime  numbers.  It  may  be  added  that  these 
prime-forms  are  not  completely  determined  quantities.  The  may  be 
altered  by  certain  factors,  the  exact  expression  of  which  here  would 
cause  too  serious  a  digression. 

If  now  we  represent  the  prime-form  whose  zero-points  are  the  series 
of  equivalent  points  corresponding  to  the  point  m  of  the  Riemann  sur- 
face by  the  Symbol  ^^(»^j,  r]2',  ni)^^),  we  have  the  foUowing  analytical  re- 
presentation of  our  functions  t,  cc,  ß^  y,  d,  viz. : 


^^)  [Über  Primformen  vgl.  meine  Arbeit  in  Bd.  36  der  Math.  Annalen  (1890): 
„Zur  Theorie  der  Abelschen  Funktionen"  =  Abh.  XCVII  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe.     K.] 

^*)  [Vgl.  auch  meinen  ersten  Aufsatz  über  hyperelliptische  Sigmafunktionen  in 
Bd.  27  der  Math.  Annalen  (18B6)  =  Abh.  XCV  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe.     K^ 
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And  so  we  find  here,  as  before,  that  the  functions  a,  ß,  y,  S  prove 
to  he  the  simplest  elements  for  the  representation  of  the  top's  motion. 
They  are  the  simplest  quotients  of  the  elementary  functions  of  the  "hyper- 
elliptic  body"  which  has  replaced  the  "elliptic  body"  of  our  earlier  dis- 
cussion. 

It  may  be  remarked  that  these  formulas  at  once  reduce  to  t  =  r] 
and  the  previously  obtained  elliptic  formulas  on  making  the  hjrpotheses 
P  ^  0 ,  5  =  0,  which  are  equivalent  to  supposing  the  point  of  support 
fixed. 

Moreover,  it  must  be  said  that  these  expressions  for  t,  a,  ß,  y,  d 
are  only  to  be  understood  as  having  a  formal  significance.  There  is 
altogether  lacking  the  actual  determination  of  the  constants  left  at  our 
disposal  by  the  definitions  of  the  ^'s,  and  which,  it  may  be  added, 
differs  for  the  different  ^'s  which  appear  in  the  formulas  for  t,  a,  ß,  y,  Ö, 

And  with  this  we  come  upon  the  point  at  which  this  theory  is  still 
incomplete.  The  exact  determination  of  the  formulas,  and  in  general  the 
means  of  reckoning  them  out  by  practicable  methods,  are  for  the  most 
part  wanting.  The  theory  of  the  automorphic  functions  which  for  a  time 
was  a  matter  of  principal  interest  in  the  theory  of  functions  has  in  recent 
years  not  attracted  the  attention  nor  found  the  support  which  it  seems 
to  deserve.  /  have  therefore  the  more  gladly  laid  stress  here  on  the  fact 
that  these  are  not  only  functions  possessing  a  theoretical  interest,  hut 
functions  which  necessarily  present  themselves  if  one  will  completely 
solve  even  the  simplest  problems  of  mechanics. 

Had  we  the  time,  we  should  find  it  interesting  to  consider  the  geo- 
metry  of  this  more  general  case  of  the  top's  motion  also. 

I  will,  however,  give  the  equation  of  the  curve  traced  on  the  hori- 
zontal plane  by  the  point  of  support,  It  is  x  -\-  iy  =^  2aßs ,  as  results 
from  the  formulas  on  page  623,  by  giving  X,  Y,  Z  the  values  of 
0,  0,  —s,  respectively.  For  the  values  of  x  and  y  depend  on  a,ß,y,d 
alone,  these  quantities,  in  the  present  case,  conditioning  the  motion  of 
the  centre  of  gravity  up  and  down  its  vertical,  and  no  terms  appearing 
in  the  expressions  for  x  and  y  due  to  this  motion. 

And  I  may  also  make  the  general  remark  that  in  this  geometrical 
study  the  non-Euclidean  interpretation  plays  an  important  role.  For 
while  the  curves  traced  by  the  apex,  etc.,  have  in  real  time  a  form  quite 
similar  to  that  in  the  case  of  the  fixed  point  of  support,  the  Riemann 
surface  as  described  by  the  apex  on  the  fixed  sphere  brings  fully  into 
evidence  the  difference  between  the  elliptic  and  h5rperelliptic  characters 
of  the  two  motions.  Instead  of  the  quadrilateral  which  was  represented 
in  Fig.  8  we  should  here  have  a  hexagon. 
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Abstract   of   a  Lecture  before  the  American  Mathematical  Society  at  the 
Princeton  Meeting,  October  17,  1896. 

[Bulletin  ol'the  American  Mathematical  Society.     Vol.  3  (1897).] 


In  the  f our  lectures  ^)  of  the  earlier  part  of  the  week  I  have  attemp- 
ted  to  simplify  the  formulae  for  the  motion  of  a  top  by  turning  to  ac- 
count  the  methods  of  the  modern  theory  of  functions.  In  treating  this 
prob  lern  I  have  been  largely  influenced  by  the  consideration  that  it  is 
desirable  on  both  sides  to  reinforce  the  ralationships  between  pure  mathe-» 
matics  and  mechanics. 

To-day  I  consider  from  the  same  standpoint  a  much  more  elemen- 
tary  question,  which,  however,  for  this  very  reason  serves  as  at  type  for 
many  related  problems,  viz.,  the  stability  of  a  top  rotating  ab  out  an  axis 
directed  vertically  upward.  The  point  of  support  we  will  assume  to  be 
fixed.  If  it  were  movable  in  a  horizontal  plane,  the  formulse  would  be 
somewhat  more  complicated,  but  the  final  result  would  be  quite  similar 
to  that  in  the  special  case^). 

When  the  rotation  is  very  rapid  the  behavior  of  the  top  is  as  if  its 
axis  were  held  fixed  by  a  special  force.  This  idea  was  employed,  for  in- 
stance,  by  Foucault  (1851);  to  regard  it,  however,  as  an  independent 
mechanical  principle,  as  is  done  in  many  presentations  of  the  subject,  is, 
of  course,  absurd. 

The  usual  mode  of  attacking  the  problem  is  by  means  of  the  method 
of  small  oscillations.  li  x^  y  are  the  horizontal  coordinates  of  the  point 
of  support  of  the  top,  n  its  rotational  velocity,  and  P  the  moment  of 
its  weight,  then,  rejecting  higher  powers  of  x  and  y,  we  obtain  the  linear 
homogeneous  differential  equations  with  constant  coefficients 

x"  +  ny'  -Px^O, 
y"  —  nx'  —  Py=0. 

^)  Four  lectures  "On  the  theory  of  the  top".  [Vorstehend  als  Nr.  LXXV  ab- 
gedruckt.] 

'^)  [Zu  dieser  Abhandlung  vgl.  mein  und  Sommerfeldts  Kreiselbuch,  Heft  II, 
Kap.  V,  §§  4,  5,  8,  sowie  die  allgemeinen  Erörterungen  in  §§  6,  7  ebendaselbst.     K.] 


-656  Zur  mathematischen  Physik.     B.  Allgemeine  Mechanik. 

The  terms  in  x'  and  y'   in  these  equations  are  known  as  the  gyroscopic 
terms.    The  Solutions  of  the  equations  involve  the  characteristic  exponent 


1  = 


+  i»i-^/4P 


With  respect  to  the  form  of  this  exponent  two  cases  are  customarily  di- 
stinguished:  the  stcible  case,  n' >  4P,  and  the  unstahle  case  ?i-^4P, 
the  conclusion  then  being  drawn  that  in  the  former  case  actual  oscillations 
take  place  about  the  position  of  equilibrium,  while  in  the  latter  case  the 
axis  moves  away  indefinitely  from  the  position  of  equilibrium. 
For  the  stable  case  we  obtain 

X  ^=  a  cos  ^  •  sm  1/  — -. —  t^ 


2/  =  a  sm  ^  •  sm  y  — t~—  t 


where  a  is  a  constant  of  integration. 

I  will  retain  the  designations  „stable"  and  „unstable"  for  the  cases 
n'^  >  4:P  and  n^  ^iP,  and  will  then  examine  whether  the  motion  ac- 
tually  corresponds  to  the  common  use  of  these  terms. 

From  the  start  this  method  of  small  oscillations  lies  open  to  severe 
criticism.  In  the  so-called  unstable  case  it  is  directly  self-contradictory, 
since  the  quantities,  which  in  the  construction  of  the  differential  equation 
are  assumed  to  be  small,  become  after  its  integration  large.  There  is  no 
reason  whatever,  therefore,  for  regarding  the  results  as  an  approximation 
to  the  actual  conditions.  Even  in  the  stable  case  the  method  lacks  an 
accurate  basis. 

Poincare,  in  the  corresponding  questions  of  astronomy,  carries  out 
the  development  in  series  to  higher  terms.  But,  supposing  that  these 
series  converge  at  all,  will  their  region  of  convergence  extend  f ar  enough 
so  that  the  actual  character  of  the  motion  can  be  deduced  from  them? 
In  the  case  of  the  top  we  are  relieved  of  the  laborious  investigation  of 
this  question,  inasmuch  as  the  complete  integration  can  be  carried  out 
in  explicit  form. 

I  propose  the  following  mode  of  treating  the  problem.  For  the  sake 
of  simplicity,  the  moments  of  inertia  of  the  top  about  its  principal  axes 
are  all  assumed  equal  to  1.  The  axis,  being  originally  vertical,  let  the 
polar  angles  at  any  time  to  be  ß,  y  and  let  cos  ß  =u.  The  formulae 
of  integration  are  then 

U  =  2{u-  l){n'-  +  (Pu  -h)(u+  D). 
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The  Upper  end  of  the  axis  (apex)  of  the  top  describes  in  all  cases 
Oll  the  surface  of  the  circumscribed  sphere  a  rosette  consisting  of  a  num- 
ber  of  congruent  loops.  This  is  still  the  case  when  n  =  0  ,  a  loop  being 
theii  identical  with  a  great  circle  of  the  sphere.  Our  interest  centres  in 
the  question,  how  long  these  loops  are.  i,  e. ,  to  what  value  u=^  e  does  u 
diminish,  beginning  whit  u  =  l.  Here  u  =^  e  is  that  root  oi  U  =  0  which 
lies  between  u  =  -{-  1  and  u  =^  —  l .  In  order  to  obtain  the  width  of 
the  loops  it  would  be  necessaiy  to  discuss  the  integral   </'. 

Introducing  v  to  denote  the  value  when  ^^  =  1  of  the  angular  velo- 
city  dßjdt  of  the  axis  of  the  top,  this  being  equal  to  the  measure  of 
the  lateral  impulge  by  which  the  axis  is  carried  out  of  the  vertical  po- 
sition,  we  have  from   U^=0,  on  writing  e  for  u, 

,  __  (l-e)U--'-2P(e  +  l)) 
~  e  +  i 

When  e  and  v  are  rectangular  coordinates,  this  equation  properly  inter- 
preted,  represents  a  plane  cubic,  Symmetrie  to  the  axis  of  e,  with  a  ver- 
tical tangent  at  e  =  1,  v  =  0 ,  and  having  e  j-  1  ^  0  as  an  asymptote. 
This  curve  has  a  certain  difference  of  position  according  as 

7i^-4P>0     or     7i--4P<0, 

(the  case  n"  —  4:P  =  0  may  be  disregarded  for  the  sake  of  brevity).  In 
the  former  (stable)  case,  the  odd  branch  of  the  curve  passes  through 
e  =  ~  1,  V  =^  0,  while  in  the  latter  (unstable)  case,  it  is  the  even  branch 
which  passes  through  this  point. 


-r  0 


Fig.  ]. 

In  both  cases  it  is  the  odd  branch  \(^hich  is  of  account  for  the  real 
motion  of  the  top  since  u  =  cos  0  lies,  for  real  ß ,  between,  —  1  and 
+  1.  In  both  cases,  too,  the  difference  1  —  e,  i.  e.,  the  length  of  the  loops 
of  the  rosette,  diminishes  with  v. 

The  characteristic  distinction  between  the  two  cases  is  this:  that  for 
W-  — 4P       0,    the    difference    1  — e    diminishes    with   v    to    0,    while   if 

Klein.  Gesammelte  math.  Abhandlungen.   II.  42 
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n"  — 4P<0  this  difference  never  passes  a  certain  lower  limit  different 
from  0 .  Accordingly,  in  the  unstable  case,  the  loops  of  the  rosette  take 
at  once  a  certain  finite  length  even  for  the  smallest  lateral  Impulse  given 
the  top. 

Theoretically,  this  furnishes  a  sharp  distinction  between  the  two  cases ; 
practically,  however,  this  may  become  unnoticeable,  if  ti'-^  —  4P  while 
<0,  becomes  very  small  in  absolute  value.  The  rosette  in  the  unstable 
case  can  become  as  small  as  we  please;  and  given  a  stable  rosette,  a 
proper  choice  of  the  constants  n  and  v  will  give  for  the  unstable  case  a 
rosette  smaller  than  the  stable  one. 

Our  result  is  therefore  discordant  with  the  common  acceptation  of 
the  terms  „stable"  and  „unstable".  Besides  that  it  does  not  substantiate 
the  pretensions  of  the  method  of  small  oscillations.  If  the  apex  of  the 
top  in  an  unstable  case  describes  a  „small"  rosette,  why  does  not  this 
fact  appear  from  the  method  of  small  oscillations? 

The  answer  to  this  last  question  will  be  apparent,  if  we  introduce 
the  quantity  e  in  the  integral  t: 

J\'^^''-^\}^-^{n'-4P-P(u-l){e-l)-^2{u-l)  +  2(e-l)) 


t  = 


The  method  of  small  oscillations  neglects  in  the  parenthesis 

n^^-4:P  ~P{u-l)(e-  l)  +  2{u-  l)  +  2(e-l) 

the  terms  containing  u  —  1  and  e  —  1  in  comparison  with  n^  —  AP.  This 
is  admissible  when  and  only  when  u  —  1  and  e  —  1  being  small,  n^  —  AP 
is  not  small,  —  and  therefore  those  cases,  stable  or  unstable,  where 
n^  —  4:P  is  itself  a  small  quantity  are  incapable  of  approximate  treat- 
ment  by  the  method  of  small  oscillations. 

Princeton,  October  18,  1896. 


[In  den  drei  Arbeiten  Nr.  LXXIV— LXXVI  zur  Kreiseltheorie,  die  hier  voran- 
gehen, werden  nur  einige  rein  mathematische  Resultate,  welche  ich  bezüglich  der- 
selben fand,  mitgeteilt.  Es  ist  bereits  auf  S.  509  gesagt,  daß  der  eigentliche  Anlaß 
zur  Beschäftigung  mit  der  Kreiseltheorie  für  mich  ein  anderweitiger  war,  wie  denn  auch 
die  Entwicklungen  in  dem  von  Sommerfeld  und  mir  bearbeiteten  Kreiselbuch  eine 
ganz  andere  Tendenz  verfolgen,  als  die  hier  wieder  abgedruckten  Aufsätze.  In  dem 
Bemühen,  mit  den  Technikern  und  ihrem  Unterricht  nähere  Fühlung  zu  nehmen,  war 
ich  im  Herbst  1895  bei  der  Jahresversammlung  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  in 
Aachen  gewesen  und  hatte  danach  den  Direktor  Holzmüller  in  Hagen,  der  damals 
in  der  Ausgestaltung  des  Fachschulwesens  eine  hervorragende  Rolle  spielte,  besucht. 
Hier  kam  mir  der  Gedanke,  durch  eine  eingehende  Vorlesung  über  ein  spezielles  me- 
chanisches Problem,  eben  die  Kreiseltheorie,  die  mir  geläufigen  theoretischen  Betrach- 
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tungen  mit  den  Bedürfnissen  physikalischen  und  technischen  Verständnisses  in  Ver- 
bindung zu  setzen.  Von  da  aus  habe  ich  im  Winter  1895/96  eine  übrigens  nur  zwei- 
stündige Vorlesung  über  den  Kreisel  gehalten,  an  die  sich  im  Sommer  1896  eine  vier- 
stündige Vorlesung  über  allgemeine  Fragen  der  technischen  Mechanik  anschloß.  Aus 
dieser  Entstehungsweise  ist  die  eigentümhche  Disposition  des  (später  namentlich  von 
Sommerfeld  ausgeführten)  Kreiselbuches  zu  erklären.  Ich  fange  mit  der  Behand- 
lung der  kinematischen  Fragen  mit  Hilfe  der  a,  ß,  y,  d  an,  um  mich  allmählich  davon 
abzulösen  und  immer  mehr  konkreten  Fragen  zuzuwenden.  Das  letzte  (vierte)  Heft, 
das  erst  1910  erschien  und  seine  endgültige  Gestalt  durch  Fritz  Noether  empfing, 
ist  ausschließlich  den  technischen  Anwendungen  gewidmet,  die  sich  wesentlich  in  der 
Zwischenzeit  entwickelt  hatten,  und  macht  von  dem  zu  Anfang  herangebrachten 
theoretischen  Rüstzeug  kaum  noch  Gebrauch.  So  enthält  das  Buch,  dessen  Erscheinen 
sich  auf  einen  Zeitraum  von  13  Jahren  verteilt,  sehr  verschiedenartige  Kapitel.  Ich 
verweise  gern  auf  djie  geophysikalischen  und  astronomischen  Ausführungen,  die  wesent- 
lich Sommerfeld  in  Heft  III  eingearbeitet  hat,  insbesondere  aber  auf  die  Besprechung 
und  Kritik  der  in  der  physikalischen  Literatur  vorkommenden  äußerst  ungenügenden 
Darstellungen  (der  sogenannten  populären  Erklärungen)  der  Kreiselerscheinungen  in 
Heft  II.  In  meiner  Vorlesung  wurden  alle  diese  Betrachtungen  mit  Experimenten 
begleitet;  auch  die  Einführung  der  elliptischen  Funktionen  bis  hin  zur  wirklichen 
Berechnung  der  Kreiselbewegung,  die  dann  Sommerfeld  weiter  ausführte  (Heft  II), 
schien  bei  den  Zuhörern  Beifall  zu  finden.  Übrigens  findet  man  eine  reiche  Auswahl 
weiterer  elementarer  Angaben  zur  Kreisel theorie  in  dem  Artikel  von  Stacke  1 
in  Bd.  IV  1  der  math.  F]nzyklopädie  (Elementare  Dynamik  der  Punktsysteme  und 
starren  Körper,  1907/08).     K.] 


42* 


LXXVII.  Über  Spaiiiiungsfläeheii  und  reziproke 

Diagrainnie,  mit  besonderer  Berücksiehtiguuff  der 

Maxwellschen  Arbeiten. 

[Archiv  der  Mathematik  und  Physik.     III.  Reihe,  Bd.  h!  (1904).] 
Von  F.  Klein  und  K.  WieghardtM. 


Disposition. 

i5  1.     Über  Airysehe  Spannungsflächen  ebener  Kontinuen.  Seite 

1.  Allgemeines  über  Spannungsfunktionen  und  Spannungsflächen 661 

2.  Spezielle  Spannungsflächen  (AAi^^O,  A^  =  0,  abwickelbare  Flächen)     .    .  668 
8.  Besondere  Betrachtung  von  A  A  i^  =  0  plus  abwickelbaren  Flächen  (Elastizitäts- 
aufgabe)        664 

4.  Balkenprobleme  als  Beispiele  hierzu 668 

§2.     über  Spannungsflächen  ebener  Diskontinuen  (Fachwerke). 

1.  Allgemeines  (Äquivalenz  der  Gleichgewichtsbedingungen  und  der  Existenz  einer 
Spannungsfläche,  analog  wie  beim  Kontinuum) 669 

2.  Anwendung  auf  Dreieckfachwerke 674 

3.  Ein-  und  mehrwertige  Spannungsflächen  (sich  überdeckende  Fachwerke,  „mehr- 
fach-zusammenhängende* Fachwerke,  Raumpolyeder  als  Spannungsflächen  und 
affin-periodische  Spannungsflächen) 675 

§  8.     über  reziproke  Figuren  und  Diagramme, 

1.  Strecken,  polare  Vektoren,  transversale  Vektoren,  Fläehenstücke  und  Plailgrößen 

als  Mittel,  Spannungen  darzustellen 679 

2.  Die  Max  well  sehen  Formeln  für  reziproke  Figuren  und  ebene  reziproke 
Diagramme.  (Darstellung  der  Spannungen  in  einer  Ebene  durch  transversale 
Vektoren) 681 

3.  Besondere  Betrachtung  der  Fachwerkdiagramme  (Raumpolyeder  als  reziproke 
Figuren  in  ihrer  Bedeutung  für  die  Fachwerkstatik,  Kräftepläne,  Kräftepläne 
mehrfach-zusammenhängender  Fachwerke,  Maxwellscher  und  Cremonascher 
Kräfteplan) 683 

4.  Geometrische  Einführung  räumlicher  reziproker  Diagramme  (reziproke  Zellen- 
systeme,  Beispiel  solcher  Zellensysteme) 686 

§4.     Einiges  über  räumliche  Spannungssysteme  und  zugehörige 
Spannungsfunktionen. 

1.  Zwei  Max wel Ische  Verallgemeinerungen  des  Airy sehen  Ansatzes 688 

2.  Inhalt  der  Formeln  und  ihre  Analogie  zu  den  Formeln  bei  2  Dimensionen    .    689 

3.  Mechanische  Deutung  der  reziproken  Zellensysteme  und  Schlußwort    ....    691 

^)  Nach   einem  von  F.  Klein  in  der  Göttinger  Mathematischen  Gesellschaft  am 
7.  Juli  1908  gehaltenen  Vortrage  weiter  ausgearbeitet  von  K.  Wieghardt. 
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Das  Folgende  ist  ein  freies  Referat  über  J.  C.  Maxwell s  Abhand- 
lungen über  Fachwerke,  reziproke  Figuren  und  Diagramme"-)  und  zwar 
wesentlich  über  die  unten  an  letzter  Stelle  genannte.  Von  der  Darstellung 
bei  Maxwell  selbst  wird  sehr  abgewichen,  auch  werden  Resultate  mit- 
geteilt, welche  sich  bei  ihm  noch  nicht  vorfinden  und  welche,  soweit  nichts 
Besonderes  vermerkt  ist,  von  F.  Klein  herrühren. 

Die  Veranlassung  zu  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet  das  Enzyklo- 
pädiereferat von  Herrn  Henneberg:  Über  die  graphische  Statik  der 
starren  Körper'^).  In  diesem  konnten  die  Max  well  sehen  Arbeiten  natur- 
gemäß nur  kurze  Erwähnung  finden,  während  es  doch  wünschenswert  schien, 
aus  ihnen  —  die^  schwer  lesbar  sind  —  den  wesentlichen  Inhalt  in  etwas 
ausführlicherer  Fassung  herauszuziehen  und  zugleich  einige  Ideen  zu  er- 
örtern, die  sich  an  die  Maxwel Ischen  organisch  anschließen. 


§1. 
Über  Airysche  Spannungsflächen  ebener  Kontinuen. 

1.  Wenn  ein  ebenes  Kontinuum  Spannungen  mit  den  Komponenten 
P^Q,  U  (Fig.  1)  überträgt,  so  verlangt  bekanntlich  das  statische  Gleich- 
gewicht   an    der    einzelnen    Stelle    das    Bestehen    der    beiden    Differential - 

y  e. 

0, 


gleichungen : 

(1) 


dP 

dx 

dU_ 

dx 


dU 
öy 


■^S-«. 


sofern    äußere  Kräfte   nur   am   Rande   des   Konti- 

nuums,    nicht    aber    im    Innern    angreifen.     Schon 

Airy*)  hat  bemerkt,  daß  diese  Gleichungen  nichts  '^ 

weitei?    aussagen,    als    daß    P,  Q,  U    sich    in    der   durch  die   Gleichungen 


')  The  scientific  papers  of  J.  C.  Maxwell: 

a)  Bd.  1,     S.  514 — 525:  On  reciprocal  figures  and  diagrams  of  forces.     London,  Edin- 

burgh and  Dublin  Phil.  Mag.  Bd.  27  (4);  S.  250  (1864). 

b)  Bd.  I,    S.  59S — H04:  On  the  calculation  of  the  equilibrium  and  stiffness  of  frames. 

Phil.  Mag.  Bd.  27  (4);  S.  294  (1864). 

c)  Bd.  II,  S.  102 — 104:  On  reciprocal  diagrams  in  space  and  their  relation  to  Airy's 

funktion  of  stress.     Proc.  London  Math,  Soc.  Bd.  2. 

d)  Bd.  II,  S.  492 — 497:  OnBow's  niethod  of  drawing  diagrams  in  graphical  f-tatics  etc. 

Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  Bd.  2,  s!  407  (1876). 

e)  Bd.  II,  S.  647—659:  Diagrams.     Encyclopaedia  Britannica. 

f)  Bd.  II,  S.  161 — 207:  On    reciprocal   figures,    frames  and  diagrams  of  forces.     Trans. 

Royal  Soc.   Edinburgh  Bd.  26,  S.  1  (1872). 
^)  Encyklopädie  d.  mathematischen  Wissenschaften  IV.  1  (abgeschlossen  1903). 
*)  Airy:  On  the  strains  in  the  interior  of  beams.    Phil.  Trans.  1863  (erschienen 
1864),  Bd.  153. 
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(2) 


P  = 


d'F 


U^- 


gegebenen  Weise  durch  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Funktion  ^(ic,  y)  ausdrücken  lassen;  wir  werden  daher  eine  Funktion  F{xy) 
mit  dieser  Bedeutung  eine  „Air y sehe  Funktion''  oder  „Spannungs- 
funktion'^  nennen.  Es  läßt  sich  von  vornherein  vermuten  und  wird  sich 
auch  zeigen,  daß  die  Spannungsfunktion  bei  ebenen  Spannungsproblemen 
eine  zentrale  Rolle  spielt. 

Um  hierüber  gleich  ein  wenig  zu  orientieren,  wollen  wir  sofort  mit 
Maxwell  auch  die  längs  eines  Bogenstückes  (ab)  unseres  Kontinuums 
resultierenden  Spannungen  mit  der  Spannungsfunktion  in  Verbindung 
bringen.  Auf  das  Bogenelement  ds  (Fig.  2)  kommt  die  Spannung  mit 
den  Komponenten: 

Xds=      Pdy-Udx^d\~\, 


(3) 


Yds=^  -  Qdx+  Udy 


iyX-xY)ds 


-,,     dF    .       dF 

d\x  -^-  -{-  y  ^- 


also  auf  das  Bogenstück  [ah)  die  resultierende  Spannung: 

f]  -{x~4-y^^.^-F 


(4) 


M  = 

r 


dF    ,        dF 
^  oy 


dx 


dF^.        dF 
^  dx'^y  öy 


Dabei   sind    die  Vorzeichen  so  gewählt,    daß  in  dem  von  uns  gewählten 
Koordinatensystem  der  Fig.  2   X^,  F,.,  M^  die  resultierende  Spannung   in 

ihrer  Wirkung  auf  denjenigen  Teil  des  Kontinuums 
darstellt,  weicher  an  der  linken  Seite  eines  von 
a  nach  h  auf  dem  Bogenstücke  {ah)  Fortschreiten- 
den liegt. 

Ein  weiteres  Merkmal  für  die  Wichtigkeit  der 
Spannungsfunktion  ist  es,  daß  ihre  Existenz  un- 
abhängig von  den  speziellen  physikalischen  Eigen- 
schaften des  Kontinuums  ist,  daß  diese  sich  nun 
aber  doch  in  der  Art  von  F  wiederspiegeln,  und 
zwar,  so,  daß  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Kontinuums  Eigen- 
schaften der  Spannungsfunktion  bedingen  und  umgekehrt. 

Es    ist    daher  fast  selbstverständlich,    daß   wir   uns   eine   so  wichtige 
Funktion  durch  Betrachtung  der  Fläche: 

(5)  z  =  F{x,y) 

geometrisch  veranschaulichen;  die  Z- Achse  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene 


Fig.  2. 
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des  Kontinuums.  Wir  nennen  diese  Fläche  naturgemäß  ,,Airysche  Fläche^' 
oder  „Spannungsfläche^^ ;  daß  sie  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist, 
ist  leicht  einzusehen,  mag  aber  ausdrücklich  erwähnt  werden. 

2.  Betrachten  wir  nun  einmal  einige  physikalisch  verschiedenartige 
Kontinuen,  bez.  Spannungsflächen,  welche  verschiedenartige  Eigenschaften 
haben! 

Es  handle  sich  erstens  um  eine  homogene,  elastisch-isotrope  Platte, 
dann  bestehen  zwischen  den  Spannungskomponenten  und  den  elastischen 
Deformationen  („stress"  und  „strain")  die  bekannten  Beziehungen: 


{^) 


P  =  (A  +  2.)t  +  A0, 


wo  X,  ju  zwei  dem  Material  des  Kontinuums  individuelle  Konstante  sind. 
Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  durch  Differentiation  die  Deformations- 
größen eliminiert  und  die  Gleichungen  (2)  berücksichtigt,  so  bleibt  für 
die  Spannungsfunktion  folgende  Bedingung  übrig: 

(7)  AAF  =  0, 

wo  in  üblicher  Weise 

dx'       dy 

ist.  Soll  also  eine  Fläche:  z  =  F{x,y)  Air y sehe  Fläche  einer  Iwmogenen 
elastisch-isotropen  Platte  sein,  so  muß  sie  jedenfalls  die  Differential- 
gleichung: A A s  =  0  befriedigen^"*). 

Zweitens  betrachten  wir  einen  speziellen  elektrostatischen  Spannungs- 
zustand im  Äther,  indem  wir  in  den  Formeln  auf  Seite  147  in  Maxwells 
„Electricity"**)  die  dort  stehende  Funktion  ¥  dahin  spezialisieren,  daß  sie 
nur  von  x  und  y,  nicht  von  z  abhängt.  Wir  haben  dann  in  einer  Äther- 
ebene den  Spannungszustand: 


iS  ) 


')  Dieses  Resultat  scheint  zuerst  Herr  Micheil  gefunden  zu  haben,  J.  H. 
M icheil,  On  the  direct  determination  of  stress  in  an  elastic  solid,  etc.  Proc.  London 
Math.  Soc.     Bd.  81  (1900). 

«)  J.  C.  Maxwell,  A  treatise  of  electricity  and  magnetism.  1.  Bd.  2.  Aufl. 
Oxford  1881. 


p  = 

2   Wdx) 

■©" 

<2  = 

1  [YöV\2 

2  \\dy) 

'  \cx) 

u  = 

ex  '  dy  ' 
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WO  V  eine  der  Bedingung  AV  =  0  genügende  Funktion  ist.  Da  P  +  0  =  ^^ 
so  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (2)  sofort:  Soll  eine  Fläche 
z  =  F(x,y)  als  Spannungsfläche  zudem  elektrostatischen  Spannungs- 
zustand der  Gleichungen  (8)  gehören,  so  muß  sie  jedenfalls  die  Diffe- 
rentialgleichung: Az^=0  befriedigen;  (im  übrigen  hängen  P  und  ¥  durch 

die  Formel:  F  ==  ~  \  \  —-  —dxdy  zusammen). 

Endlich  wollen  wir  untersuchen,  welcher  Art  die  Spannungs Verteilung 
eines  ebenen  Kontinuums  ist,  wenn  die  zugehörige  Spannungsfläche  ein 
Stück  einer  abwickelbaren  Fläche  ist,  von  dem  wir  der  Einfachheit  halber 
voraussetzen,  daß  es  einwertig  und  singularitätenfrei  ist.  Ist  z^F{x,y) 
seine  Gleichung  und  legen  wir  die  XZ- Ebene  durch  eine  seiner  Erzeugen- 
den, so  sind  natürlich  längs  dieser  Erzeugenden  --    und  -^  konstant,  also: 

^  ^  dx  dy  ' 

längs  der  Jl- Achse  als  der  Projektion  der  Erzeugenden  auf  die  XY- 
Ebene  ist: 

P  =  ^=^  Funktion  von  x,     Q=^  f-J  =  0,      ü  =  -  -^  =  0. 

'dzY     (dz\ 
oy 

eine  unendlich  benachbarte  Erzeugende,  so  kommt  nach  den  Gleichungen  (4) 
auf  den  durch  beide  Erzeugende  definierten  unendlich  schmalen  erzeugen- 
den Streifen  die  konstante  resultierende  Längsspannung: 

Einer  abwickelbaren  Fläche  als  Spannungs  fläche  entspricht  also  eine 
Spannungsverteilung   in    einer  Art  ,, Streifenfolge",    nämlich   in  dem 

aus  allen  projizierten  Streifen  der  Fläche  bestehen- 
den Kontinuum  der  XY -Ebene.  Längs  jeden 
Streifens  herrscht  eine  bestimmte,  im  allgemeinen 
von  Streifen  zu  Streifen  veränderliche  Längsspan- 
nung, während  keinerlei  Spannung  von  einem  zum 
andern  Streifen  übertragen  wird.  Wir  können  uns 
^      das   Spannungssystem   dieser   Streifenfolge    mecha- 


Sind  also    T    j  ,    (  -   j      die   Werte    der    ersten    Differentialquotienten    für 


Fig.  3.  nisch     am     besten     durch     nebeneinanderliegende 

Fäden   —  eine  „Fadenfolge''  —  realisiert  denken, 

indem  wir   jeden  Streifen   durch   einen  mittleren  Faden  ersetzen,    den*  wir 

so  anspannen,  daß  seine  Spannung  gleich  der  Spannung  des  Streifens  wird, 

den  er  ersetzt.     ( Fig.  3.) 

3.  Von    besonderem    Interesse    ist    nun    die   Betrachtung    eines    Kon- 
tinuums,   welches   aus   einer   Streifenfolge   oder   also    einer   entsprechenden 
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Fadenfolge  und  einer  homogenen  elastisch-isotropen  Platte  in  gewisser 
Weise  zusammengesetzt  ist,  weil  damit  aufs  engste  die  in  den  Anwendungen 
der  Elastizitätslehre  hervortretende  Aufgabe  zusammenhängt,  die  Spannungen 
zu  finden,  welche  in  einer  solchen  Platte  unter  dem  Einflüsse  eines  Gleich- 
gewichtssystems von  äußeren  Kräften  entstehen,  die  am  Rande  der  Platte 
angreifen. 

Den  Rand  der  Platte,  die  wir,  um  Komplikationen  zu  vermeiden, 
vorab  als  einfach-zusammenhängend  annehmen,  denken  wir  uns  dadurch 
gegeben,  daß  die  Koordinaten  seiner  Punkte  durch  zwei  Funktionen  eines 
von  0  bis  T  laufenden  Parameters  t  gegeben  sind,  und  ganz  analog  geben 
wir  die  auf  ein  ^^ement  dt  kommende  äußere  Kraft: 

Xdt,     Ydt,     Mdt  =  (yX~xY)dt 

durch  drei  Gleichungen: 

X  =  <p{t),     Y  =  w{t),     M-=x(t),    ■ 

WO  die  Funktionen  (f,  ip,  %  der  Einfachheit  halber  so  beschaffen  sein  mögen, 
daß  die  Streifenfolge  (llj  den  Teil  der  Ebene  außerhalb  der  Platte  nur 
einfach  überdeckt.  Da  das  Kräftesystem  ein  Gleichgewichtssystem  sein  soll, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

T  T  T 

(10)  [fpdt-^^,      \y^dt  =  0,      \ydt  =  0. 

0  0  0 

Wenn  wir  nun  unsere  elastische  Platte  zu  einem  über  die  ganze  Ebene 
erstreckten  Kontinuum  erweitern,  indem  wir  nach  außen  hin  die  Streifen- 
folge (bez.  Fadenfolge): 

(11)  -w[t)-^'\-v{t)-y~x{t)  =  o 

daranheften,  so  wird  die  Lösung  der  oben  näher  bezeichneten  Elastizitäts- 
aufgabe wesentlich  darauf  hinauslaufen,  solche  Spannungsflächen  dieses  zu- 
sammengesetzten Kontinuums  zu  finden,  bei  denen  die  längs  irgendeines 
Stückes  t^,  t^  des  Plattenrandes  sich  ergebende  Resultante  von  Streifen- 
spannungen die  Komponenten: 

ti  h  h 

\cpdt,       \yjdt,       \  xdt 

Iq  to  tQ 

hat.    • 

Zunächst  konstruieren  wir  denjenigen  Teil  der  gesuchten  Spannungs- 
fläche, welcher  über  der  Streifenfolge  steht.  Er  gehört  einer  abwickel- 
baren Fläche  an,  gestattet  also  die  Parameterdarstellung: 

(12)  z=0(x,y,t)=A{t)x4-B{t)y-^C{t),    <t>'=A'(t)x4-B'{t)y-\-C'it)=0, 
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wo  durch  den  oberen  Strich  Differentiation  nach  dem  Parameter  angedeutel 
ist  und  A,B,0  drei  noch  unbekannte  Funktionen  desselben  sind.  Diese 
lassen  sich  sofort  bestimmen.  Es  ist  bei  beliebigem  Fortschreiten  auf  der 
Fläche: 

dz  =  Adx  +  Bdy  +  ^' dt  ^Adx-^-  Bdy, 
also  ist: 


dx 


dz 


=  A,     f=B. 

dy 


Wegen    der  Randbedingungen    muß,    wenn   wir    uns    der   Gleichungen  (4) 
erinnern:  ,  ,  ,         , 


dx 


/ 


=  —  \\pdt     und 


cz 
dy 


hl^ 


dt 


sein.     Also  folgt: 


A=  —  \ipdt-\-a,     B=\(pdt-\-h, 


wo  a  und  6  Integrationskonstante  sind;  da  noch  nach  Gleichung  (11) 

A''.B''.C'  =  -ip\ip'.-x 
sein  muß,  so  ist  analog: 

C=  -jxdt  +  c, 

0 

wo  c  eine  neue  Integrationskonstante.     Die  gesuchte  abwickelbare  Fläche 
ist  also  durch  die  Gleichungen: 


(13) 


t  t  t 

z  =  —  \  xpdt  •  X  -\-\  q)dt  •  y  —  \  yßt  ^  ax-\-by  +  c, 

0  0  0 

~'ip'X-\-(p'y  —  %  =  (} 

gegeben.  Der  abwickelbare  Teil  der  gesuchten  Spannung s fläche  ist  also 
bis  auf  eine  willkürlich  hinzuzufügende  Ebene  —  welche  die  Spannungen 
der  Streifenfolge  natürlich  nicht  beeinflußt  —  eindeutig  festgelegt.  Außer- 
dem ist  er  in  sich  geschlossen.  (Nach  (10)  verschwinden  die  drei  von  0 
bis  T  erstreckten  Integrale  in  (13).) 

Mit  dem  abwickelbaren  Teil  erfahren  wir  nun  aber  gleichzeitig  schon 
etwas  über  den  andern,  noch  fehlenden  Teil  der  gesuchten  Spannungsfläche, 
nämlich  dessen  Koordinaten  und  Tangentialebenen  längs  derjenigen  Raum- 
kurve, welche  die  abwickelbare  Fläche  mit  dem  über  dem  Plattenrande 
stehenden  Vertikalzylinder  gemein  hat.  Denn  diese  müssen  gleich  den 
entsprechenden  Größen  bei  der  abwickelbaren  Fläche  sein,  falls  wir  hier 
die  Singularität  ausschließen  wollen,  daß  im  Rande  der  Platte  selbst,  also 
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einem  Elemente  ohne  Breitenausdehnung,  eridliche  Spannungen  auftreten. 
Besäße  die  gesamte  Spannungsfläche  an  der  erwähnten  Raumkurve  irgendwo 
einen  Knick,  so  würde  man  für  ein  noch  so  kleines  Bogenstückchen  (ab), 
welches  an  der  entsprechenden  Stelle  den  Plattenrand  durchsetzt,  nach  den 
Gleichungen  (4)  eine  endliche  resultierende  Spannung  finden.  Dies  ist  an 
sich  nichts  Absurdes,  nur  müßte  dann  die  Platte  von  einem 
besonderen  gespannten  Faden  umschlossen  sein,  was  wir  hier 
nicht  annehmen  wollen.  Es  bleibt  uns  also  jetzt  noch  die 
Aufgabe  zu  lösen:  Eine  Funktion  F(x,y)  zu  finden,  welche 
im  Innern  unserer  Platte  derDifferentialgleichung:  AAF=0 
genügt  und  auf  j^rem  Rande  vorgeschriebene  Werte  F  und 

Differentialquotienten  nach  der  Normalen  —  annimmt.    Die  Lösung  dieser 

Aufgabe   kann  nun  nicht  mehrdeutig  sein,   wie  von  Mathieu')  bewiesen 
worden  ist.    Damit  sind  wir  nun  zu  dem  Endresultate  gelangt  (F.  Klein): 

Um  die  Spannungsverteilung  zu  finden,  welche  in  einer  einfach- 
zusammenhängenden, homogenen,  elastisch-isotropen  Platte  durch  ein  am 
Bande  angreifendes  Gleichgewichtssystem  von  Kräften  erzeugt  wird,  kon- 
struiere man  zunächst  diejenige  —  bis  auf  eine  beliebig  hinzuzufügende 
Ebene  völlig  bestimmte  —  abwickelbare  Fläche,  welche  Spannung sfiäche 
der  durch  das  Kraftsystem  definierten  Streifenfolge  ist,  und  sodann  die- 
jenige Fläche,  welche  sich  über  dem  Plattenrande  überall  ohne  Knick  an 
diese  abivickelbare  Fläche  anschließt  und  über  dem  Innern  der  Platte 
überall  die  Differentialgleichung:  AA2;  =  0  befriedigt.  Ist  z  =  F(xy) 
diese  Fläche,  so  sind  die  gesuchten  Spannungen  selbst  durch  die  Glei- 
chungen : 


0  F         ^         d^^F         ^^  d'^F 


p  =  44-,    0==^-^,    u 


dy'^    '  dx"    '  dxcy 

gegeben. 

Ist  die  Platte  mehrfach-zusammenhängend  und  sind  an  jedem  ihrer 
Ränder  die  äußeren  Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  läßt  sich  die  bezeichnete 
Elastizitätsaufgabe  ganz  analog  durch  eine  Fläche:  A  Ag  =  0  lösen,  welche 
an  so  viele  in  sich  geschlossene  abwickelbare  Flächen  ohne  Knick  anzu- 
schließen ist,  als  die  Platte  Ränder  besitzt.  Da  nun  aber  jede  dieser  ab- 
wickelbaren Flächen  durch  die  äußeren  Ej-äfte  nur  bis  auf  eine  willkür- 
liche Ebene  bestimmt  ist,  so  erhält  man  hier  bei  verschiedener  Wahl  dieser 
willkürlichen  Ebenen  im  allgemeinen  wesentlich  verschiedene  Flächen: 
AA2;=0.  Herr  Michell,  der  übrigens,  wie  es  scheint,  als  erster  den 
Zusammenhang  der  Differentialgleichung  AAi^  =  0   mit  der  bezeichneten 

^)  E.  Mathieu:  Memoire  sur  Vequation  aux  differences  partielles  du  quatrieme 
ordre  AAii      0  etc.  in  Liouvilles  Journal  2  Ser.,  14.  Bd.,  S.  378  (1869). 
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Elastizitätsaufgabe  klar  erkannt  hat^),  findet  in  der  auf  Seite  603  zitierten 
Abhandlung  die  noch  nötigen  zusätzlichen  Bedingungen  für  die  Spannungs- 
fläche, indem  er  den  Umstand  berücksichtigt,  daß  die  durch  die  Spannungen 
verursachten  Verrückungen  der  Punkte  der  Platte  eindeutig  sein  müssen. 
Sind  die  äußeren  Kräfte  nicht  an  jedem  einzelnen  Rande,  sondern 
nur  für  alle  Ränder  zusammengenommen  im  Gleichgewichte,  so  zeigt  die 
Spannungsfläche  noch  eine  andere,  hinsichtlich  der  Spannungen  selbst  un- 
wesentliche Mehrdeutigkeit  (affine  Periodizität),  auf  deren  Analogon  bei 
diskontinuierlichen  Spannungssystemen  wir  im  §  2  ausführlicher  eingehen. 
4.  Schöne  und  einfache  Beispiele  von  Spannungsfunktionen  AAi'^  =^  0 
bieten  die  gewöhnlichen  statischen  Balkenprobleme. 

Wir  betrachten  zuerst  (Fig.  5)  einen  einseitig  eingemauerten,  horizon- 
talen, senkrecht  zu  unsrer  Ebene  unendlich  schmalen  Balken  von  endlicher 
\Y  Höhe    h    und    der   Länge    l,    welcher    am   freien 

Ende    so    belastet    ist,    daß   die  Resultante  aller 
Kräfte  eine  vertikal  nach  unten  gerichtete  Kraft  rr 
ist.    Bei  geeigneter  Annahme  über  die  Verteilung 
\^       der  Einzelkräfte    über  den   Querschnitt   hin   ist: 

Fig.  5.  F {x, y)  =  ^3 (Z  -  x)  {iy'  -  Sh^ y) 

die  zugehörige  Spannungsfunktion.  Sie  führt  auf  die  in  allen  Lehrbüchern 
für  dieses  Problem  angegebenen  Spannungen.  Unter  der  Annahme  also, 
daß  der  Balken  als  eine  homogene,  isotrope  elastische  Platte  angesehen 
werden  kann,  ist  die  Angabe  der  Lehrbücher  über  die  in  seinem  Innern 
eintretende  Spannungsverteilung  genau  richtig.  (Nicht  dasselbe  gilt  von 
der  Berechnung  der  Deformation,  welche  der  Balken  unter  dem  Einflüsse 
dieses  Spannungssystemes  erleidet;  hier  läßt  die  übliche  Theorie  Vernach- 
lässigungen eintreten,  die  man  übrigens  im  Anschluß  an  die  Gleichungen  (6) 
mit  leichter  Mühe  auch  vermeiden  kann.  Wir  können  darauf  hier  natürlich 
nicht  eingehen,  wollen  aber  doch  dafür  plädieren,  daß  man  allgemein  die 
Bestimmung  der  Spannungen  und  diejenige  der  Deformationen  nach  Möglich- 
keit trennen  soll.)  Von  besonderem  Interesse  ist  es,  sich  die  zu  unserm 
Beispiel  gehörige  Spannungsfläche  zu  konstruieren!  Deren  abwickelbare!- 
Teil  ist  aber  zu  kompliziert,  um  ohne  Modell  gut  geschildert  werden  zu 
können;  um  noch  ein  Beispiel  zu  haben,  bei  dem  dies  leicht  möglich  ist, 
betrachte  man  bei  dem  eingemauerten  Balken  der  Fig.  5  den  Fall  der 
sog.  „reinen  Biegung",  welchem,  zunächst  über  dem  Innern  des  Balkens, 
die  der  Differentialgleichung  AAz  =  i)  genügende  Spannungsfläche: 

2M      ., 

„  ^=T^'y 

«)  Michell,  a.  a.  0. 
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entspricht,  wo  M  das  am  freien  Ende  angreifende  ßiegungsmoment  ist. 
Diese  Fläche  —  ersichtlich  ein  Zylinder,  dessen  Erzeugende  zur  X-Achse 
parallel  sind  —  bildet  nun  gleichzeitig  auch  den  abwickelbaren  Teil  der 
Spannungsfläche  des  Balkens. 

Ein  weiteres  Beispiel  gibt  Maxwell  in  der  auf  Seite  661  zuletzt 
zitierten  Abhandlung.  Der  Balken  erstrecke  sich,  mit  der  Höhe  Ä,  von 
X  =  —l  h\^  X  =  -\-  l,  er  sei  entlang  seiner  oberen  Begrenzung  mit  der 
Last  K  pro  Längeneinheit  belastet,  ferner  habe  er  pro  Längeneinheit  selbst 
ein  Gewicht  k.  Auf  die  Endflächen  bei  a:  =  ±  /  wirkt  im  Mittel  ein 
Druck  Null;  eine  dementsprechende,  möglichst  einfache  Verteilung  positiver 
und  negativer  Dr\w5ke  auf  die  einzelnen  Elemente  der  Endflächen  bleibt 
vorbehalten.     Maxwell  findet: 

F{x.  y)  .=  "^^  [{f  -  x")  {Shy"-  -  2  y")  +  hy*  -  '^  -  h'y^]  ") 

als  Spannungsfunktion.  Er  gibt  auch  eine  interessante  Anordnung,  um 
die  hierdurch  gegebene  Spannungsverteilung  in  geschickter  Weise  experi- 
mentell zu  realisieren. 

Eben  dieses  Beispiel  und  eine  ganze  Anzahl  weiterer  Beispiele  hat 
schon  vorher  Airy  selbst  in  derjenigen  Abhandlung  behandelt  und  durch 
interessante  Zeichnungen,  nämlich  der  Spannungstrajektorien,  erläutert,  in 
welcher  er,  eben  für  diesen  Zweck,  die  hier  nach  ihm  benannte  Spannungs- 
funktion einführt ^^).  Er  setzt  F  immer  als  ein  Polynom  in  x,  y  an  und 
nimmt  dabei  so  viele  möglichst  niedrige  Glieder,  daß  er  die  Randbedin- 
gungen befriedigen  kann.  Hierbei  hat  er  also  merkwürdigerweise  von  dem 
Umstände  ganz  abgesehen,  daß  F  im  Balkeninnern  eine  von  den  elasti- 
schen Eigenschaften  des  Balkens  abhängige  partielle  Differentialgleichung 
erfüllen  muß  ( eben  die  Gleichung  A  A  i^  =  0 ,  wenn  der  Balken  elastisch- 
isotrop ist).  Dies  moniert  schon  Maxwell  in  seiner  Abhandlung,  zeigt 
aber  zugleich  in  dem  eben  besprochenen,  von  ihm  näher  untersuchten 
Falle,  daß  der  solcherweise  bei  Airy  vorliegende  Fehler  für  die  numerischen 
Werte   der   Spannungskomponenten   nicht   wesentlich   in   Betracht  kommt. 

§2. 
Über  Spannungsflächen  ebener  Diskontinuen  (Fachwerke). 

1.  Die  Gleichungen  ( 1 ) ,  aus  denen  Airy  die  Existenz  der  Spannungs- 
funktion für   ein  Spannungen   übertragendes   ebenes  Kontinuum    erschloß, 

^)  Die  Spannungskomponenten  selbst  sind  hier,  da  die  Schwere  auf  die  Elemente 
des  Balkeninnern  als  wirkend  vorausgesetsrt:  sind,  von  der  Form  anzunehmen: 

dy-  dx-  cxdy 

!'>)  Zitat  auf  Seite  661. 
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haben  unmittelbar  gar  keinen  Sinn  mehr,  wenn  es  sich  um  die  Spannungs- 
verteilung in  einem  ebenen  Diskontinuum,  etwa  einem  ebenen  Fachwerke 
handelt.  Aber  die  Spannungsfunktion  oder  die  Spannungsfläche  ist  etwas 
viel  Allgemeineres  als  die  Gleichungen,  aus  denen  sie  zuerst  gewonnen 
wurde,  sie  existiert  ebensogut  für  ebene  Diskontinua  wie  für  Kontinua; 
man  hat  dann  nur  (mit  Maxwell)  die  durch  Integration  gewonnenen 
Formeln  (4)  zugrunde  zu  legen,  wie  im  folgenden  noch  zu  erörtern  sein 
wird.  Es  wird  im  folgenden  unsere  Aufgabe  sein,  die  besonderen  Um- 
stände zu  erörtern,  welche  hieraus  für  die  Fachwerkstatik  enspringen. 

Um  unnötige  Komplikationen  in  der  Darstellung  zu  vermeiden,  werden 
wir  ausführlicher  nur  von  solchen  ebenen  Fachwerken  handeln,  welche 
das  Bild  eines  Polygonnetzes  darbieten,  dessen  Ele- 
mente sich  nirgends  kreuzen  und  überdecken,  son- 
dern alle  glatt  nebeneinanderliegen.  (Fig.  6.)  Zudem 
werden  wir  bis  auf  weiteres  annehmen,  daß  äußere 
Kräfte  nur  an  den  Knotenpunkten  des  ümrißpoly- 
gons  wirksam  sind.  Am  Schluß  des  Paragraphen 
werden  wir  dann  auch  kurz  einige  Fach  werke  be- 
handeln, welche  in  dieses  Schema  nicht  hineinpassen. 
Natürlich  denken  wir  uns  aber  in  den  Knotenpunkten 
reibungslose  Gelenke,  so  daß  nur  Spannungen  in  der  Längsrichtung  der 
Stäbe,  sog.  „Grundspannungen"  oder  „Hauptspannungen"  auftreten  können. 
K.  Wieghardt  setzt  sich  im  folgenden  das  Ziel,  aus  den  Maxwell- 
schen  Ansätzen  die  völlige  Analogie  zu  dem  Zusammenhange  herauszu- 
arbeiten, welcher  beim  Kontinuum  zwischen  den  Gleichgewichtsbedingungen 
des  gespannten  Kontinuums  und  der  Airy sehen  Spannungsfläche  besteht: 
es  soll  gezeigt  werden,  daß  das  Bestehen  der  Gleichgewichtsbedingungen 
für  ein  Fachwerk  völlig  äquivalent  mit  der  Existenz  einer  noch  näher 
zu  definierenden  Spannungsfläche  ist. 

Dieses  Ziel  erreicht  man  in  zwei  Schritten.  Erstens  zeigt  man,  daß 
man  stets  eine  Spannungsfläche  angeben  kann,  durch  welche  ein  Spannungs- 
system definiert  wird,  welches  bei  einem  gleichzeitig  dadurch  mitdefinierten 
Kraftangriff  an  unserm  Fachwerke  im  Gleichgewichte  ist,  und  zweitens 
das  Umgekehrte,  daß  zu  jeder  Spannungsverteilung,  die  bei  gegebenem 
Kraftangriff  am  Fachwerke  im  Gleichgewichte  ist,  eine  solche  Spannungs- 
fläche konstruiert  werden  kann: 

Wir  konstruieren  über  unserm  Fachwerke  eine  Fläche,  welche  aus 
lauter  nebeneinanderliegenden,  ebenflächigen  Polygonen  so  zusammengesetzt 
ist,  daß  ihre  Kanten,  auf  die  Ebene  des  Fachwerks  projiziert,  gerade  die 
Stäbe  des  Fachwerks  ergeben.  Die  Konstruktion  einer  solchen  Fläche, 
die  wir  ,,  Facetten  fläche"  nennen  wollen,  ist  stets  möglich;  im  schlimmsten 
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Falle  ist  sie  durch  ein  einziges  ebenflächiges  Polygon  dargestellt.  An 
diese  Facettenfläche  heften  wir  nun  eine  „ Polyeder zone'\  wie  folgt:  Durch 
jede  Kante  des  Umrißpolygons  der  Facettenfläche  legen  wir  eine  Ebene, 
aber  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  einmal  so,  daß  sie  mit  der  Ebene 
des  Fachwerks  einen  von  90^  verschiedenen  Winkel  einschließt  und  femer 
so,  daß  die  Kanten,  in  denen  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Ebenen  sich 
schneiden,  folgende  Eigenschaften  besitzen,  a)  Von  den  beiden  Halb- 
strahlen, in  welche  jede  solche  Kante  durch  den  auf  ihr  liegenden  Eck- 
punkt des  Facettenflächenumrisses  zerlegt  wird,  soll  immer  der  eine  — 
auf  die  Fachwerkebene  projiziert  —  das  Fachwerkgebiet  durchsetzen,  der 
andere  nicht.  b)'Alle  Halbstrahlen,  welche  —  auf  die  Fachwerkebene 
projiziert  —  das  Fachwerkgebiet  nicht  durchsetzen,  sollen  sich  gegen- 
seitig nirgends  schneiden.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  zuletzt 
erwähnten  Halb  strahlen  schneiden  dann  mit  der  dazwischenliegenden 
Seite  des  Facettenflächenumrisses  aus  der  ihnen  allen  dreien  gemeinsamen 
Ebene  einen  Streifen  aus  und  die  aus  diesen  Streifen  zusammen- 
gesetzte Fläche  ist  die  gewünschte  Polyederzone ;  sie  ist  das  Analogon  zu 
der  abwickelbaren  Fläche  von  §  1.  Je  dichter  die  Kanten  der  Polyeder- 
zone aneinandergrenzen,  um  so  mehr  werden  sie  den  Erzeugenden  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  vergleichbar,  während  gleichzeitig  unsere  Streifen  sich 
immer  mehr  den  erzeugenden  Streifen  einer  abwickelbaren  Fläche  nähern. 
Die  gesamte  so  konstruierte,  aus  Facettenfläche  und  Polyederzone 
zusammengesetzte,  stetige  und  die  Ebene  einfach  überwölbende  Fläche  ist 
es  nun,  die  wir  näher  zu  betrachten  haben;  wir  wollen  sehen,  zu  welcher 
Spannungs Verteilung  in  der  Fachwerkebene  sie  Anlaß  gibt,  wenn  wir  sie 
als  Spannungs  fläche  auffassen.  Jedenfalls  ist  das  Eine  von  vornherein 
klar,  daß  sie  uns  keinen  Aufschluß  über  spezifische  Spannungen,  d.  h. 
Spannungen  pro  Strecken-  oder  Flächeneinheit,  zu  liefern  vermag,  denn 
diese  sind  nach  den  Gleichungen  (2)  durch  die  zweiten  Differentialquo- 
tienten der  Spannungsfläche  gegeben,  die  zweiten  Diiferentialquotienten 
sind  aber  bei  unserer  Fläche  entweder  Null,  nämlich  im  Innern  der  ein- 
zelnen Facetten  und  Streifen,  oder  unendlich  groß,  nämlich  in  den  Kanten. 
Die  ersten  Differentialquotienten  dagegen  sind,  wenn  auch  in  den  Kanten 
unstetig,  doch  überall  endlich.  Demgemäß  definiert  uns  unsere  Fläche 
vermöge  der  Maxwell  sehen  Gleichungen  (4)  resultierende  Spannungen 
über  irgendein  Bogenstück  ab  in  der  Ebene  des  Fachwerks.  Wenn  wir 
nun  das  eine  Mal  die  Formeln  (4)  für  ein  Bogenstück  ab  ansetzen, 
welches  ganz  im  Innern  einer  Facette  oder  eines  Streifens  verläuft,  das 
andere  Mal  für  ein  beliebig  kleines  Bogenstück  ab,  welches  eine  (pro- 
jizierte) Kante  der  Spannungsfläche  durchsetzt,  so  finden  wir,  daß  unsere 
Fläche,  als  Spannungsfläche  aufgefaßt,    ein  im  Gleichgewicht   befindliches 
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Spannungssystem  vermittelt,  welches  in  den  projizierten  Kanten  wirksam 
ist.  Ersetzen  wir  noch  die  Spannungen  in  den  projizierten  Kanten  der 
Polyedejzone  durch  Kräfte,  die  an  den  Eckpunkten  des  Fachwerkumrisses 
angreifen,  so  haben  wir  ein  erstes  Resultat  gewonnen :  Irgendeine  in  der 
beschriebenenen  Weise  hergestellte,  aus  Facettenfläche  und  Polyederzone 
zusammengesetzte  Fläche  definiert  uns  ein  an  dem  entsprechenden  Fach- 
werke angreifendes  Gleichgewichtssystem  von  äußeren  Kräften  und  eine 
an  ihm  unter  dem  Einflüsse  dieser  Kräfte  im  Gleichgewicht  befindliche 
Spannungsverteilung. 

Hiermit  ist  der  erste  Schritt  zur  Erreichung  unseres  Zieles  gemacht, 
wir  vollziehen  nun  den  zweiten.  Dabei  unterwerfen  wir  die  äußeren 
Kräfte  folgenden  zwei  Einschränkungen.  Jede  Aktionslinie  des  Kraft- 
systems wird  durch  den  auf  ihr  liegenden  Eckpunkt  des  Fachwerkumrisses 
in  zwei  Halbstrahlen  zerlegt;  von  diesen  Halbstrahlen  verlangen  wir,  daß 
sie  genau  die  Bedingungen  a)  und  b)  erfüllen  wie  vorhin  die  entsprechen- 
den Halbstrahlen  im  Räume.  Wir  greifen  nun  irgendeinen  Knotenpunkt 
des  Fachwerks  heraus  und  machen  ihn  der  Einfachheit  halber  zum  Anfangs- 
punkt eines  X FZ- Koordinatensystems,  wie  Fig.  7  (auf  S.  (378)  zeigt.  An 
diesem  Knotenpunkte  mögen  die  Kanten  1,  2,...,  n  und  die  Winkel- 
räume I,  II,  ...,  N  zusammenstoßen.  Über  einem  der  Winkelräume, 
etwa  I,  nehmen  wir  nun  irgendeine  Facette  (bez.  irgendeinen  Streifen)  an: 

z  =  ax-\-  ßy-^y. 
Daran  reihen  wir  nun,  indem  wir  zyklisch  um  unsem  Knotenpunkt  herum- 
gehen, nacheinander  die  Facetten  (bzw.  Streifen)  II,  III,.. . .,  iV,  wobei 
wir  dafür  Sorge  tragen,  daß  bei  Anwendung  der  Gleichungen  ( 4 )  auf  zwei 
aufeinanderfolgende  der  Ebenen  I,  II,  . . .,  ^  immer  die  gegebene  Spannung 
in  der  gemeinsamen  Kante  herauskommt.  Sind  X-,  Y-  die  Komponenten 
der  Spannung  in  der  Kante  J  —1,  J  gemäß  Fig.  7,  so  lauten  die  Glei- 
-chungen  dieser  Ebenen: 

(1)  z  =  ax-^ßy  +  y, 

(2)  z=  -Y^^x  +  X^y-^ax  +  ßy-j-y, 

(3)  2  =  -  ( 7,  +  Y,)x  +  {X,  +  X,)y  +  ax  +  ßy  -j-  y, 


■(14) 


n) 


n  /      "  \ 


^^)  Die  Formeln  (14)  und  (15),  mit  denen  hier  und  auf  Seite  675  operiert  wird, 
wurden  von  F.  Klein  in  einer  Vorlesung  vom  Sommer  1896  aufgestellt;  man  vgl.  das 
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Da  nun  die  n  Spannungen  am  Knotenpunkte  im  Gleichgewichte  sind,  so 
ist  die  letzte  Gleichung  mit: 

identisch,  und  wenn  wir  hier  den  Punkt  a;,  y  auf  der  pro jizierten.  Kante  1 
annehmen,  wird  z=  ax  -\-  ßy  -\-  y,  d.  h.  die 
ganze  zyklische  Folge  der  n  Facetten  (bzw.  Facet- 
ten und  Streifen)  ist  in  sich  geschlossen.  Die 
Tatsache  also,  daß  an  einem  Knotenpunkte 
unseres  Fachwerks  Gleichgewicht  zwischen  den 
Spannungen  herrscht  ^bedeutet  für  den  Knoten- 
punkt die  Existenz  eines  Stückes  Spannungs- 
fläche um  ihn  herum,  welches  bis  auf  eine  will- 
kürliche Ebene  völlig  bestimmt  ist/ 

Wir  werden  versuchen,  alle  diese  zu  den  verschiedenen  Knoten- 
punkten des  Fachwerks  gehörigen  Stücke  durch  geeignete  Wahl  der  jeweils 
willkürlichen  Ebene  zu  einer  stetigen,  nirgends  verzweigten  Fläche  zu- 
sammenzuschließen. Mit  irgendeinem  Knotenpunkte  beginnend,  schraffieren 
wir  das  um  ihn  herum  (mit  irgendeiner  willkürlichen  Ebene)  konstruierte 
Stück  Spannungs fläche  (Fig.  8,  links).  Die  Eckpunkte  des  schraffierten 
Polygons  (welches  sich  eventuell  ms  Unendliche  erstreckt),  numerieren 
wir  zyklisch  mit  l,2,...,m.  Wir  können  nun  die  Ebene,  welche  an 
dem  Stück  Spannungsfläche  um  1  herum  willkürlich  ist,  mit  einer  der 
schraffierten  Flächen,  die  an  1  zusammenstoßen,  identifizieren  (etwa  mit  I); 


Fig.  8. 

dann  gehört  auch  M  diesem  Stück  Spannungsfläche  an,  da  in  einem 
solchen  Flächenstücke  die  gegenseitige  Lage  zweier  aufeinanderfolgender 
Ebenen  völlig  durch  die  Spannung  in  der  ihnen  gemeinsamen  (projizierten) 
Kante  bestimmt  ist.  Also  das  Stück  Spannungs  fläche  um  1  herum  schließt 


HennebergBche  Enzyklopädiereferat.  Sie  entsprechen  den  Formeln,  die  unter  (13), 
§  1  für  die  dort  betrachtete  abwickelbare  Fläche  (die  ein  Grenzfall  der  nun  be- 
trachteten Polyederzone  ist),   aufgestellt  wurden. 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  43 
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sich  glatt  an  das  schraffierte  Polygon  an.  So  können  wir,  nach  und  nach 
die  schraffierten  Flächen  II,  III,  . . .,  M  —  1  mit  der  jeweils  willkürlichen 
Ebene  identifizierend,  die  Stücke  Spannungsfläche  um  2,3,...,  m— 1 
herum  glatt  an  unser  schraffiertes  Polygon  anschließen.  Es  fragt  sich 
nur  noch,  ob  das  zuletzt  konstruierte  Flächenstück  (Facette  oder  Streifen) 
Z  sich  glatt  an  das  zuerst  konstruierte  Flächenstück  A  anschließt.  Das 
muß  aber  der  Fall  sein,  denn  wählen  wir  (Fig.  8,  rechts)  als  die<am  Knoten- 
punkte m  willkürliche  Ebene  die  Ebene  A  und  konstruieren  das  Stück 
Spannungs fläche  um  m  herum,  so  können  wir  auf  keine  anderen  Facetten 
(Streifen)  kommen  als  M ,  M  —  1 ,  . . .,  Z,  da  die  gegenseitige  Lage  zweier 
benachbarter  Ebenen  dieser  Folge  völlig  durch  die  Spannung  in  der  gemein- 
samen (projizierten)  Kante  bestimmt  ist.  Die  Folge  A  bis  Z  ist  also  — 
als  das  Stück  Spannungsfläche  um  m  herum  —  ebenfalls  in  sich  ge- 
schlossen. Schraffiert  man  nun  alle  bisher  konstruierten  Stücke  Spannungs- 
fläche und  wiederholt  an  den  Ecken  des  nun  schraffierten  größeren  Poly- 
gons die  soeben  beschriebene  Konstruktion  usf. ,  so  gelangt  man 
schließlich  tatsächlich  zu  einer  stetigen,  in  sich  geschlossenen,  die  ganze 
Ebene  einfach  überwölbenden  „einwertigen''^  Spannungsfläche.  Damit  ist 
unser  Ziel  erreicht;  zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Für  ein  ebenes  Fachwerk,  welches  aus  lauter  glatt  nebeneinander- 
liegenden Polygonen  zusammengesetzt  ist,  dessen  Knotenpunkte  reibungs- 
los gelenkig  sind  und  an  welchem  äußere  Kräfte  der  beschriebenen  Art 
und  nur  in  Knotenpunkten  des  Umrißpolygons  wirken,  ist  das  Bestehen 
der  Gleichgewichtsbedingungen  völlig  äquivalent  mit  der  Existenz  einer 
stetigen  und  überall  einwertigen  Spannungsfläche  der  beschriebenen  Art. 
Diese  Spannungsfläche  besteht  aus  einer  Polyederzone,  deren  Kanten, 
projiziert,  die  Aktionslinien  des  Kräftesystems  ergeben,  und  aus  einer 
Facetten  fläche,  deren  Kanten,  projiziert,  die  Stäbe  des  Fachwerks  liefern. 
Wenn  die  äußeren  Kräfte  nicht  den  beiden  von  uns  gemachten  Ein- 
schränkungen unterliegen,  so  treten  Komplikationen  ein,  welche  zwar  kaum 
das  Verständnis,  wohl  aber  die  zweidimensionale 
Darstellung  erschweren,  insofern  die  Polyederzone 
sehr  kompliziert  werden  kann  (ähnlich  wie  die  ab- 
wickelbare Fläche  bei  dem  ersten  Balkenbeispiel  von 
§  1 ,  S.  668 ) ;  wir  gehen  daher  nicht  näher  darauf  ein. 
2.  Eine  hübsche  Anwendung  des  abgeleiteten 
Satzes  ist  folgende.  Das  Fachwerk  sei  aus  lauter 
^^'    ■  Dreiecken  zusammengesetzt  (Fig.  9);  es  stehe  unter 

dem  Einflüsse  irgendeines  Gleichgewichtssystems  von  Kräften,  die  an 
den  Knotenpunkten  des  Umrißpolygons  wirken.  Die  Frage  ist:  Wieviel 
Spannungsflächen  gibt  es   zu   diesem  gegebenen  Kraftsystem,    mit  andern 
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Worten:  Wievielfach  statisch  unbestimmt  ist  das  Fachwerk?  Wir  kon- 
struieren, in  direkter  Nachbildung  der  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche 
beim  Kontinaum  (Gleichung  (13)),  die  Polyederzone,  die  durch  unser 
Kraftsystem  X-,  F.,  M.  definiert  wird,  indem  wir  folgende  Streifen  an- 
einanderreihen : 

z=       ax-\-ßy-^y, 

z=--  -  Y^^x  +  X^^y-  M.,~\-ax  +  ßy-^y, 

2  =  -  (F,  +  Y,)x  +  (Z,  +^3)2/  -  i^2  +  ^3)  +  ^^  +  ßy  +  7, 


(15) 


z  ^ 


m 


2]YXx+{2]XA-y-(2]MA  +  e,x+ßy  +  Y=ax  +  ßy  +  y''). 


Durch  diese,  bis  auf  die  willkürliche  Ebene  z  =  ax  -\~  ßy  -{-  y  völlig  be- 
stimmte and  in  sich  geschlossene  Polyederzone  ist  zugleich  der  Umriß 
der  über  unserm  Fachwerk  stehenden  Facettenfläche  festgelegt.  Aber  die 
Koordinaten  der  Facettenfläche  können  über  jedem  Knotenpunkte  im 
Innern  des  Umrißpolygons  ganz  willkürlich  angenommen  werden,  da  sich 
ja  eine  Ebene  durch  drei  ganz  willkürliche  Punkte  legen  läßt.  Also  ist 
der  Grad  der  statischen  Unbestimmtheit  unseres  Dreieckfachwerkes  ein- 
fach gleich  der  Anzahl  seiner  „inneren^ ^  Knotenpunkte. 

Soll  also  das  Problem,  die  Spannungsfläche  eines  ebenen  Dreieck- 
fachwerkes zu  bestimmen,  allgemein  eine  eindeutige  Lösung  besitzen,  so  wird 
man  über  die  physikalische  Natur  der  Fachwerkstäbe  —  analog  den  Ver- 
hältnissen beim  Kontinuum  —  spezielle  Voraussetzungen  machen  müssen. 
Wir  gehen  darauf  hier  nicht  ein;  den  Fall,  daß  die  Stäbe  im  Sinne  des 
Hookeschen  Gesetzes  elastisch  sind,  wird  K.  Wieghardt  in  einer  be- 
sonderen Abhandlung  untersuchen^^).   — 

3.  Die  Spannungsflächen,  die  wir  bisher  erhielten, 
waren  durchaus  einwertige  Flächen;  einem  Punkte  x,  y 
entsprach  immer  nur  ein  einziger  Wert  z.  Man  kann 
mit  leichter  Mühe  Beispiele  von  mehrwertigen  Spannungs- 
flächen  bilden,    welche    ebenfalls    auf    Spannungssysteme  Fig.  10. 

12)  Vgl.  die  Fußnote  auf  S.  672. 

^^)  [Erschienen  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Förderung  des  Gewerbe- 
fleißes in  Preußen,  85  (1906).] 

43* 


676 


Zur  mathematischen  Physik.     B.  Allgemeine  Mechanik. 


ebener  Fachwerke  führen.  So  gibt  ein  räumliches,  aus  ebenen  Polygonen 
zusammengesetztes,  in  sich  geschlossenes  Polyeder,  als  Spannungsfläche  auf- 
gefaßt, ein  Selbstspannungssystem  in  demjenigen  Fachwerke,  welches  als 
seine  orthogonale  Projektion  erscheint.  Dies  einzusehen,  macht  gar  keine 
Schwierigkeit;  die  Formeln  (4)  gelten  auch  hier,  nur  muß  man  acht 
darauf  haben,  daß  die  Fachwerkfläche  jetzt  die  Fläche  seines  Umriß- 
polygons  zweimal   überdeckt    und    daß   daher  in   einem   Punkte  x,  y  die 

Difierentialquotienten  |^,  |^  verschiedene  Werte  haben,  je  nachdem  man 

sich  im  oberen  oder  unteren  „Blatte"  befindet  —  und  ferner  ist  zu  be- 
achten, daß  im  unteren  Blatte  in  den  Formeln  (4)  die  Vorzeichen  um- 
zukehren sind.  Die  näheren  Verhältnisse  dieser  Figuren  sind  sehr  aus- 
führlich von  Maxwell  selbst ^^)  behandelt  worden. 

Übrigens  kann  ein  solches,  sich  selbst  überdeckendes  Fachwerk  auch 
Anlaß  zur  Entstehung  einer  einwertigen  Spannungsfläche  geben  —  wenn 
man  nämlich  das  Spannungssystem  kennt,  so  kann  man  rückwärts  eine 
einwertige  Spannungsfläche  dazu  konstruieren:  man  fasse  einfach  alle  nur 
geometrischen  Schnittpunkte  der  Stäbe  als  wirkliche  Knotenpunkte  auf 
und  konstruiere  nun  die  Spannungsfläche,  die  in  dem  so  entstandenen, 
das  Umrißpolvgon  einfach  bedeckenden  Fachwerke  dem  gegebenen  Span- 
nungssystem entspricht.  Da  aber  nicht  umgekehrt  jede  Spannungsfläche 
dieses  Fachwerkes  für  unser  sich  selbst  überdeckendes  Fachwerk  Bedeutung 
hat,  ist  dies  nur  von  sekundärem  Interesse.  Eine  interessante  Frage  ist: 
Wie  steht  es  allgemein  mit  den  ein-  oder  mehrwertigen  Spannungsflächen 
solcher  sich  selbst  überdeckender  Fachwerke,  welche,  räumlich  aufgefaßt, 
auf  sog.  „einseitige"  Fläche  führen?    (Fig.  11.)  ^''^) 


Fig.  11 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


Umgekehrt  gibt  es  nun  aber  auch  bei  unsern  Fachwerken,  die  sich 
nicht  iiberdecken,  mehrwertige  Spannungsflächen.  Greifen  z.  B.  keine 
äußeren  Kräfte  an,  so  liegen  alle  Streifen  der  Polyederzone  in  einer 
Ebene,    und   wir   können    als  Polyederzone    gerade    denjenigen  Teil  dieser 

1*)  Siehe  das  Zitat  a)  von  S.  661. 

1^)  [Diese  jedenfalls  theoretisch  wichtige  Frage  habe  ich  1909  beantwortet. 
Siehe  die  hier  folgende  Abhandlung  LXXVIII.     K.] 
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Ebene  ansehen,  der  die  Facettenfläche  zu  einem  geschlossenen  Raum- 
polyeder ergänzt.  Betrachten  wir  beispielsweise  das  Fachwerk  von  Fig.  1 2. 
Wir  fragen:  Wieviel  Selbstspannungen  sind  in  ihm  möglich?  Das  zu- 
gehörige Raumpolyeder  ist  ersichtlich  aus  zwei  Sechsecken  und  zwölf  Drei- 
ecken zusammengesetzt.  Haben  wir  die  beiden  Sechseckebenen  willkürlich 
festgelegt,  so  ist  es  völlig  bestimmt.  Da  nun  die  gegenseitige  Lage  zweier 
Ebenen  drei  wesentlich  willkürliche  Parameter  enthält,  so  folgt  aus 
unserer  Konstruktion  beiläufig,  daß  es  in  unserem  Fachwerke  oo^  Selbst- 
spannungen (von  der  Form:  S  =  aSj^^bS^-\-  cS^)  gibt. 

Ein  weiteres,  interessantes  Beispiel  mehrwertiger  Spannungsflächen 
liefern  die  „mehrfach-zusammenhängenden"  Fachwerke.  Wir  nennen  ein 
Fachwerk,  welches  sich  selbst  nicht  überdecken  möge,  mehrfach-zusammen- 
hängend, wenn  nicht  alle  inneren  Knotenpunkte  kräftefrei  sind.  So  ist 
das  Fachwerk  von  vorhin  bei  der  Belastung  von  Fig.  13  mehrfach-zu- 
sammenhängend. Wir  versuchen,  hierfür  eine  Spannungsfläche  zu  kon- 
struieren! Wir, fassen  das  ganze  Fächwerk  als  ein  solches  mit  zwei  Um- 
rißpolygonen auf,  einem  äußeren  und  einem  inneren  Sechsecke,  und  be- 
ginnen nun,  an  den  beiden  Vertikalzylindern  über  diesen  beiden  Umriß- 
polygonen je  eine  Polyederzone  für  die  entsprechenden  äußeren  Kräfte 
festzuheften.  Die  Kräfte  am  äußeren  Sechseck  seien  X-.  Y-,  M-,  am 
inneren  Xi,  Yi,  Mi .    Damit  alle  im  Gleichgewicht  sind,  ist  nur  nötig,  daß 

6  6  6 

(16)     2'(^i  +  ^.')  =  o,    J]{y,+  y:)  =  o,    2Ji-^i  +  ^i)-^ 

111 

6  B 

ist,  während  die  einzelnen  Summen   ^X-,   ^ Xi  usw.    sehr    wohl    von 

1  1 

Null  verschieden  sein  können.  Wenn  wir  nun  zunächst  die  äußere 
Polyederzone  konstruieren,  indem  wir,  ganz  nach  der  Vorschrift  der 
Gleichungen  (15),  die  Streifen: 

(17)  z=^-(i'YXx  +  (jjX,).y-(2jMy     (v  =  0,  1,  2,  . . . .) 

aneinanderreihen  —  wo  durch  die  drei  Größen  Xq,Yq)Mq  die  eine  will- 
kürliche Ebene  berücksichtigt  ist  —  so  schließt  sich  diese  Reihe  nach 
einem  ganzen  Umlaufe  nicht,  vielmehr  wächst  das  z  der  Polyederzone  bei 
jedem  Umlauf  um  die  Periode: 

(18)  Zo--{UY.)-^+(lJx,)-y-(2jM, 

wir  haben  nicht  eine  geschlossene,  sondern  eine  im  Sinne  dieser  Formel 
„affin-periodische''  Polyederzone.    Entsprechende  Formeln  bekommen  wir 
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für  die  innere  Polyederzone,  nur  müssen  wir  bei  Anwendung  der 
Formeln  (15)  jetzt  alle  Vorzeichen  umkehren,  damit  bei  Anwendung  der 
Gleichungen  (4)  auf  zwei  benachbarte  Streifen  die  richtige  Spannung  in 
der  gemeinsamen  Kante  herauskommt.  Wir  haben  also  die  Reihenfolge 
der  Ebenen: 


(19)    z'  =  {2jY'A-x-[2]xl).y+[^M:),  (v  =  0,  l' ,  2' , . . . .) 

wo  wieder  die  drei  Größen  Xo?  Fo? -^o  die  Willkürlichkeit  einer  Ebene 
repräsentieren.  (Durch  die  drei  Größen:  Xq  —  X^^,  Y^  —  Yq,  Mq  —  Mq 
kommen  die  do^  Selbstspannungen  des  Fachwerkes  zum  Ausdruck!)  Wir 
erhalten  so  die  Periode: 

(20)         .:=(i'r;)..-(i'z;).2,  +  (i'^; 


und  diese  ist,  wegen  der  Formeln  (16),  der  obigen  Periode  Zq  gleich. 
Da  nun  mit  den  beiden  Polyederzonen,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  auch 
die  Facettenfläche  gegeben  ist,  so  haben  wir  das  Resultat:  Die  ganze 
Spannungs fläche  hat  entsprechend  einer  zyklischen  Durchlaufung  unseres 
Fachwerkes  die  durch  die  Formel  (IS)  oder  (19)  bestimmte  Periode;  sie 
setzt  sich  aus  zwei  ungeschlossenen  Polyederzonen  und  einer  ungeschlos- 
senen Facettenfläche  zusammen,  die  sich  bei  Durchlaufung  des  Fach- 
werkringes wendeltreppenartig  in  die  Höhe  windet. 

In  der  Projektion  der  Spannungsfläche  auf  die  Ebene  des  Fachwerks 
ist  von  den  unendlich  vielen  Windungen  dieser  Wendeltreppe  natürlich 
nichts  zu  spüren;  sie  überdecken  sich  einfach  in  der  Projektion  und 
werden  dadurch  unkenntlich. 

Die  so  besprochenen  Verhältnisse  haben  für  denjenigen,  der,  vielleicht 
von  der  Funktionentheorie  her,  mit  der  Integration  exakter  Differentiale 
erster  Ordnung  vertraut  ist,  nichts  Überraschendes.     Ist: 

df=pdx-\~qdy 

ein    solches  Differential,    und  integriert   man  f  in   einem   ringförmig -zu- 

-sammenhängenden  Bereich,  so  erhält  f  bei  Durchlaufung  des  Ringes  eine 

additive  Periode.     Genau  so  ist  es  bei  der  Spannungsfunktion,  die  durch 

ihr  zweites  Differential  definiert  ist: 

d''F  =  Q'dx^-  -2U'dxdy-\-P'dy\ 
nur  daß  die  additive  Periode  keine  Konstante  ist  wie  im  obigen  Falle, 
sondern  eine  lineare  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  2/  •  —  Es  wird 
interessant  sein,  die  hier  nur  in  abstrakter  analytischer  Fassung  be- 
sprochenen Verhältnisse  bei  zahlreichen  Beispielen  in  concreto  durchzu- 
konstruieren.  — 
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§3. 
Über  reziproke  Figuren  und  Diagramme. 

1.  a)  Irgendeine  geradlinige  Strecke  (einer  Ebene)  mit  den  End- 
punkten a  (x^,  yj  und  b  (x^,  y^.)  besitzt  von  Haus  aus  eine  gewisse 
Länge  und  eine  gewisse  Richtung,  aber  keinen  bestimmten  Sinn.  Eine 
Strecke  definiert  uns  also  in  einfachster  Weise  sowohl  zwei  Vektoren, 
welche  zu  ihr  parallel  sind,  nämlich  die  beiden  Vektoren  mit  den  Kom- 
ponenten : 

H  =        Xj^-x^,  H  =         Vb-Va    einerseits 

und  E  =^"—  {x^  -  x^),  H  =  -  (2/;,  -  y^)  andererseits, 

als  auch  zwei  Vektoren,  welche  auf  ihr  senkrecht  stehen: 

=■=  -{yi-Va)^  H=:         x^-^a    einerseits 

und  Z  =         Vb  ~~  Va  >  ^  "^-  ~  (^h  ~  ^a)  andererseits. 

Die  ersten  beiden  wollen  wir  die  zu  unserer  Strecke  gehörigen  polaren 
Vektoren  und  die  letzten  beiden  die  zu  ihr  gehörigen  transversalen  Vek- 
toren nennen.  Indem  wir  jetzt  unserer  Strecke  einen  bestimmten  Durch- 
laufungssinn  zuordnen,  nennen  wir  sie  „die  Strecke  (a&)"  oder  „die 
Strecke  {bay\  je  nachdem  wir  sie  uns  von  a  nach  b  oder  von  b  nach  a 
durchlaufen  denken.  Zeichnerisch  wird  man  den  Durchlaufungssinn  dadurch 
andeuten,  daß  man  die  Strecke  mit  einer  entsprechenden  Pfeilspitze  ver- 
sieht. Jeder  der  beiden  „Strecken  mit  Pfeilspitze"  können  wir  nun  einen 
der  beiden  polaren  Vektoren  und  ebenso  einen  der  beiden  transversalen 
Vektoren  zuordnen,  so  daß,  wenn  über  die  dabei  herrschende  Willkürlich- 
keit ein  für  allemal  fest  verfügt  ist,  jeder  der  beiden  Strecken  mit  Pfeil- 
spitze sowohl  ein  ganz  bestimmter  polarer  als  auch  ein  ganz  bestimmter 
transversaler  Vektor  zugeordnet  ist.  Wir  verfügen  nun  über  die  Will- 
kürlichkeit folgendermaßen: 

Unter  „dem  zur  Strecke  (a&)  gehörenden  polaren  Vektor"  oder  kurz 
unter  dem  ,,polaren  Vektor  [aby^  verstehen  wir  den  Vektor  mit  den 
Komponenten : 

z=Xf^-x^,        ^  =  yj,-ya'^ 

und  unter  „dem  zur  Strecke  [ab)  gehörenden  transversalen  Vektor"  oder 
kurz  unter  dem  ^^transversalen  Vektor  (aby^  verstehen  wir  den  Vektor 
mit  den  Komponenten: 

Nach  dieser  Verabredung  bekommt  man  in  dem  von  uns  immer  be- 
nutzten Koordinatensystem  den  transversalen  Vektor  (a&),  wenn  man  den 
polaren  Vektor  [ab)  im  Sinne  des  Uhrzeigers  um  90^  dreht. 
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b)  Irgendein  einfacli-zus ammenhängendes  Ebenenstück  mit  einer  sich 
selbst  nicht  durchsetzenden  geschlossenen  Randkarve  besitzt  von  Haus 
aus  einen  gewissen  Flächeninhalt  und  eine  gewisse  Normalenrichtung . 
Ein  Ebenenstück  dieser  Art  definiert  uns  also  in  einfachster  Weise  zwei 
Vektoren,  deren  Länge  gleich  dem  Flächeninhalt  und  deren  Richtung  gleich 
der  Normalenrichtung  ist.  Indem  wir  nun  unserem  Ebenenstück  den 
einen  oder  anderen  Umlaufungssinn  zuordnen  und  jedem  dieser  Um- 
laufungssinne wieder  einen  der  beiden  durch  das  Ebenenstück  nach  dem 
Vorigen  definierten  Vektoren,  ist,  nachdem  wir  über  die  dabei  herrschende 
Willkürlichkeit  ein  für  allemal  fest  verfügt  haben,  jedem  „Ebenenstück 
mit  Umlauf ungssinn"  oder  kürzer  jeder  ,,Plangröße''^  ein  ganz  bestimmter 
Vektor  zugeordnet. 

Auch  ein  gekrümmtes  Flächenstück  mit  Umlaufungssinn  definiert 
einen  ganz  bestimmten  Vektor;  es  läßt  sich,  wie  wir  sagen  können,  „als 
Plangröße  auffassen",  nämlich  so:  Man  zerlege  es  in  unendlich  viele,  un- 
endlich kleine  Ebenenstückchen;  jedem  Ebenenstückchen  ordne  man  einen 
Umlaufungssinn  so  zu,  daß  der  Rand  des  Flächenstückes  seinen  ursprüng- 
lichen Umlauf  ungssinn  beibehält  und  jeder  Kante  zwischen  irgend  zwei  benach- 
barten Ebenenstückchen  beide  möglichen  Durchlaufungs sinne  zugeordnet 
sind.  Ordnet  man  dann  jedem  Ebenenstückchen  den  ihm  als  einer  Plan- 
größe nach  dem  Obigen  zukommenden  Vektor  zu  and  summiert  alle  diese 
unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Vektoren,  so  bekommt  man  einen  ganz 
bestimmten  resultierenden  Vektor,  eben  den,  der  durch  das  Flächenstück 
mit  Umlaufungssinn  definiert  ist. 

c)  Alle  diese  von  Graßmanns  „Ausdehnungslehre"  her  mehr  oder 
weniger  bekannten  Ideen  bekommen  große  praktische  Bedeutung,  wenn  es 
sich  um  die  zeichnerische  Darstellung  der  Spannungen  in  einem  kontinuier- 
lichen oder  diskontinuierlichen  Medium  (Fachwerk)  handelt.  Beispielsweise 
in  einer  Platte  herrsche  ein  Gleichgewichtssystem  von  Spannungen.  Schnei- 
den wir  die  Platte  längs  irgendeines  Bogenstückes  auf,  so  zerstören  wir 
damit  das  Gleichgewicht,  insofern  wir  die  längs  des  Bogenstückes  herr- 
schenden Spannungen  vernichten.  Wollen  wir  wieder  Gleichgewicht  her- 
stellen, so  müssen  wir  längs  jedes  Ufers  unseres  Querschnittes  entspre- 
chende Kräfte  angreifen  lassen.  Je  zwei  dieser  Kräfte,  welche  an  ver- 
schiedenen Ufern,  aber  an  derselben  Trennungsstelle  angreifen,  sind  dann 
entgegengesetzt  gleich  und  messen  vollständig  die  auf  das  Bogenelement 
der  Trennungsstelle  kommende  Spannung.  (Wir  können  auch  längs  jedes 
Ufers  alle  Einzelkräfte  summieren  und  bekommen  so  zwei  Resultanten, 
welche  entgegengesetzt  gleich  sind  und  die  auf  das  ganze  Bogenstück 
kommende  Spannung  messen.) 

Nach  dem  Vorigen  ist  nun  klar,  daß  eine  Strecke  aß  —  und  zwar 
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• 

eine  einfache  Strecke  ohne  bestimmten  Durchlau fungssinn — vorzüglich 
geeignet  ist,  die  zu  einem  bestimmten  Querschnitt  ab  gehörige  Spannung 
graphisch  darzustellen.  Denn  durch  ihre  Länge  und  Richtung  liefert  sie 
zunächst  ohne  weiteres  Länge  und  Richtung  der  Spannung  (die  Spannungs- 
richtung ist  entweder  der  Streckenrichtung  parallel  oder  steht  auf  ihr  senk- 
recht). Aber  sie  liefert  bei  geeigneter  Verabredung  auch  den  Sinn  —  das 
Vorzeichen  —  der  Spannung.  Denn  zu  ihr  gehören  zwei  Durchlaufungs- 
sinne;  zu  jedem  dieser  beiden  Durchlaufungssinne  gehört  ein  bestimmter 
(polarer  oder  transversaler)  Vektor,  andererseits  können  wir  in  einer  ein 
für  allemal  fest  zu  verabredenden  Weise  jedem  der  beiden  Durchlaufungs- 
sinne eines  der  Jjeiden  Ufer  der  Querschnittsstelle  zuordnen,  an  welcher 
die  Spannung  wirkt.  Also  ist  durch  das  Mittelglied  unserer  Strecke  jedes 
Ufer  der  betreffenden  Querschnittsstelle  auf  einen  bestimmten  Vektor  be- 
zogen und  diese  Zuordnung  läßt  sich  natürlich  so  einrichten,  daß  dieser 
Vektor  direkt  die  Kraft  darstellt,  welche  an  diesem  Ufer  angreift,  womit 
dann  der  Sinn  der  Spannung  festgelegt  ist.  Man  kann  z.  B.  so  verfahren: 
Nachdem  die  .Benennungen  aß  der  Strecke  und  ab  des  Querschnitts  ein- 
geführt sind,  denke  man  a  dem  a,  ß  dem  b  entsprechend,  also  den  Vek- 
tor {ccß)  dem  Vektor  (ab)  entsprechend.  Andererseits  ordne  man  dem 
Vektor  (ab)  etwa  dasjenige  Querschnittsufer  zu,  welches  links  von  einem 
in  der  Richtung  von  a  nach  b  auf  dem  Querschnitte  Fortschreitenden  liegt. 
Dann  repräsentiert  gegebenenfalls  der  Vektor  (aß)  die  an  diesem  linken, 
der  Vektor  (ßa)  die  am  rechten  Ufer  angreifende  Kraft. 

Ganz  analog  ist  natürhch  auch  ein  Ebenenstück  (bez.  Flächenstück) 
ohne  bestimmten  Umlaufungssinn  ein  sehr  geeignetes  Mittel  zur  geo- 
metrischen Repräsentation  der  auf  ein  zugehöriges  Flächenelement  wirken- 
den Spannung. 

Beispiele  zu  diesen  allgemeinen  Entwicklungen  werden  wir  gleich  und 
im  §  4  kennen  lernen. 

2.  Könnte  man  im  Raum  mit  derselben  Leichtigkeit  Ebenen  „zeich- 
nen" wie  gerade  Linien  in  der  Ebene,  so  würde  man  bei  der  Ermittlung 
der  Spannungen  eines  ebenen  Fachwerks,  wahrscheinlich  das  Hauptaugen- 
merk auf  die  Spannungsfläche  richten,  da  sie  ja  die  ganzen  Spannungsver- 
hältnisse einfach  und  übersichtlich  darstellt.  Diese  Fähigkeit  besitzen  wir 
ja  nun  nicht;  man  hat  sich  daher  frühzeitig  bemüht,  ebene  Figuren  zu 
finden,  welche  möglichst  dasselbe  leisten  wie  die  Spannungsfläche.  Diese 
Figuren  nennt  man  ,,Kräftepläne" ;  wir  werden  sehen,  daß  sie  zur  Span- 
nungsfläche in  engem  Zusammenhange  stehen. 

Die  Kräftepläne  der  Fachwerke  wollen  wir,  wie  Maxwell  selbst  tut, 
als  einen  speziellen  Fall  yon  Maxw ells  ,, reziproken  ebenen  Diagrammen'' 
auffassen,   wir  werden   sie   also   am   einfachsten  von    diesen  aus  erreichen. 
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• 

Maxwells  Definition  ist  folgende:  In  einer  xy -Ebene  befinde  sich  irgend- 
ein Kontinuum  oder  Diskontinuum  mit  der  Spannungsfläche:  z  =  F  (x,y). 
Wir  lassen  ihm  in  einer  if] -Ebene  das  durch  die  Gleichungen: 

.^.N  .       dF  dF 

definierte  Kontinuum  oder  Diskontinuum  mit  der  Spannungsfläche: 

(22)  C  =  0(|,ry) 
entsprechen,  wobei  cp  durch  die  Gleichung: 

(23)  F  +  (i>  =  x^-{-yrj 

definiert  ist.  Die  so  in  einem  xyz-'Ra.um.  und  einem  ^fjC-'Rskum  definierten 
Spannungsflächen  stehen  in  einem  reziproken  Verhältnisse  zueinander,  wel- 
ches man  im  Sinne  der  projektiven  Geometrie  dadurch  ausdrücken  kann, 
daß  man  sagt:  Jede  der  beiden  Spannungsflächen  ist  immer  das  polare 
Abbild  der  anderen  in  bezug  auf  das  Paraboloid: 

(24)  2z  =  x''-^yK 

Insofern  man  von  der  Bedeutung  der  Flächen  F  und  O  als  Spannungs- 
flächen dabei  auch  absehen  kann,  da  ihre  Reziprozität  ja  offenbar  nicht 
daran  hängt,  wollen  wir  von  ihnen  allgemeineT  aXs  von  ,, reziproken  (räum- 
lichen) Figuren^'  reden.  Auch  die  beiden  ebenen  Figuren,  welche  man 
durch  Projektion  der  reziproken  Figuren  auf  die  xy-  und  die  |iy- Ebene 
erhält  und  die  wir  der  Kürze  halber  „Diagramme"  nennen  wollen,  sind 
reziprok,   denn  neben   den  Gleichungen  (21)  gelten  auch  die  reziproken: 

wie  man  durch  Differentiation  der  Gleichung  (23)  sofort  bestätigt.  Wir 
reden  daher  von  den  Diagrammen  als  von  „reziproken  (ebenen)  Dia- 
grammen^'. 

Was  leistet  nun  das  ^?;- Diagramm,  wenn  wir  uns  über  die  in  dem 
a; 2/ -Diagramm  durch  die  Spannungsfunktion  F  hervorgerufenen  Spannungen 
unterrichten  wollen?  In  der  xy- Ebene  bezeichnen  wir  ein  Bogenelement 
mit  ds,  in  der  ^?y-Ebene  mit  do  (mit  den  Komponenten  d^.drj).  Dann 
ist  nach  den  Gleichungen  (3): 

(26)  Xds  =  d7],     Yds=-d^. 

also  für  ein  endliches  Bogenstück  ab,  dem  das  Bogenstück  aß  entspre- 
chen möge: 

(27)  X^^TJii-ri,,     7,.=  -(|^_|„). 

Die  Verbindungsstrecke  der  beiden  Endpunkte  cc  und  ß  eines  end- 
lichen oder  unendlich  kleinen  Bogenstückes  der  ^rj- Ebene  liefert,  als  trans- 
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Yr^M: 


xy 


Versal  er   Vektor  aufgefaßt,  die  auf  das  entsprechende   Bogenstück  ah 

der  xy- Ebene  kommende  resultierende  Spannung  nach  Größe,   Richtung 

und  Sinn;  und  zwar  liefert  der  transversale  Vektor  (aß)  die    Wirkung 

der  Spannung  auf  dasjenige  Querschnittufer,  welches  an  der  linken  Seite 

eines  von  a  nach  h  Hinschreitenden  liegt,  der  transversale   Vektor  (ßa) 

die    Wirkung   auf   das   rechte 

Ufer.    Diese  Eegel  gilt  indessen 

nur  so  lange,  als  die  xyz- Figur 

einwertig  ist,  im  anderen  Falle, 

wo  also  das  xy- Diagramm  die 

Ebene  doppelt  bideckt,  hat  man  x 

in  obiger  Regel  für  das  untere 

Blatt  links  und  rechts  zu  ver-  Fig.  14. 

tauschen. 

Den  Fall  kontinuierlicher  Diagramme  findet  man  bei  Maxwell  an 
Beispielen  erörtert  und  illustriert^^);  es  handelt  sich  dabei  um  eines  der 
weiter  oben  erwähnten  Beispiele  zur  Balkentheorie  (S.  669).  Wir  wollen 
hier,  um  auf  die  Verhältnisse  bei  den  Fachwerken  zu  kommen,  den  Fall 
betrachten,  wo  die  xyz-Yigmi  ein  aus  ebenflächigen  Polygonen  zusammen- 
gesetztes, geschlossenes  Raumpolyeder  ist.  Es  ist  dann  wegen  der  Polar- 
verwandtschaft zum  Paraboloid  auch  die  |?^C- Figur  ein  solches,  und  zwar 
entspricht  wechselseitig  jedem  Polygon  des  einen  Polyeders  eine  Ecke  des 
andern,  jeder  Ecke  ein  Polygon,  jeder  Kante  eine  Kante.  Entspre- 
chendes gilt  dann  für  die  beiden  reziproken  Diagramme,  außerdem  gilt 
für  sie,  daß  entsprechende  Kanten  aufeinander  senkrecht  stehen  und  daß 
die  Kanten  des  einen  Diagramms  —  in  der  schon  geschilderten  Weise  als 
transversale  Vektoren  gedeutet  — 
in  den  entsprechenden  Kanten  des 
andern  Diagramms  Spannungen  er- 
geben, welche  an  diesem  andern 
Diagramme  im  Gleichgewicht  sind. 
Da  die  Raumpolyeder  geschlossene 
Flächen  sind,  überdeckt  jedes 
Diagramm  die  Fläche  seines  Um- 
rißpolygons mindestens  doppelt. 
(Fig.  15.) 

B.  Dieser  Ansatz  hat  für  die  Fachwerkstatik  verschiedenartige  Bedeu- 
tung. Wir  können  z.  B.  (vgl.  §  2)  irgendeines  der  beiden  Diagramme 
unmittelbar  als  Fachwerk  auffassen,  dann  liefert  uns  das  andere  Diagramm 


g=a  +  h+c+d+e+f 


VT^:^ 


Fig.  15. 


1«)  In  der  Abhandlung  von  Zitat  f,  S.  661.     (Tafel  XIV.) 
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ein  in  diesem  Fachwerke  mögliclies  Selbstspannungssystem;  wir  können 
aber  auch  wie  folgt  verfahren.  Wir  zeichnen  an  dem  einen  der  beiden 
Raumpolyeder  irgend  ein  Polygon  aus  und  sagen:  Das  Polyeder  ist  eine 
zu  einem  Fachwerke  mit  äußerem  Kraftangriff  gehörige  Spannungsfläche, 
deren  Polyederzone  mit  einer  Ebene  geschnitten  ist  —  eben  der  Ebene 
des  ausgezeichneten  Polygons.  In  der  Projektion  —  im  Diagramm  — 
haben  wir  dann  die  von  den  Ecken  des  ausgezeichneten  Polygons  aus- 
laufenden Kanten  als  die  Aktionslinien  eines  Gleichgewichtssystemes  von 
Kräften  aufzufassen,  die  Projektion  des  ausgezeichneten  Polygons  als  ein 
sog.  Seilpolygon  dieses  Kraftsystems  und  die  übrigen  Kanten  als  die  Stäbe 
eines  Fachwerkes,  welches  unter  dem  Einflüsse  dieses  Kraftsystems  steht. 
Wir  bekommen  dann  einen  Kräfteplan  des  so  definierten  Fachwerkes  bei 


Fig.  16. 


Fig.  17. 


diesem  Kraftangriff,  wenn  wir  in  dem  reziproken  Diagramme  die  über- 
flüssigen Linien  —  das  sind  die  dem  Seilpolygon  entsprechenden  Kanten 
—  fortlassen.  So  bekommen  wir  z.  B.,  wenn  wir  in  Fig.  15  links  das 
Polygon  g  auszeichnen,  die  Anordnung  Fig.  16,  und  die  Anordnung  Fig.  17, 
wenn  wir  in  Fig.  15  rechts  das  Polygon  I  auszeichnen. 

Der  Kräfteplan  eines  Fachwerkes  enthält  natürlich  genau  ebensoviele 
wesentliche  Unbestimmtheiten  wie  die  Spannungsfläche  des  Fachwerkes. 
Diese  Tatsache,  daß  es  ebensoviel  Kräftepläne  zu  einem  Fachwerke  gibt 
wie  Lösungen  der  Spannungsaufgabe,  wird  in  den  Lehrbüchern  der  gra- 
phischen Statik  meist  nicht  klar  hervorgehoben,  was  daran  liegen  mag, 
daß  man  sich  dort  wesentlich  mit  statisch  bestimmten  Fachwerken  be- 
schäftigt, wo  natürlich  der  Kräfteplan  keine  wesentlichen  Willkürlichkeiten 
zuläßt. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  zu  unserm  mehrfach-zusammen- 
hängenden Fachwerke  von  §  2  gehörigen  Kräftepläne.  Entsprechend  dem 
Umstände,  daß  die  Spannungsfläche  dieses  Fachwerkes  affin-periodisch  ist, 
ist  auch  der  Kräfteplan  keine  geschlossene  Figur  mehr,  sondern  besteht 
aus  den  parallel  gestellten,  kongruenten  Wiederholungen  einer  und  der- 
selben Grundfigur  (Fig.  18  auf  S.  685).  — 
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Eine  merkwürdige  Tatsache  wäre  hier  noch  zu  erwähnen,  nämlich  die, 
daß  man  bekanntlich  in  der  Praxis  meist  nicht  mit  dem  Maxwell  sehen 
Kräfteplan  operiert,  sondern  mit  dem  sog.  „Gremonaschen  Kräfieplan'' . 
Dieser  ist  nichts  anderes  als  der  um  einen 
rechten  Winkel  gedrehte  Maxwellsche  Kräfte- 
plan, und  auch  da,  wo  Cremona,  die  selb- 
ständige Begründung  seiner  Theorie  gibt,  be- 
zieht er  sich  ausdrücklich  auf  MaxwelH"). 
Er  benutzt,  wie  bekannt,  an  Stelle  der  Max- 
well sehen  Formeln  (21)  und  (23)  die  folgen- 
den zur  Definition  reziproker  Figuren: 

dF  cF  ,^  . 


I 


i^v-<. 


Das  heißt  soviel  wie :  An  die  Stelle  der  Polarverwandtschaft  zu  dem  Para- 
boloide  der  Gl.  (24)  tritt  die  durch  die  Cremonaschen  Gleichungen  ver- 
mittelte   Polarverwandtschaft    eines    Möhius sehen    Nullsystems.      Wenn 

Maxwell  der  Ebene: 

z  =  ax  +  ßy-{-y 
den  Punkt:  /?       /-  \ 

zuordnet,  so  Cremona  den  Punkt: 

^=-ß,  'r]  =  a,  (t  =  7); 
bei  Cremona  laufen  also  die  Kanten  des  Kräfteplans  den  entsprechen- 
den Stäben  des  Fachwerkes  parallel,  statt  daß  sie,  wie  bei  Maxwell, 
auf  ihnen  senkrecht  stehen;  die  Spannungen  werden  also  nicht  mehr  durch 
transversale,  sondern  durch  polare  Vektoren  dargestellt.  Wenn  man  nun 
geneigt  ist,  die  Cr emo nasche  Anordnung  für  praktischer  zu  halten,  so 
liegt  das  zum  Teil  gewiß  daran,  daß  einem  die  Auffassung  einer  Strecke 
als  polarer  Vektor  von  der  allgemeinen  Mechanik  her  geläufig  ist,  während 
die  Auffassung  der  Strecke  als  transversaler  Vektor  etwas  Fremdes  hat  — 
zum  Teil  auch  wohl  daran,  daß  man  es  bequemer  finden  mag,  zu  gege- 
benen Geraden  Parallele  zu  ziehen  als  Senkrechte  auf  ihnen  zu  errichten. 
Theoretisch  verdient  jedenfalls  die  Maxwellsche  Anordnung  den  Vorzug, 
weil  sie  allein  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Raum  zuläßt  (die  wir  so- 
gleich vornehmen  werden). 

Übrigens  dürfte  das  ganze  Kapitel  „Reziproke  Diagramme"  bei  Max- 
well interessanter  als  bei  Cremona  zu  lesen  sein.   Abgesehen  davon,  daß 

^')  Siehe  besonders:  L.  Cremona:  Les  figures  reciproques  en  statique  graphique 
(Übers,  v.  Bossut),  Paris  1885,  S.  7  und  S.  Zuerst:  L.  Cremona,  Le  figure  reci- 
proche  nella  statica  grafica,  Mailand  1872;  8.  Aufl.  mit  Einführung  von  G.  Jung, 
Mailand  1879. 
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Cremona  die  Betrachtung  auf  Diskontinua  (Fachwerke)  beschränkt,  er- 
scheint bei  ihm  die  Theorie  dadurch  verflacht,  daß  die  Idee  der  Spannungs- 
fläche nicht  betont  ist,  welche  doch  die  Quintessenz  der  ganzen  Theorie  ist. 
4.  Wir  wollen  nunmehr  noch  mit  Maxwell  die  Formeln  (21)  bis  (25) 
räumlich  verallgemeinern  und,  zunächst  rein  geometrisch,  reziproke  räum- 
liche Diagramme  einführen.  In  einem  iCi/'^^-Raum  sei  irgendeine  Figur 
—  ein  „räumliches  Diagramm"  —  gegeben,  ferner  eine  Funktion  F  {x^  y,  s), 
die  wir  aber  erst  später  als  eine  zu  diesem  Diagramme  gehörige  „Spannungs- 
funktion" deuten  werden.     Mit  Hilfe  der  Gleichungen: 


(28) 


^  — — 


n  = 


dF 


C  = 


dF 


ordnen  wir  diesem  Diagramm  ein  zweites  Diagramm  in  einem  ^>yt-Raum 
zu.  Die  Beziehung  beider  Diagramme  ist  dann  eine  reziproke ;  wenn  wir 
eine  Funktion  0(1,?;,^)  durch  die  Gleichung: 

(29)  F^<X>  =  x^  +  yri-{-zi: 

definieren,  so  ist: 

was  man  durch  Differentiation  der  Gl.  (29)  leicht  bestätigt. 

Insbesondere  stellen  wir  uns  nun,  ebenfalls  nach  dem  Vorgange  Max- 
wells,  „reziproke  Zellensysteme''  her  und  zwar  als  ein  räumliches  Analogon 
zu  den  Fachwerkdiagrammen  der  Figuren  10,  12,  15,  welche  die  Fläche 
eines    gewissen   Umrißpolygons    doppelt   bedecken.      Wir    denken   uns   im 

\Z 


Fig.  19. 


xyz-'Raum.  eine  Anordnung  aneinander  gereihter  Polyeder  (Zellen),  welche 
den  Inhalt  eines  gewissen  geschlossenen  Umrißpolyeders  zweimal  ausfüllen. 
So  erhalten  wir  ein  erstes  räumliches  Zellensystem,  von  dessen  Zellen, 
Wänden,  Kanten  und  Ecken  wir  reden.  (Fig.  19  links.)  Wir  bilden  uns 
dann  eine  stetige  Funktion  F{x,y,z)  von  der  Art,  daß  sie  innerhalb  der  ein- 
zelnen  Zelle  J  immer   mit  einer  linearen  Funktion  a^x  ~\- b^y -{- c^z -\- d- 
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übereinstimmt  und  daß,  wenn  J  und  K  in  der  Wand  J  K  zusammen- 
stoßen, die  Gleichung  dieser  Wand  durch: 

(a.  -  aj  a;  +  (&i  -  ^J  2/  +  (c^  -  cj  2j  +  ^i  -  ^,  =  0 

repräsentiert  wird.  Diesem  Zellensystem  entspricht  dann  vermöge  der 
Formeln  (28)  im  |?yC^Raum  ein  zweites  Zellensystem.  Beide  Zellensysteme 
stehen  in  folgender  reziproker  Beziehung:  Jeder  Zelle  des  einen  Diagramms 
entspricht  eine  Ecke  des  andern,  jeder  Ecke  eine  Zelle,  jeder  Wand  eine 
Kante,  jeder  Kante  eine  Wand.  Jede  Kante  des  einen  Systems  steht 
auf  der  ihr  entsprechenden  Wand  des  andern  Systems  senkrecht. 

Bei  dem  zur  Belebung  der  Vorstellung  von  K.  Wieghardt  gebildeten 
Beispiel  der  Fig.  19  liegen  die  Verhältnisse  so.     Wir  haben: 


links: 

7  Zellen  (den  Würfel  selbst  und 
die  6  Pyramiden,  in  die 
er  zerfällt,  wenn  man 
ihn  längs  der  zwölf  vom 
Würfelmittelpunkt  nach 
den  Kanten  laufenden 
Dreiecke  zerschneidet). 

18  Wände  (die  6  Würfelflächen  und 
die  12  gleichschenkligen 
Dreiecke  mit  den  12  Wür- 
felkanten als  Grundlinien 
und  dem  Mittelpunkt  als 
Scheitel). 

20  Kanten  (die  12  Würfelkanten 
und  die  8  von  seinem 
Mittelpunkte  aus  nach 
den  Würfelecken  gezoge- 
nen Strecken). 


9  Ecken     (die   8  Würfelecken  und 
den  Würfelmittelpunkt). 


rechts: 

7  Ecken     (die      6     Oktaederecken 
und  seinen  Mittelpunkt). 


18  Kanten  (die  12  Oktaederkanten 
und  die  6  von  seinem 
Mittelpunkte  aus  nach 
den  Oktaederecken  ge- 
zogenen Strecken). 

20  Wände  (die  8  Oktaederflächen 
und  die  12  gleichschenk- 
lig-rechtwinkligen Drei- 
ecke mit  den  12  Okta- 
ederkanten als  Hypo- 
tenusen und  dem  Mittel- 
punkt als  Scheitel). 
9  Zellen  ( das  Oktaeder  selbst  und 
die  8  Tetraeder,  in  die 
es  zerfällt,  wenn  man  es 
längs  der  drei  Ebenen 
zerschneidet,  welche  durch 
je  vier  Oktaederecken 
gehen). 
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Die  Funktion  F{x,y,z)  hat  in  den  einzelnen  Zellen  folgende  Werte : 

in  der  Würfelzelle:  Null 

in  der  Pyramidenzelle    1:  x  —  \ 

II:  2/- 1 
III:      -X 

IV:      -  2/ 

V:    z-1    . 
VI:      -z. 

Eine  Benutzung  dieser  reziproken  Zellensysteme  für  Zwecke  der  Mechanik 
geben  wir  im  nächsten  Paragraphen. 


y? 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

§4. 

Einiges  über  räumliche  Spannungssysteme  und  zugehörige 

Spannungsfunktionen. 

1.  Der  Gedanke  liegt  gewiß  nahe,  die  Gleichgewichtsbedingungen  für 
die  Spannungen  eines  räumlichen  Kontin uums  (Fig.  20): 


X 


¥ 


(31)    \ 


ffla  ^ 


dP_ 

dx 
dÜ 


dU 
dy 


+  4^  =  0, 


,    dQ         dS 
dx  "^  dy  ~^  dz 


0, 


dT    ,     dS        dB  _^ 
dx^  dy  ^  dz   ~     ' 


T 
Fig.  20. 


(falls  nur  Oberflächenkräfte  wirken) 

mit  einer  Funktion  F{x,  y,  z)  in  einen  Zusam- 
menhang zu  bringen,  welcher  dem  Airy sehen 
Ansätze  bei  zwei  Dimensionen  analog  wäre.  Indessen  findet  Maxwell, 
daß  man,  wie  man  es  auch  machen  möge,  auf  diese  Weise  nicht  zu  allen 
möglichen  Spannungssystemen  des  Kontinuums  gelangt,  daß  hierzu  viel- 
mehr die  obigen  Gleichungen  zu  drei  verschiedenen  Funktionen  in  Beziehung 
gesetzt  werden  müssen.     Er  führt  dies  auch  näher  aus. 

Es  sind  also  spezielle,  aber  interessante  räumliche  Spannungsvertei- 
lungen, welche  wir  erhalten,  wenn  wir  nun  mit  Maxwell  zwei  verschieden- 
artige   räumliche  Erweiterungen   der  Airy  sehen  Formeln  (2)  vornehmen: 

Der  erste  Ansatz  ist: 

d"F  ^        .  „         d"^F  ^        .  ^        d^F 

dz''    ' 


(32) 


P=Ai?^ 


dx- 


Q  =  AF 


R  =  AF 


S  = 


dy  dz 


T  = 


d^F 
dz  dx 


u  =  - 


dxdy 


[wo    jetzt  A  = 


dx'- 


^  dy"-  ^  dz' 


bedeutet]. 
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Der  zweite  Ansatz  geht  davon  aus,  daß  die  P,  Q,  U  des  Air y sehen 
Ansatzes  durch  folgende  Formel  definiert  werden  können  —  unter  a,  ß 
beliebige  Größen  verstanden: 


P'a^^  +  2U'aß-^Q'ß' 


woraus  sich  dann  folgende  räumliche  Verallgemeinerung  ergibt: 


(33) 


+  2S'ßy  +  2T'ay-\-2U'aß=~ 


wo  cc,  ß,  y  beliebige  Größen  bedeuten. 

Daß  die  Spannungskomponenten  von  (32)  und  (33)  bei  beliebigem  F 
die  Gleichungen  (31)  befriedigen,  bestätigt  man  leicht. 

2.  Der  Inhalt  der  Formeln  (32)  und  (33)  läßt  sich  besser  schildern, 
wenn  wir  gleich  an  die  Idee  der  reziproken  Diagramme  anknüpfen.  Die 
Fragestellung  ist  dann  so:  Durch  eine  gegebene  Funktion  F{xyy,z)  ist 
einerseits  eine  reziproke  Beziehung  zwischen  einem  a;?/^- Diagramm  und 
einem  ^  ?^  t  -  Diagramm  gemäß  den  Formeln  (28)  gegeben,  andererseits  eine 
Spannungsverteilung  im  ic 2/ 2 -Diagramm  gemäß  den  Formeln  (32)  oder  (33). 
Was  nützt  uns  die  Kenntnis  des  |?yt-Diagrammes,  wenn  wir  uns  über 
diese  Spannungs Verteilung  unterrichten  wollen? 

Es  sei  do  ein  Flächenelement  im  0:2/2; -Raum  mit  der  Normalen  n, 
da)  das  entsprechende  Flächenelement  im  |?^C- Räume.  Wir  finden  dann, 
bei  Verwendung  des  ersten  Maxwellschen  Ansatzes  (Gleichungen  (32)), 
auf  do  einmal  eine  Normalspannung  vom  Betrage  AF  pro  Flächenein- 
heit, zweitens  eine  Spannung  [im  Flächenelemente  selbst]  mit  den  Kom- 
^1  pfQ  Flächeneinheit.    Bei  Verwendung  des  zweiten 


ponenten  r— , 


dn 


(34) 


Ansatzes  (33)  hingegen  liefert  uns  einfach  das  Flächenelement  dco,  als 
Plangröße  aufgefaßt,  die  auf  do  kommende  Spannung  nach  Größe, 
Richtung  und  Sinn.  Was  ferner  die  über  ein  endliches  Flächenstück  o 
resultierende  Spannung  angeht,  so  finden  wir  bei  Verwendung  des  ersten 
Ansatzes  deren  Komponenten  durch  die  Gleichungen: 

W.'^'^ " 


X. 


cos  71  a; 


do,     Y=..,    Z, 


M=..,M.^^=...,M^ 


yz  T  zx  '         xy 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II 


-Ift 


x[AF'(io^ny 


dt] 
dn 


y[AF'Cosnx 
44 


dn 


do 
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bestimmt,    oder,    indem    wir   die    Flächenintegrale   in    Integrale    über   die 
Randkurve  der  Fläche  verwandeln,  durch  die  Gleichungen: 


(35) 


Z  =.. 


Bei  Verwendung  des  zweiten  Ansatzes  hingegen  liefert  uns  das  dem 
Flächenstücke  o  entsprechende  Flächenstück  co,  als  Plangröße  aufgefaßt, 
die  über  o  resultierende  Spannung  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  (um 
die  drei  Drehmomente  kümmern  wir  uns  nicht).    • 

Die  so  gefundenen  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  einer  Span- 
nungsfunktion jP(a;,  y,z),  die  dem  zugehörigen  Spannungssysteme  und  seinem 
reziproken  Diagramme  sind  den  entsprechenden  Beziehungen  bei  zwei 
Dimensionen  ganz  analog.  Besonders  deutlich  ist  dies  bei  Verwendung 
des  zweiten  Maxwell  sehen  Ansatzes;  das  als  Plangröße  aufzufassende 
Flächenelement  dco  ist  die  direkte  räumliche  Verallgemeinerung  des  als 
transversaler  Vektor  aufgefaßten  Bogenelementes  do  der  Ebene.  Aber 
auch  beim  ersten  Ansätze  ist  die  Analogie  leicht  zu  finden.  Wir  haben 
z.  B.  bei  zwei  Dimensionen  für  X^  zunächst  die  Formel  (vgl.  Gl.  (3)): 


(36; 


X^  =    Pdy  —  üdx  =     (P cos nx  -{- U cosny) ds. 


und  das  ist  nichts  anderes  als 


/(■ 


d^ 


ds, 


^2  ^2 

[wo  A  =  —-^  +  ^  ist] ,  was  der  ersten  räumlichen  Gleichung  (34)  analog 

ist;  ebenso  hat  die  erste  Gleichung  (35)  ihr  ebenes  Analogo n,  nämlich  die 
den  Gleichungen  (27)  von  S.  682  entnommene  Gleichung: 


^r  =  Vß  -  Vc 


BF 


denn  bei  zwei  Dimensionen  ist  C  =  t-   Null,   also 

dz 
bekommen  wir  für  den  auf  dem  Bogenstücke  ab 
(Fig.  21)    errichteten    Vertikalzylinder    von    der 
Höhe  Eins  die  Spannungskomponente: 


Fig.  21. 
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fjdz 


Cdy  =  f]ß  —  rja 


Noch  konsequenter  könnte  man  die  Analogie  durchführen,  wenn  man 
als  Hilfsmittel  einen  y^vierdimensionalen  Raum''  einführte  und  in  ihm, 
der  Formel: 

t  =  F{x,y,z) 
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entsprechend,  eine  „Air y sehe  Mannigfaltigkeit''  konstruierte.  Mit  den 
Formeln: 

würde  man  diese  Airysche  Mannigfaltigkeit  in  bezug  auf  das  „Paraboloid" : 

2t  =  x"-  +  y"'  +  z"' 

,, polarisieren",  und  die  „senkrechte"  Projektion  dieses  Polargebildes  auf 
den  |?yt-Raum  ergäbe  in  diesem  das  zu  unserm  Spannungssysteme  rezi- 
proke Diagramm.  Solche  Überlegungen  würden  uns  in  vierdimensionale 
Beziehungen  führen,  die  an  sich  sehr  schön  und  überzeugend  sind,  der 
Mehrzahl   der  Leser   aber  doch  unnötige  Schwierigkeiten  bereiten  würden. 

3.  Nach  den  gegebenen  Entwicklungen  bedarf  es  jetzt  nur  noch  ge- 
ringer Mühe,  um  zu  der  im  folgenden  beschriebenen  mechanischen  Deutung 
unserer  früher  betrachteten  reziproken  Zellensysteme  zu  gelangen. 

Mit  beiden  Maxwellschen  Ansätzen  erhalten  wir  zwei  Spannungs- 
systeme, die  an  dem  einen  oder  andern  der  beiden  reziproken  Zellensysteme 
im  Gleichgewicht  sind. 

Und  zwar  erhalten  wir  das  eine  Mal  Spannungen  in  den  Wänden 
des  Diagramms^  die  der  Größe  nach  durch  die  Länge  der  entsprechenden 
Kanten  des  andern  Diagramms  gegeben  sind  (homogene  Spannungen,  wie 
sie  etwa  in  den  Zellwänden  eines  Seifenschaums  herrschen).  Das  andere 
Mal  erhalten  wir  Spannungen  in  den  Kanten  des  Diagramms^  die  der 
Größe  nach  durch  die  Flächeninhalte  der  entsprechenden  Wände  des  andern 
Diagramms  gegeben  sind. 

Also  nur  der  zweite  räumliche  Ansatz  führt  dazu,  Spannungssysteme 
in  Y'ä,\xm\iQ\iQ,n  Fachwerken  kennen  zu  lernen.  Deshalb  ist  in  dem  Henne - 
b er  gschen  Referat  auch  nur  von  diesem  zweiten  Ansatz  die  Rede  (Nr.  41) 
und  auch  das  nur  mehr  beiläufig,  da  die  allgemeine  Lehre  von  der  Airy- 
schen  Spannungsfunktion  dort  nicht  vorausgesetzt  werden  konnte. 

Die  Statik  der  Spannungszustände  irgendwelcher  Träger  gewinnt  offenbar, 
indem  man  den  Gesamtgedankengang  Maxwells  herannimmt,  bedeutend 
an  Interesse;  überhaupt  aber  treten  ihre  verschiedenen  Teile  so  in  einen 
wunderbaren  Zusammenhang,  der  bisher  nur  wenig  bekannt  gewesen  sein 
möchte.  Deshalb  wurde  in  der  vorstehenden  Darstellung  die  Heraus- 
arbeitung dieses  Zusammenhanges  als  eigentliches  Ziel  betrachtet,  womit 
zugleich  für  neue  Entwicklungen  der  Theorie  die  Grundlage  gewonnen  ist. 

Göttingen,  den  10.  Februar  1904. 
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[Math.  Annalen,  Bd.  67  (1909).] 


In  einer  Arbeit  über  „Spannungsflächen  und  reziproke  Diagramme", 
die  ich  vor  einigen  Jahren  zusammen  mit  K.  Wieghardt  im  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  veröffentlichte  '■^),  habe  ich  gezeigt,  daß  die  Wieder- 
heranziehung der  Originalideen  Maxwells  dem  bezeichneten  Gegenstande 
eine  Reihe  neuer  und  interessanter  Seiten  abgewinnen  läßt.  Dabei  blieb 
ein  bestimmter  feinerer  Punkt  unerledigt,  der  im  folgenden  klargestellt 
werden  soll.  Ich  gebe  dabei  meiner  Darlegung  eine  elementare,  analytisch- 
geometrische Form,  die  auch  ohne  Rückgang  auf  die  frühere  Publikation 
verständlich  sein  dürfte.  Auf  rein  geometrische  Begründung,  insbesondere 
die  Einzelheiten  der  graphischen  Darstellung  gehe  ich  dabei  nicht  ein; 
diese  werden,  soweit  sie  erwünscht  scheinen,  in  einer  Arbeit  meines  Assistenten, 
Herrn  Fr.  Pfeiffer,  enthalten  sein,  welche  demnächst  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  erscheinen  wird^). 

1.  Es  sei  ein  gewöhnliches  Eulersches  Polyeder  gegeben,  d.  h.  eine 
aus  ebenen  Facetten  zusammengesetzte  Oberfläche,  welche  zwei  getrennte 
Seiten  besitzt  und  übrigens  dem  Riemannschen  Geschlecht  p  =  0  angehört 
(den  „Zusammenhang"  1  besitzt)^).  Weil  zwei  getrennte  Flächenseiten 
vorhanden  sind,  können  wir  für  jeden  Eckpunkt  des  Polyeders  einen  be- 
stimmten Umlaufungssinn  festlegen,  indem  wir  verabreden,  daß  dieser 
Sinn  von  der  einen  Flächenseite  aus  gesehen  mit  dem  Uhrzeigersinn  über- 
einstimmen soll.  Nun  seien  die  Polyederebenen,  die  in  irgendeinem 
Eckpunkte  (^)  des  Polyeders  zusammenstoßen,  gemäß  der  durch  diesen 
Sinn  festgelegten  Reihenfolge  durch  nachstehende  Gleichungen  gegeben : 

z  =  alx+hly  +  cl, 
z  =  al  x+hl  y-\-  c}  , 
z^^alnX  +  h^y-l-c^, 


(1) 


^)  [Dieser  Aufsntz  ist  aus  einer  Vorlesung  vom  Sommer  1909  entstanden.] 
2)  III.  Reihe,  Bd.  8  (1904).    [Vgl.  die  unmittelbar  vorangehende  Abh.  LXXVII.] 
^)  [Gemeint  ist  die  Abhandlung  „Zur  Statik  ebener  Fachwerke"  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  58  (1909/10).] 

^)  Die  Polyederoberfläche  kann  sich  übrigens  beliebig  durchsetzen. 


0  =  (al- 
0  =  (a/- 

-ai)x  +  {b}- 

-hi)y  +  {ei- 
-K)y  +  {ct- 

-ci). 
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Man  hat  dann  für   die  von  [i)  auslaufenden  Polyederkanten,  genauer  für 
ihre  Projektionen  auf  die  XF-Ebene,  die  Gleichungen: 


(2) 


Die  so  gewonnenen  Projektionen  bilden  ein  ebenes  Diagramm,  für  welches 
wir  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  unmittelbar  einen  Selbstspannungs- 
zustand  aufstellen  können.  Man  lasse  nämlich  am  *-ten  Knotenpunkte  des 
Diagramms  (der  dem  *-ten  Eckpunkte  des  Polyeders  als  Projektion  ent- 
spricht) Kräfte  njit  folgenden  X-,   7- Komponenten  angreifen: 

Xki  -=  bl  —  bl ,     Yli  =  al  —  al\ 


(3) 


Diese  Kräfte  wirken,  wie  man  sofort  erkennt,  der  Reihe  nach  längs  der 
einzelnen  durch  (2)  gegebenen  Kanten  („Stäbe")  des  Diagramms  und 
stehen  übrigens  am  ^-ten  Knotenpunkte  im  Gleichgewicht,  weil  die  Summe 
ihrer  X- Komponenten,  wie  ihrer  7 -Komponenten  verschwindet.  Anderer- 
seits gehört  zu  dem  zweiten  Knotenpunkte,  den  etwa  die  Kante  kl  trägt, 
—  er  möge  /  heißen  — ,  gemäß  der  für  die  Eckpunkte  des  Ausgangs- 
polyeders verabredeten  Umlaufungsregel  (anders  ausgedrückt:  gemäß  dem 
für   unser   Polyeder    geltenden   Moebiusschen  Kantengesetz)   eine  Kraft: 

(4)  Xh  =  bt-bl     Yh  =  4-aL 

welche  der  Kraft  Xli,  Yli  entgegengesetzt  gleich  ist.  Die  an  den  sämt- 
lichen Knotenpunkten  des  Diagramms  angreifenden  Kräfte  ergeben  also 
ein  längs  der  Stäbe  des  Diagramms  wirkendes,  mit  sich  selbst  im  Gleich- 
gewicht stehendes  Selbstspannungssystem;  sie  ergeben,  wie  wir  kurz  sagen 
wollen,  eine  Selbstspannung  des  Diagramms. 

Ich  erinnere  noch  daran,  wie  man  (nach  Maxwell-Cremona)  von 
dem  so  gewählten  Ausgangspunkte  aus  das  zugehörige,  unserem  Diagramm 
reziproke  Diagramm  und  damit  den  Kräfteplan  unserer  Selbstspannung 
konstruiert:  man  hat  einfach  jeder  Polyederebene 

z  =  ax  -^-by-j-  c 
den  Punkt 

(5)  x^b,     y=  —a 

entsprechend  zu  setzen.  In  der  Tat  sind  dann  die  Kräfte  (3),  die  ent- 
lang den  Stäben  unseres  Diagramms  wirken  [unter  Einhaltung  einer  zu 
verabredenden  Zeichenregel],  der  Größe  und  Richtung  nach  durch  die 
die  Punkte  des  reziproken  Diagramms  verbindenden  Vektoren  gegeben. 
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2.  Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  sehen,  daß  man  den  geschilderten, 
von  Maxwell  herrührenden  Ansatz  ohne  weiteres  umkehren  kann.  Um 
die  hierfür  nötige  Überlegung  kurz  und  präzis  zu  fassen,  ist  es  zweck- 
mäßig, zwischen  die  Kanten  unseres  Diagramms  entsprechend  den  Seiten- 
flächen des  Ausgangspolyeders  Blätter  eingespannt  zu  denken  (deren 
einzelnes  also  eine  von  einer  Anzahl  Stäbe  des  Diagramms  begrenzte 
Polygonfläche  vorstellen  wird).  Diese  Blätter  bilden,  zusammengenommen, 
eine  dem  Ausgangspolyeder  Punkt  für  Punkt  entsprechende  Fläche,  die 
also,  gleich  dem  Polj^eder,  dem  Geschlecht  2?  =  0  angehört,  und  auf  die 
sich  unsere  auf  das  Ausgangspolyeder  bezügliche  Verabredung  betreffs  des 
ümlaufungssinnes  der  einzelnen  Eckpunkte  (Knotenpunkte)  überträgt.  Wer 
irgend  an  die  Vorstellung  einer  über  die  Ebene  mehrblättrig  ausgebreiteten 
Riemannschen  Fläche  gewöhnt  ist,  wird  in  der  Erfassung  dieser  einen 
Teil  der  X  Y  -  Ebene  ebenfalls  mehrfach  überdeckenden  Hufs  fläche  keinerlei 
Schwierigkeiten  finden. 

Man  stelle  nun  irgendeine  zu  unserem  Diagramm  gehörige  Selbst- 
spannung auf.  Wir  erfahren  dann  aus  den  Gleichungen  (3)  für  jede 
Kante  des  Diagramms  zugehörige  Werte  der  al  —  a},  hl  —  b},  aus  den 
Gleichungen  (2)  einen  zugehörigen  Wert  von  cl  —  c}.  Die  Frage  ist,  ob 
wir  von  der  Kenntnis  dieser  Differenzen  aus,  gestützt  auf  die  Aufeinander- 
folge der  Blätter  unserer  in  das  Diagramm  eingespannten  Hilfsfläche,  zu 
zugehörigen  Werten  der  al,  bl,  cl  selbst  und  damit  zu  einem  Maxwell- 
Polyeder  widerspruchsfrei  übergehen  können. 

Dies  ist  nun  in  der  Tat  der  Fall  und  zwar  in  der  Weise,  daß  wir 
für  eines  der  Blätter  unserer  Hilfsfläche  die  zugehörigen  a,b,  c,  —  sagen 
wir  als  a^,  b^,  c^  —  beliebig  annehmen  können,  dann  aber  alles  be- 
stimmt ist:  Zum  Beweise  wollen  wir  uns  folgende  Vorstellungsweise  bilden. 
Wir  wollen  die  gesuchten  a,b,  c  als  Funktions werte  auffassen,  die  zu  den 
einzelnen  Punkten  der  Hilfsfläche  gehören,  die  also,  solange  sich  der  Punkt 
innerhalb  eines  Blattes  der  Hilfsfläche  bewegt,  konstant  bleiben,  jedesmal 
aber,  wenn  der  Punkt  über  eine  Kante  hinweg  in  ein  neues  Blatt  tritt, 
gemäß  den  Gleichungen 

(6)         Aa==ai-ai,     Ab  =  bi-bi,     0  =  Aa^x  ~i- Aby -^  Ac 

springen.  Die  Frage  ist  einfach,  ob  man  diese  Differenzengleichungen, 
von  den  irgendeinem  Punkte  der  Hilfsfläche  beigelegten  Anfangswerten 
«0'  ^0'  ^0  beginnend,  über  unsere  Hilfsfläche  hin  eindeutig  integrieren 
kann,  und  diese  Frage  ist,  gemäß  bekannten  Theorien,  zu  bejahen,  weil 
unsere  Hilfsfläche  dem  Geschlechte  p  =  0  angehört  und  die  Umkreisung 
eines  beliebigen  Knotenpunktes  (singulären  Punktes  der  Differenzen- 
gleichungen) allemal  ^Aa=:0,    2J^^  =  0,    JjAc  =  0  ergibt. 
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Also:  Zu  jedem  Selbstspannungssystem  unseres  Diagramms  gehört, 
nachdem  man  die  Konstanten  a^,  b^,  c^  willkürlich  angenommen  hat,  ein 
bestimmtes  Maxwellsches  Polyeder.  Eine  Abänderung  der  a^,  b^,  Cq  be- 
deutet, daß  man  die  rechten  Seiten  der  Formeln  (1)  —  der  Gleichungen 
der  Seitenebenen  des  Polyeders  —  alle  um  dieselbe  lineare  Funktion 
ax  -{-by  -{-  c  vermehrt.  Ist  die  Zahl  der  möglichen  Selbstspannungen  oo", 
so  ist  dementsprechend  die  Zahl  der  zum  Diagramm  gehörigen  Maxwell- 
schen  Polyeder  00^+^.  Die  Zahl  der  reziproken  Diagramme  aber  ist,  weil 
in  den  Formeln  (5)  die  c  fortfallen,  nur  00^+^,  und  von  diesen  unter- 
scheiden sich  jedesmal  00^  nur  durch  eine  Parallelverschiebung  über  die 
Ebene  des  Zeichenbrettes  hin. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  was  es  heißt,  zwei  an  demselben  Dia- 
gramm angreifende  Selbstspannungen  zu  addieren.  Genau  so  wird  man 
zwei  zu  demselben  Diagramm  gehörige  Maxwellsche  Polyeder  addieren 
können.  Man  vereinigt  zu  dem  Zwecke  einfach  die  beiden  demselben 
Blatte  der  Hilfsfläche  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Polyeder: 

z  =  a' X -\-b' y -^  c'     und     z  =  a^'  x  -}-b"  y  ~{-  c" 
zu  der  neuen  Ebene 

(7)  z  =  {a'x  +  b'y  +  c')  +  (a"x  +  b"y  +  c"). 

Die  Selbstspannungen  und  die  Polyeder  bilden  in  diesem  Sinne  je  eine  lineare 
Schar.  Gibt  es  n  „linear-unabhängige"  Selbstspannungen  S^^,  S^, . . .,  S^, 
so  stellt  sich  die  allgemeinste  Selbstspannung  des  Diagramms  in  der  Gestalt 

(8)  X,8,  +  X,8,  +  ...+X„S„ 

dar,  wo  die  ^  beliebig  zu  wählende  Konstante  sind.  Es  gibt  dann  {n  -\-  S) 
linear-unabhängige  Maxwellsche  Polyeder;  der  Überschuß  der  drei  Ein- 
heiten kommt  auf  die  drei  vorhin  eingeführten  Integrationskonstanten. 
Ebenso  gibt  es  {n  ~\~  2)  linear-unabhängige  reziproke  Diagramme. 

3.  In  dem  oben  zitierten  Aufsatze  von  Wieghardt  und  mir 
[Abh.  LXXVII]  ist  bereits  angedeutet,  wie  sich  die  soweit  entwickelten 
Sätze  modifizieren,  wenn  die  Hilfsfläche,  die  in  die  Stäbe  des  Diagramms 
eingespannt  ist,  höheres  Geschlecht  (^  >  0)  besitzt;  ich  gehe  hierauf  gegen- 
wärtig nicht  näher  ein.  Dagegen  wurde  damals  nur  erst  gefragt,  welche 
Bewandtnis  es  mit  solchen  Diagrammen  haben  mag,  die,  durch  Einfügung 
geeigneter  Blätter  vervollständigt,  als  Projektion  einseitiger  Polyeder 
6r5CÄe*nen  („Moebius scher"  Polyeder,  bei  denen  man  keine  zwei  Flächen- 
seiten unterscheiden  kann,  weil  die  eine  Flächenseite  des  einzelnen  Be- 
grenzungspolygons beim  Hinschreiten  über  das  Polyeder  kontinuierlich  in 
die  andere  Flächenseite  des  Begrenzungspolygons  übergeht). 
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Diese  weitere  Frage  zu  beantworten  ist  der  eigentliche  Zweck  meiner 
diesmaligen  Mitteilung.  Ich  werde  mich  dabei,  um  der  Auffassung  keine 
zu  großen  Schwierigkeiten  zu  bieten,  auf  die  Besprechung  eines  einzelnen 
möglichst  einfach  gewählten  Falles  beschränken  (bei  der  dann  die  all- 
gemeine Sachlage  von  selbst  hervorleuchtet). 

Dabei  sei  folgende  Bemerkung  vorausgeschickt.  Ich  habe  die  genannte 
Frage  wiederholt  in  Fachkreisen  gestellt  und  habe,  weil  die  Betrachtung 
des  einseitigen  Polyeders  zunächst  zu  gewissen  Unstimmigkeiten  führt, 
dann  wohl  die  Antwort  erhalten:  besagtes  Polyeder  möge  für  die  Be- 
stimmung der  zum  Diagramm  gehörigen  Selbstspannungen  bedeutungslos 
sein.  Wer  an  den  organischen  Zusammenhang  der  geometrischen  Wahr- 
heiten glaubt,  wird  eine  solche  Ansicht  von  vornherein  nicht  teilen  können. 
Die  folgenden  Betrachtungen  zeigen,  daß  die  Sache  in  der  Tat  ganz 
anders  liegt. 

4.  Das  ebene  Diagramm,  welches  wir  als  Beispiel  wählen,  besteht 
einfach  aus  den  15  Stäben,  welche  sechs  Knotenpunkte  (die  7,  //,...,  VI 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


genannt  werden  sollen)  verbinden.  Der  Übersichtlichkeit  wegen  mögen 
wir  uns  die  Punkte  so  gewählt  denken,  daß  /,  ...,  V  die  Ecken  eines 
regulären  Fünfecks  bilden,  in  dessen  Mittelpunkt  VI  liegt.  Wir  haben 
dann  Fig.  1. 

Dieses  Diagramm  läßt  sich  nun  folgendermaßen  zu  einer  geschlossenen, 
aus  zehn  Dreiecksflächen  bestehenden  und  dabei  „einseitigen"  Hilfsfläche 
ausgestalten. 

Wir  verbinden  zunächst  die  Ecken  7 . . .  F  durch   die  fünf  Dreiecke: 

III III,  II III IV,  III IV  V,  IV  VI,    VIII, 

wie  es  in  der  obenstehenden  Fig.  2  angedeutet  ist;  diese  fünf  Dreiecke 
bilden  in  ihrer  Aufeinanderfolge  ein  übrigens  wohlbekanntes  Beispiel  eines 
in  sich  zurücklaufendes  Moebius sehen  Blattes  (bei  dem  man  durch  Um- 
laufung von  der  oberen  Seite  eines  der  fünf  Dreiecke  auf  die  untere  Seite 
desselben  Dreiecks  kontinuierlich  hinüberkommt). 
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Sodann  verbinden  wir  den  Punkt  VI  mit  den  „freien"  Kanten  dieses 
Blattes,  d.  h.  mit  den  Kanten 

////,  HIV,  VII,  HIV,  IV I 

durch  die  fünf  Dreiecke: 

////  VI,  III  V  VI,    VII  VI,  HIV  VI,  IV  I  VI, 

womit  die  Konstruktion  unserer  Hilfsfläche  vollendet  ist. 

Da  unsere  Hilfsfläche  aus  lauter  Dreiecken  besteht,  ,so  hat  es  keine 
Schwierigkeit,  das  allgemeinste  Raumpolyeder  zu  konstruieren,  dessen 
Orthogonalprojektion  sie  ist.  Wir  errichten  einfach  in  den  Punkten 
/,//,...,  VI  gegen  die  Zeichenebene  beliebige'  Perpendikel,  deren  End- 
punkte 1 ,  2 , . . . ,  6  heißen  sollen,  und  verbinden  die  Raumpunkte  1 ,  2 , . . . ,  6 
genau  so  durch  Dreiecke,  wie  es  eben  zwecks  Konstruktion  der  Hilfsfläche 
mit  den  Punkten  /,  //,  . . .,  VI  geschehen  war  (Fig.  3  auf  S.  696).  Das  so 
entstehende  Polyeder  hängt,  der  Willkür  der  sechs  Perpendikel  entsprechend, 
von  sechs  Konstanten  ab.  Daß  es  einseitig  ist,  folgt  aus  der  Einseitigkeit  der 
Dreieckszone  Fig.  2.  Übrigens  stellt  es  gerade  dasjenige  einfachste  Bei- 
spiel einer  einseitigen  Fläche  vor,  welches  Moebius  seinerzeit  selbst  ge- 
geben hat'^). 

Betrachten  wir  nun  die  statischen  Eigenschaften  unseres  Diagramms. 

a)  Aus  der  allgemeinen  Abzahlung  folgt,  daß  es  (15  —  2-6  +  3)^=6 
linear-unabhängige  Selbstspannungen  zulassen  muß,  und  in  der  Tat  ist  es 
sehr  leicht,  solche  sechs  Selbstspannungen  zu  konstruieren.  Ich  gebe  als 
Beispiel  die  folgenden: 

Nr.  1 ...  5 :  nur  drei  der  von  VI 
auslaufenden  Stäbe,  zwei  Diagonalen  und 
eine  Fünfecksseite  sind  gespannt;  vgl. 
die  nebenstehende  Fig.  4. 

Nr.  6:  längs  der  5  von  VI  auslau- 
fenden Stäbe  herrschen  gleiche  Spannun- 
gen, ebenso  längs  der  fünf  Diagonalen 
des  Fünfecks.     Vgl.  die  Fig.  5.  . 

Diese  Beispiele  von  Selhstspannungen  können  auch  ohne  weiteres 
aus  Maxwellschen  Polyedern  abgeleitet  werden:  jede  der  Figuren  4  ist 
als  Projektion  eines  Tetraeders  anzusehen,  Fig.  5  als  Projektion  einer 
auf  einem  überschlagenen  Fünfeck  errichteten  Pyramide. 

b )  Andererseits  überzeugt  man  sich,  daß  die  allgemeinste  zu  unserem 
Diagramm  gehörige  Selbstspannung  keineswegs  aus  unserem  einseitigen 
Polyeder   in    Maxwellscher    Weise   abgeleitet   werden    kann.      Schon   die 


Fig.  4. 


Fig.  5, 


">)  [Vgl.  Ges.  Werke,  Bd.  II,  S.  520.; 
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Anzahlen  stimmen  nicht.  Denn  die  cx)^  Polyeder  würden  nur  oo^  Selbst- 
spannungen liefern.  Aber  man  bemerkt  bald,  daß  unser  Polyeder  über- 
haupt nicht  in  Maxiv  eil  scher  Weise  benutzt  werden  kann.  Es  war  doch 
der  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  in  Nr.  1,  daß  jeder  Eckpunkt 
unseres  Polyeders  in  bestimmtem  Sinne  umlaufen  werden  sollte.  Zu  dem 
Zwecke  mußten  wir  die  beiden  „Seiten"  der  Polyeder  fläche  unterscheiden 
und  für  die  eine  Seite  den  Uhrzeigersinn  der  Umlaufung  verabreden. 
Dies  ist  hier,  weil  wir  ein  einseitiges  Polyeder  haben,  nicht  möglich. 
Setzen  wir  willlcürlich  fest,  daß  die  Ecke  {%)  des  Polyeders  in  bestimmtem 
Sinne  umlaufen  werden  soll,  und  verschieben  diesen  Umlaufungssinn  über 
die  Fläche  des  Polyeders  ^  hin,  so  erhalten  wir  bei  geschickter  Wahl  des 
Weges  für  die  Ecke  {i)  den  entgegengesetzten  Umlauf ungssinn.  Die  Vor- 
zeichen der  KraftJcomponenten  in  den  Formeln  ( 3 )  lassen  sich  also  nicht 
fixieren,  oder,  wenn  man  lieber  will:  nachdem  man  sie  unter  Festsetzung 
eines  bestimmten  Umlauf ungssinnes  für  den  Punkt  (i)  angenommen  hat, 
ergibt  sich  hinterher,  daß  ebensowohl  die  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu 
gelten  haben. 

c)  Es  muß  interessant  sein,  diese  Verhältnisse  am  reziproken  Dia- 
gramm zu  verfolgen.  In  der  Tat:  da  wir  ein  Polyeder  haben,  so  haben 
wir  auch  (gemäß  den  Formeln  (5))  ein  reziprokes  Diagramm.  Dieses  muß 
dann  so  beschaffen  sein,  daß,  wenn  wir  eine  Seite  desselben  als  einen 
längs  der  entsprechenden  Seite  des  ursprünglichen  Diagramms  herrschenden 
Zug  deuten,  nach  Durchlaufung  des  ganzen  Diagramms  herauskommt,  daß 
sie  ebensowohl  als  Maß  eines  längs  der  korrespondierenden  Seite  des  ur- 
sprünglichen Diagramms  wirkenden  Drucks  zu  gelten  hat! 

5.  In  die  solcherweise  zunächst  entstehende  Verwirrung  bringen  wir 
Ordnung,  indem  wir  unser  einseitiges  Polyeder  (wie  ich  es  bei  einseitigen 
Flächen  in  früheren  Arbeiten  wiederholt  getan  habe  ^),  und  wie  es  übrigens 
heute  allgemein  geläufig  ist)  doppelt  überdeckt  denken  und  somit  durch 
eine  zweiseitige  Fläche  der  doppelten  Ecken-,  Kanten-  und  Flächenzahl 
ersetzen,  deren  Ecken,  Kanten  und  Flächen  paarweise  mit  den  Ecken, 
Kanten  und  Flächen  des  einseitigen  Polyeders  zusammenfallen.  Unser 
ebenes  Diagramm,  bez.  die  mit  ihm  verbundene  „Hilfsfläche",  ist  eine 
Doppelprojektion  dieses  zweiseitigen  Polyeders,  und  wir  erhalten,  wenn 
wir  von  diesem  Polyeder  im  Sinne  von  Nr.  1  Gebrauch  machen,  für  jeden 
Stab  unseres  Diagramms  einen  Zug  und  einen  Druck,  die  sich  gegenseitig 
aufheben;  wir  erhalten  für  unser  Diagramm  eine  Nullspannung.  Wir 
haben  keinen  Widerspruch  mehr,  sondern  etwas  in  sich  Klares,  das  aber 
zunächst   enttäuscht:    die  oo^  einseitigen  Polyeder,  als  deren  Projektion 

®)  [Siehe  z.  B.  meine  Abhandlung  „Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der 
Flächen"  Nr.  XXXVI  des  vorliegenden  Bandes,  speziell  S.  64,  65.     K.J 
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unser  Diagramm  angesehen  werden  kann,  ergeben  für  dieses,  gemäß  der 
neuen  Auffassung,  lauter  Nullspannungen. 

Und  doch  ist  der  Ansatz  gewonnen,  durch  dessen  Verfolg  wir  nun 
zur  positiven  Erledigung  des  Selbstspannungsproblems  für  unser  Diagramm 
kommen.  Mögen  wir  vorab  verabreden,  die  Seitenflächen  unseres  einseitigen 
Polyeders,  die  vom  Eckpunkte  {i)  auslaufen,  folgendermaßen  durch 
Gleichungen  zu  bezeichnen: 
(9)  z  =  aix^-ßiy-\-ri. 

Übrigens  aber  wollen  wir  jetzt  das  allgemeinste  zweiseitige  Polyeder 
(mit  der  doppelten  Ecken-,  Kanten-  und  Flächenzahl)  konstruieren,  dessen 
Doppelprojektion  unser  Diagramm,  bez.  die  zu  ihm  gehörige  Hilfsfläche 
ist,  dessen  Ecken,  Kanten  und  Seitenflächen  nun  aber  nicht  mehr  paar- 
weise zusammenzufallen  brauchen! 

Besagte  Konstruktion  machen  wir  in  einfachster  Weise,  indem  wir 
den  sechs  Knotenpunkten  /, //,  ...,  VI  unseres  Diagramms  je  zwei,  be- 
liebig über  ihnen  gelegene  Raumpunkte  zuordnen  und  die  so  hervor- 
kommenden zwölf  Punkte  in  zweckmäßiger  Weise  durch  Dreiecksflächen 
verbinden. 

Folgendermaßen  etwa.  Mögen  unsere  Raumpunkte  in"  nicht  mißzu- 
verstehender Weise  mit 

V     2'     3'      4'     .5'      6' 
r'     2"     2>"     4''     5"     6'' 
bezeichnet  werden.     Wir  konstruieren   dann  vor   allen   Dingen  eine   Auf- 
einanderfolge von  zehn  Dreiecken 

(1'2"3'),     (2"3'4''),     (3'4''5'),     (4"5'r'),     {h'Vr), 

(r'2'    3"),     (2'  3"  4'),     (3'' 4'  5"),     (4'  5''!'),     (5"  1'  2''), 
die   eine    Ringfläche    mit  zwei  Rändern   vorstellt,  welche   beziehungsweise 
aus  folgenden  fünf  Kanten  bestehen: 

erster     Rand:     (1'  3' ),     (3'  5' ),     (5'  2'),     (2'  4' ),     (4'1'), 

zweiter  Rand:     (1"  3"),     (ö"5"),     (5"  2"),     (2"  4"),     (4"!"). 

Und  nun  gehen  wir  zu  einem  geschlossenen  Polyeder  über,  indem  wir 
von  6'  aus  auf  den  ersten  Rand  und  von  6"  aus  auf  den  zweiten  Rand 
eine  geschlossene  Pyramide  aufsetzen. 

Jedes  so  hervorkommende  (zweiseitige)  Polyeder  wollen  wir  weiter- 
hin ein  Doppelpolyeder  nennen.  Es  gibt  immer  zwei  Ebenen  des  Doppel- 
polyeders, welche  der  Ebene  (9)  des  einseitigen  Polyeders  entsprechen; 
diese  mögen  durch  folgende  Gleichungen   bezeichnet  sein: 


(10) 


z=a}c   x-i-hji   y  +  Cjc  , 
z  =  aic   x+bj,  y  +  cj,  , 
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Wir  statten  nunmehr,  gemäß  der  Verabredung  von  Nr,  1,  die  sämt- 
lichen Ecken  des  Doppelpolyeders  mit  einem  bestimmten  Umlauf ungssinne 
aus.     Möge  dabei,  was  den  Eckpunkt  (^')  angeht,  auf  die  Seitenfläche 

die  andere 

folgen,  so  wird  umgekehrt,  w^as  den.  Eckpunkt  [i")  betrifft,  die  Ebene 

z  =  ai    x-{-hi    y-i-ci' 
der  Ebene 

z^aj,  x  +  h   y  +  Ck 
vorangehen. 

Nach    diesen   Vorbereitungen   werden   wir    nun,  ganz    im    Sinne    von 

Nr.  1,  aus  unserem  Doppelpolyeder   für   das  vorgegebene   Diagramm  eine 

Selbstspannung  ableiten.     Es   genügt  wieder,  die  Komponenten  der  Kraft 

anzugeben,  welche  im  Punkte  (i)  des  Diagramms  entlang  der  Kante  (kl) 

wirken.     Insofern   (^)   Projektion   von   (^')    ist,   erhalten   wir    nach    den 

Formeln  (3)  die  Kraftkomponenten: 

insofern  aber  (i)  Projektion  von  [i")  ist,   müssen   wir   nach   der   gerade 
gemachten   Bemerkung    die   Vorzeichen   umkehren   und   haben    als    Kraft- 
komponenten : 
(11   )  h    ~0k  ,     aic    -ai    . 

Wir   haben   also   insgesamt   längs  unserer  Kanten  [kl)  im  Punkte  {i)  an- 
greifend die  Kraft: 

(12)  xr?=6;*-6;'+&;''-6r,  ri4'=a;'-a;'+ar'-ar. 

Damit  haben  tvir  für  unser  Diagramm  wirklich  eine  Selbstspannung 
konstruiert,  —  jedem  unserer  Doppelpolyeder  entsprechend  eine.  Und  die 
Nullspannung,  die  wir  aus  dem  einseitigen  Polyeder  ableiteten,  ordnet 
sich  hier  ein.  Denn  es  ist  klar,  daß  die  gerade  hingeschriebenen  Werte 
der  XJc^i  ,  Yu  sämtlich  Null  werden,  wenn  die  Ebenen  a\  b\  c  mit  den 
Ebenen  a  ,  b  ,  c  durchweg  in  die  Ebenen  (9)  zusammenfallen,  d.  h.  wenn 
unser  Doppelpolyeder  in  die  Doppelüberdeckung  eines  einseitigen  Polyeders 
übergeht. 

6.  Die  Behauptung  wird  nun  sein,  daß  mit  den  Formeln  (12)  das 
Spannungsproblem  unseres  Diagramms  tatsächlich  erledigt  ist.  Zu  dem 
Zwecke  wird  zweierlei  zu  zeigen  sein: 

1)  das  jede  Selbstspannung  des  Diagramms  durch  Formeln  (11)  ge- 
wonnen werden  kann. 
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2)  wie  die  Differenz  zwischen  der  Zahl  der  Doppelpolyeder  (oo^-)  und 
der  Zahl  der  Selbstspannungen  (oo^)  zu  erklären  ist. 

Beides  erledigt  sich  auf  Grund  der  voraufgeschickten  Betrachtungen 
in  ganz  knapper  Form. 

Ad  1).  Es  wird  hier  zweckmäßig  sein,  neben  das  vorgegebene  Dia- 
gramm und  seine  Hilfsfläche,  welche  Doppelprojektionen  des  Doppel- 
polyeders sind,  nunmehr  ein  Doppeldiagramm,  bez.  eine  Doppelhilfsfläche 
zu  stellen,  die  als  einfache  Projektionen  unseres  Polveders  definiert  sein 
sollen.  Jeder  Kante  des  ursprünglichen  Diagramms  entsprechen  zwei 
übereinanderliegende  Kanten  des  Doppeldiagramms,  und  wenn  man  für 
die  Kante  (kl)  des  ursprünglichen  Diagramms  die  Formel  (12)  hat,  so 
hat  man  für  die 'beiden  entsprechenden  Kanten  des  Doppeldiagramms  bez. 
die  Formeln  (11')  und  (11").  Auf  unser  Doppeldiagramm,  bez.  die  mit 
ihm  verbundene  Hilfsfläche,  finden  nun  unmittelbar  die  Entwicklungen 
unserer  Nr.  2  Anwendung.  Ist  doch  diese  Hilfsfläche  eine  zweiseitige 
Fläche  vom  Geschlecht  ^  =  0 .  Jede  zu  dem  Doppeldiagramm  gehörige 
Selbstspannung  wird  also  in  Max  well  scher  Weise  durch  eines  unserer 
Doppelpolyeder  (und  damit  durch  cx)^  unserer  Doppelpolyeder)  geliefert. 
Es  bleibt  zu  überlegen,  daß  man  jede  auf  das  ursprüngliche  Diagramm 
bezügliche  Selbstspannung  in  eine  Selbstspannung  des  Doppeldiagramms 
verwandeln  kann.  Dies  geht  aber  gewiß  in  der  Weise,  daß  man  die  zur 
einzelnen  Kante  des  ursprünglichen  Diagramms  gehörige  Spannung  zu 
gleichen  Hälften  auf  die  beiden  über  ihr  liegenden  Kanten  des  Doppel- 
diagramms verteilt.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  die  Kräfte  (ll')#und  (11") 
einander  gleich  sind,  und  von  hier  aus  kann  man  durch  geschickte  Wahl 
der    drei    zur   Verfügung   stehenden  Konstanten   erreichen,   daß  allgemein 

(13)  ak  ==  ~ak  ,     bk  =^  —bf,   ,     cu  =  -  Ck   . 

Man  kann  also  zu  jeder  Selbstspannung  des  ursprünglichen  Diagramms 
nicht  nur  überhaupt  ein  Doppelpolyeder  konstruieren,  sondern  insbesondere 
ein  solches,  das  hinsichtlich  der  XY- Ebene  sein  eigenes  Spiegelbild  ist. 
Ad  2)  ergibt  sich  volle  Aufklärung,  indem  wir  auf  den  Begriff  der 
Addition  zweier  zu  demselben  Diagramm  (i.  e.  derselben  Hilfsfläche)  ge- 
hörigen Polyeder  zurückgehen  (Nr.  2).  Es  ist  ganz  klar,  daß  die 
Formeln  (12)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  zu  dem  geivählten  Doppel- 
polyeder ein  beliebiges  einseitiges  Polyeder  unserer  Polyeder  schar  addiert, 
also  die  Ebenen  (10)  durch  folgende  ersetzt: 

/-,  .X  U  =  al'  x-^b'k'  y^Ck'  +  4^ -{- ßly  +  rl, 

\z  =  aic  x  +  bk  y  +  Ck   +  cckX -}-  ßky+ y,^.- 
Hier  enthalten  die  al,  ßl,  7*  im  ganzen  sechs  willkürliche  Parameter  und 
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SO  bestimmen  also  jedesmal  oo^  Doppelpolyeder  in  unserem  Diagramm  die- 
selbe Selbstspannung.  Dies  also  ist  die  Bedeutung  der  einseitigen  Flächen 
für  die  Selbstspannungen  unseres  Diagramms,  daß  sie  gestatten,  alle 
Doppelpolyeder,  welche  dieselbe  Selbstspannung  liefern,  auseinander  ab- 
zuleiten. 

Unter  den  Doppelpolyedern,  welche  dieselbe  Selbstspannung  liefern, 
findet  sich  dann  in  der  Tat  immer  eines,  welches  hinsichtlich  der  XY- 
Ebene  sich  selbst  symmetrisch  ist.    Man  braucht  nur  in  den  Formeln  (14) 

zu  setzen. 

7.  Von  der  Menge  der  Einzelbemerkungen,  die  sich  hier  aufdrängen, 
sei  nur  folgende  hervorgehoben.  Ich  will  die  Z-Ordinaten,  die  zu  den 
Polyedereckpunkten  (i')  und  (*")  des  Doppelpolyeders  gehören,  einen 
Augenblick  z/  und  2/'  nennen,  während  die  Z- Koordinate  des  ent- 
sprechenden Eckpunktes  der  einseitigen  Fläche  d  heißen  mag.  Die  sechs 
Größen  ^{i  =  1,  2,  . . .,  6)  können  beliebig  angenommen  werden.  Anderer- 
seits verwandelt  sich  z{  gemäß  (14)  in  2/+^^,  2/'  in  z-' -\~  d-  Die 
Differenz  z{  —  zf'  ist  also  das  bei  der  Umwandlung  Unveränderliche.  Wir 
werden  sagen,  daß  alle  und  nur  diejenigen  Doppelpolyeder  für  unser 
Diagramm  je  dieselbe  Selbstspannung  ergeben,  deren  beide  Schalen  an 
den  Stellen  1,  2,  ...,  6  gleich  stark  auseinander  klaffen. 

Übrigens  verweise  ich  wieder  darauf,  daß  alle  diese  Angaben  über 
die  Doppelpolyeder  in  den  zugehörigen  reziproken  Diagrammen  eine 
charakteristische  Deutung  finden  müssen. 

Ich  stelle  mir  schließlich  die  Aufgabe,  die  besonderen  Fälle  der 
Selbstspannung,  auf  welche  sich  Fig.  4  und  5  beziehen,  in  unsere  allgemeine 
Betrachtung  einzuordnen. 

Wir  hatten  als  Maxwellsches  Polyeder  im  Falle  4  ein  Tetraeder,  im 
Falle  5  eine  sich  überschlagende  fünfseitige  Pyramide.  Wir  wollen,  was 
frei  steht,  dieses  Tetraeder  mit  seiner  Kante  3  4,  bez.  die  Pyramide  mit 
ihrer  Grundebene  1234  5  auf  die  XF- Ebene  aufsetzen.  Wir  spiegeln 
jetzt  beide  Polyeder  an  der  ZF- Ebene  und  ersetzen  so  das  Tetraeder 
durch  ein  Doppeltetraeder,  die  Pyramide  durch  eine  Doppelpyramide.  Die 
so  entstehenden  Doppelpolyeder  ergeben  dann  für  unser  Diagramm  im 
Sinne  der  Formeln  (12)  gleichfalls  Spannungen  vom  Typus  der  Figuren 
4  und  5. 

Es  ist  die  Frage,  wie  wir  diese  Spannungen,  bez.  Doppelpolyeder 
aus  der  allgemeinen  Konstruktionsvorschrift  der  Nr.  5  herausbringen.  Bei 
der  Doppelpyramide  ist  die  Antwort  unmittelbar.    Wir  werden  die  z-,  z'J 
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für  ^  =  1,  2,  3,  4,  5  gleich  Null  nehmen  und  übrigens  z^  =  —  z^'  setzen. 
In  dem  anderen  Falle  verfahre  ich  so.  Ich  lege  dur oh  die  Kante ///, /F 
des  Diagramms  irgend  zwei  Ebenen,  welche  zur  X  7- Ebene  spiegelbildlich 
liegen.  Nun  nehme  ich  1",  2',  3',  4',  5',  6'  in  der  einen  dieser  Ebenen, 
1',  2",  3'',  4'',  5",  6"  in  der  anderen  (vertikal  über  bez.  unter  /,//,...,  VI) 
an  (wobei  natürlich  3'  und  3",  4'  und  4"  zusammenfallen).  Führt  man 
für  diesen  Fall  die  Konstruktion  des  Doppelpolyeders  gemäß  den  An- 
gaben von  Nr.  5  durch,  so  erhält  man  in  der  Tat  zwei  Tetraeder,  die  so 
liegen,  wie  vorhin  (nur  daß  die  Spitze  6'  des  ersten  Tetraeders  noch  in 
der  Grundfläche  V\  Z'\  4"  des  zweiten  liegt,  und  umgekehrt,  was  eine 
für  die  Bestimmung  der  Selbstspannung  unseres  Diagramms  unwesentliche 
Spezialisierung  ist'). 

Göttingen,  den  31.  März  1909. 
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ßeibungsgesetze  M 


[Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  58  (1910).] 
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„Wir  hatten  uns  die  Gesetze  der  gewöhnlichen  trockenen  Reibung 
durch  untenstehende  Fig.  1  veranschaulicht,  in  welcher  die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  reibenden  Körper  gegeneinander  als  Abszisse,  der  Betrag 
der  Reibung  als  Ordinate  aufgetragen  ist.  Dabei  bedeutet  P  den  Normal- 
druck, der  die  Körper  aneinanderpreßt,  ju  ist  der  Reibungskoeffizient  der 
Bewegung,   ju^  der  Reibungskoeffizient   der   Ruhe.     Man  erkennt,   daß  die 


Z 


5 


^2 


.X- Richtung 


-^x. 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Reibungskraft  für  alle  positiven  Werte  von  v  denselben  negativen  Wert 
{—  juP),  für  alle  negativen  Werte  von  v  denselben  positiven  Wert  (+/^P) 
hat,    für  V  =  0  aber    aller  Werte    fähig    ist,    die    zwischen    (—  ju^P)   und 

(+  /^oP)  liegen- 

„Diese  Gesetze,  die  man  gewöhnlich  nach  Coulomb  benennt  (der  um 

1780  besondere  sorgfältige  Versuche  zu  ihrer  Prüfung  anstellte),  sind  neuer- 
dings von  Painleve  einer  eingehenden  Kritik  unterzogen  worden,  die  in 
der  Behauptung  gipfelt,  daß  selbige  bereits  in  ganz  einfachen  Fällen  zu 
logischen  Widersprüchen  mit  den  Prinzipien  der  Mechanik  führen^).  Ich 
bin  hierüber  mit  Prof.  Prandtl  in  Verbindung  getreten,  und  dieser  ent- 
wickelt an  der  Hand  des  einfachsten  der  von  Painleve  aufgestellten  Bei- 
spiele eine  ganz  andere  Auffassung,  die  er  experimentell  bestätigt,  und 
über  die  hier  berichtet  werden  soll. 


^)  [Aus  einer  im  Wintersemester  1908/09  gehaltenen  Vorlesung.] 

2)  Betreffend   die  Literatur  des  Gegenstandes  wolle  der  Leser  die  Angaben,  von 

Stäckel    in  Nr.   6   des  Artikels  über    elementare  Dynamik  (abgeschlossen  1908)    in 

Bd.  IVi  der  mathematischen  Enzyklopädie  vergleichen. 
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„Es  handelt  sich  um  folgende  mechanische  Aufgabe.  Zwei  Massenpunkte 
von  den  Massen  m^  und  m«,  die  durch  eine  gewichtslose  Stange  von  der 
unveränderlichen  Länge  l  verbunden  sind,  sollen  sich  auf  zwei  parallelen 
Geraden  bewegen  (Fig.  2  auf  S.  704);  die  Führung  von  m^  soll  den  Reibungs- 
koeffizienten /(,  bez.  /<()  haben,  die  von  m.,  aber  soll  vollkommen  glatt 
sein.  Die  xlbszissen  von  m^  und  m.,  mögen  a;^  und  x.,  heißen,  der  Winkel, 
den  die  Stange  l  mit  der  positiven  Abszissenrichtung  bildet,  a.  Auf  m^ 
wirke  nur  die  Reaktion  der  Führung  und  der  Verbindungsstange  l,  auf  m^ 
außerdem  eine  in  Richtung  der  positiven  x  wirkende  konstante  Kraft  X^ 
und   die  von  der  Führung  längs   der  Geraden  herrührende  Reibungskraft. 

,,Wir  haben  (J^nn  zunächst  die  geometrische  Bedingung 

(1 )  x^y  —  ^i  -^  l  cos  a 

und  übrigens,  wenn  der  längs  der  Stange  wirkende  Druck  mit  /  bezeichnet 
wird,  die  Bewegungsgleichungen: 


.  jm^x^'  =  X  cosc^, 

I  m^  x"  ==  X^  —  X  cos  a 


(/*)  X  sin  a. 

Hier  ist  {/i)  der  im  einzelnen  Momente  in  Betracht  kommende  Reibungs- 
koeffizient, also,  sobald  Ruhe  vorliegt: 

(3)  -  ^%£if^)£  +/^o' 
sobald  aber  Bewegung  eintritt,  (^)  =  + /^  und 

(4)  [jii)'A'Xl>0. 

Die  Paradoxien,  welche  Painleve  bei  der  weiteren  Behandlung  des  Pro- 
blems findet,  stecken  in  dieser  Ungleichung  (4). 

,,üm  diese  Paradoxien  hervorzukehren,  genügt  es,  wie  nun  geschehen 
mag,  den  Fall  m^  =  m.,  =  1  zu  betrachten.  Da  infolge  von  (1)  x['  =  x^' 
ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  ohne  weiteres 

(5)  A=  ^' 


2  cos  a  -f-  (//)  sin  a 

Es  gilt  diese  Formel  zu  diskutieren. 

„Wir  knüpfen  dabei  mit  Painleve  an  den  Fall  der  Bewegung  an 
(wo  (ju)  =  +  jii  ist)  und  werden  übrigens  zweckmäßigerweise  von  vorn- 
herein zwei  Haupt  fälle  unterscheiden,  je  nachdem 

'  jii  sin  «  I  S|2  cos  cc  |; 

sollte  I  /i  sin  a  \  =^  \  2  cos  a  j  sein,  so  sprechen  wir  vom  Übergangsfall.  Da 
sin  a  in  der  Figur  2  notwendig  positiv  ist,  wirft  sich  diese  Unterscheidung 
■auf  den  absoluten  Wert  von  tang  a.     Im  ersten  Hauptfalle,  wo 

|tangoj|<^, 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandlungen.  II.  45 
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sprechen  wir  von  einer  flach  gestellten  Stange  (Fig.  3),  im  zweiten  Haupt- 


falle,  wo 


tanga  \  > 


von  einer  steil  gestellten  (Fig  4).    Im  ersten  Hauptfalle  stimmt  das  Vor- 
zeichen von  /  (da  wir  X^  von  vornherein   als  positiv  nahmen)  mit   dem- 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


cos  a  >  0  :  ^  >  0  (Druck) 


cos  oj  <  0  :  ii  <  0  (Zug) 


X^  >  0      {ju)=  —  /LI 

xl<0    iju)^+jLi 


<>0    (/^)=+// 
xl  <  0    {ju)=  —  jbt 

Dagegen  für  den 

Hauptfall  II  (steil  gestellte  Stange 


coscf  >  0:A^0,  jenachdem(//)  =  dzju 

xl>  0  (ju)  nach  Belieben  =  +  /^ 
xl  <  0  Widerspruch  mit  (4) 


cosa  <  0 :  ^  ^  0,  jenachdem(^a)  =  +  ^^^ 

^1  ^  ^    (/^)  nach  Belieben  =  ±  // 
xl  <  0    Widerspruch  mit  (4) 


Die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  cos  a  sind  hier  also 
nicht  unterschieden  und  es  wird  das  Resultat  auch  für  cos  cc  =  0  Geltung 
haben.  —  Endlich  erhalten  wir  für  den 

Übergangsfall 


cos«  >  0  :  ^  >  0  oder  oo,  je  nachdem 


cos  cc  <  0  :  A  <  0  oder  oo,  je  nachdem 


und   von    hier    aus,    wenn   wir  nur    die    endlichen   Werte   von    A    berück- 
sichtigen wollen: 

xl>0  :  (ju)  =  +  ,"  !      a;;  >  0  :  (/i)  =  —  /^ 

xl<0  Widerspruch  mit  (4)  x^  <  0    Widerspruch  mit  (4). 


jenigen   von   cos  a  überein,    im    zweiten    Hauptfalle    mit    dem   Vorzeichen 

von    (jLt)  =   ±1  jLi. 

„Es  sei  nun  für  ^  =  0  eine  von  Null  verschiedene  Anfangsgeschwindig- 
keit xl{=  x^)  gegeben.  Was  wird  eintreten?  Wir  unterscheiden  inner- 
halb eines  jeden  unserer  beiden  Hauptfälle  je  nach  dem  Vorzeichen  von 
x^  und  dem  Vorzeichen  von  cos  a  vier  Unterfälle  und  vereinigen  die  Er- 
gebnisse der  Überlegung  je  in  einer  Tabelle.  Wir  erhalten  dann  aus  der  ] 
Ungleichung  (4)  für  den 

Hauptfall  I  (flach  gestellte  Stange) 
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„Die  Tabelle  für  den  Hauptfall  I  stimmt  mit  dem,  was  wir  erwarten 
werden.  Sie  gibt  in  jedem  Unterfalle  einen  bestimmten  Wert  von  (ju) 
und  damit  von  X;  die  Beschleunigung  ^  cos  cc  des  Punktes  a;^  ist  in  jedem 
Falle  positiv.  —  Dagegen  erscheint  das  Resultat  im  Hauptfalle  II  durchaus 
paradox,  indem  sich  entweder  zwei  Werte  von  (ju)  und  damit  von  l  cos  a, 
oder  keiner  als  zulässig  erweisen.  Und  auch  im  Übergangsfalle  kommen 
wir  aus  den  Paradoxien  nicht  heraus,  indem  wir  beim  Ausschluß  unend- 
licher X  immer  noch  im  Falle  x^  <  0  auf  einen  Widerspruch  stoßen. 

„Diese  Paradoxien  sind  es,  welche  Painleve  herausgebracht  hat  und 
in  denen  er  einen  Widerspruch  mit  dem  Grundsatz  der  Mechanik  findet, 
daß  ein  mechanisches  System,  dessen  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindig- 
keit gegeben  sind,  sich  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  weiterbewegt. 

„Dieser  Argumentation  stellt  nun  aber  Prof.  Prandtl  folgendes 
entgegen : 

1.  Es  ist  gar  nicht  wunderbar,  daß  gegebenenfalls,  je  nachdem  ^:^0 
genommen  wird,  zweierlei  Bewegungen  resultieren.  Denn  die  Führung 
eines  Punktes  längs  einer  Geraden  läßt  sich  konstruktiv  nur  so  ausführen, 
daß  je  nach  dem  Vorzeichen  von  X  tatsächlich  verschiedene  kinematische 
Verhältnisse  vorliegen.    Schließt  man  z.  B.  den  Punkt  zwischen  zwei  dicht 


Fig.  5.  Fig.  6. 

nebeneinander  herlaufende  Schienen  ein  (Fig.  5),  so  wird  er  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  /  hald  an  die  eine,  bald  an  die  andere  Schiene  angepreßt. 
Ebenso  gibt  es  zwei  Möglichkeiten,  wenn  man  den  Punkt  durch  eine  durch- 
bohrte Kugel  ersetzt,  die  auf  einem  Draht  läuft  (Fig.  6). 

2.  Experimentell  wird  man  allerdings  immer  nur  die  eine  Bewegung 
realisieren  können,  weil  die  andere  labil  ist,  und,  eben  eingeleitet,  durch 
die  kleinste  Störung  gleich  in  die  erste  überspringt.  Es  tritt  im  Haupt- 
falle II  bei  positivem  x[  tatsächlich  jedesmal  nur  die  nach  rechts  be- 
schleunigte Bewegung  (Acosa>0)  ein. 

3.  Was  den  Übergangsfall  angeht,  so  hat  man  bei  positivem  x[  in 
dem  oben  bezeichneten  Sinne  X  cos  cc  endlich  und  damit  positiv  zu  nehmen 
Für  negatives  x[  aber  wird  das  tatsächliche  Verhalten  des  Apparates  völlig 
richtig  durch  X  ■-=  cc  geschildert.  Es  tritt  nämlich  instantane  Selbst- 
sperrung der  Bewegung  ein  (was  natürlich  cum  grano  salis  zu  verstehen 
ist;  man  würde  instantane  Selbstsperrung  haben,  wenn  man  es,  beim 
Experiment,  wirklich  mit  starren  Führungen  zu  tun  hätte;  nun  aber  die 
Führungen  tatsächlich  ein  wenig  nachgiebig  sein  werden,  wird  man  statt 
dessen  sehr  rasche  Bremsung  der  Bewegung  beobachten). 

45* 
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4.  Bleiben  die  Unterfälle  des  Hauptfalles  II  mit  negativem  x^,  welche 
dem  voraufgestellten  Schema  zufolge  notwendig  zu  Widersprüchen  führen. 
Die  nähere  Überlegung  und  das  Experiment  zeigen,  daß  man  es  hier 
jedesmal  auch  mit  instantaner  Selbstsperrung  zu  tun  hat. 

„Soweit  die  Mitteilungen  vcn  Prof.  Prandtl.  Ich  füge  meinerseits 
hinzu,  daß  das  Auftreten  von  Selbstsperrungen  in  den  letztangeführten 
Fällen  in  der  Tat  nicht  mit  den  Coulomb  sehen  Gesetzen  in  Widerspruch 
steht.     Wir  haben  in  unseren  Schematen  die  Beschleunigung 

.  X,  cos  a 

A  cos  a 


2  cosa  -f  (,w)  sin  a 


nach  dem  Vorgange  von  Painleve  so  berechnet,  als  wenn  Bewegung 
stattfände.  Indem  wir  dementsprechend  (ju)  =  +  ^u  setzten,  entstanden 
die  Widersprüche.  Aber  es  bleibt  die  Möglichkeit,  daß  instantan  Ruhe 
eintritt.  Dann  verlangt  Coulomb  nur,  daß  (/^)  zwischen  -j- /^q  und  -  /i^ 
liegt,  und  wir  können  dem  /i  gern  einen  in  diesem  Intervalle  liegenden 
Wert  geben,  der  A  zu  oc  macht  und  damit  das  Eintreten-  einer  Selbst- 
sperrung anzeigt.     Damit  sind  die  formalen  Widersprüche  beseitigt. 

,, Fassen  wir  zusammen  und  verallgemeinern  gleich,  was  wir  am  ein- 
fachsten Beispiel  lernten,  so  werden  wir  sagen:  Die  Coulomb  sehen  Ge- 
setze sind  weder  mit  den  Prinzipien  der  Mechanik  noch  mit  den  tat- 
sächlich eintretenden  Erscheinungen  im  Widerspruch ;  sie  müssen  nur 
richtig  interpretiert  werden.  Painleve  behält  das  außerordentliche  Ver- 
dienst, nachdrücklich  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  haben,  daß  gegebenen- 
falls singulare  Verhältnisse  eintreten.  Aber  er  hat  zu  früh  an  logische 
Widersprüche  geglaubt,  statt  alle  Möglichkeiten,  welche  die  Gesetze  bieten, 
durchzudenken. 

„Unsere  Rettung  der  Coulomb  sehen  Gesetze  soll  natürlich  nur  eine 
Rettung  ihres  Prinzips,  nicht  der  in  ihnen  enthaltenen  quantitativen 
Einzelangaben  sein.  Daß  die  Coulomb  sehen  Gesetze  nach  unseren 
heutigen  Kenntnissen  physikalisch  nur  als  eine  Annäherung  an  die  in 
Wirklichkeit  hervortretenden  Verhältnisse  anzusehen  sind,  ist  unter  anderem 
von  Sommerfeld  und  mir  in  unserer  „Theorie  des  Kreisels"  auf  S.  537 ff. 
ausführlich  dargelegt. 

,, Schließlich  wolle  man  noch  beachten,  daß  das  einfache  von  uns 
behandelte  Beispiel  großes  technisches  Interesse  bietet.  Denn  es  gibt  in 
idealisierter  Form  Beziehungen  wieder,  die  in  praxi,  z.  B.  bei  Hebezeugen, 
vielfach  auftreten  dürften.  Der  Gedanke  liegt  nahe,  daß  die  Painleve- 
schen  Entwicklungen,  in  unserem  Sinne  interpretiert,  der  Ausgangspunkt 
für  die  Entwicklung  eines  neuen  Zweiges  der  technischen  Mechanik  werden 
könnten." 
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Das  Vorstehende  ist  eine  Wiedergabe  der  Darstellung,  welche  ich  im 
vergangenen  Winter  in  einer  Vorlesung  über  Mechanik  von  der  Sachlage 
gegeben  habe.  Diese  Darstellung  erhebt  keinen  Anspruch  darauf,  ihren 
Gegenstand  allseitig  zu  behandeln  oder  gar  zu  erledigen;  ich  hätte  sonst 
viel  ausführlicher  auf  Painleves  eigene  Publikationen  und  namentlich 
die  Einwände,  welche  die  Herren  Lecornu  und  de  Sparre  gleich  anfangs 
gegen  Painleves  Entwicklungen  erhoben  haben,  überhaupt  die  ganze  an- 
schließende, meist  ausländische  Literatur  eingehen  müssen.  Mein  be- 
scheidener Zweck  ist,  zu  erneuter  Diskussion  dieser  Dinge,  auch  in  Deutsch- 
land, den  Anstoß  zu  geben.  Mögen  dabei  die  Theoretiker  mit  den  Ex- 
perimentatoren und  konstruierenden  Ingenieuren  Hand  in  Hand  gehen! 
Denn  das  erscheint  am  förderlichsten. 

Göttingen,  den  17.  April  1909. 


i 


LXXX.  Über  die  Bildung  von  Wirbeln  in  reibungslosen ' 

Flüssigkeiten. 

[Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  58  (1910).] 

Am  Schlüsse  seiner  berühmten  Abhandlung  über  die  Wirbelbewegungen^) 
beschreibt  Helmholtz  eine  einfache  Methode  zur  Erzeugung  von  Wirbeln, 
die  jedermann  bei  seiner  Tasse  Kaffee  alltäglich  bequem  ausproben  kann. 
Man  führe  die  ( in  die  Flüssigkeit  eingetauchte )  Spitze  eines  Löffels  eine 
kurze  Strecke  längs  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hin  und  ziehe  sie  dann 
plötzlich  heraus.  Es  bleibt  ein  Wirbelf aden  in  der  Flüssigkeit  zurück, 
dessen  Gestalt  dem  Umriß  der  eingetauchten  Lölfelspitze  entspricht  und 
der  in  Richtung  der  dem  Löffel  ursprünglich  erteilten  Geschwindigkeit  in 
der  Flüssigkeit  fortschreitet.  In  die  Beobachtung  fallen 
natürlich  nur  die  beiden  Punkte,  in  denen  dieser  Wirbel - 
r~^  ^  faden  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  schneidet.  Sie 
erscheinen  als  flache,  oder  —  bei  schnellerer  Vorwärts- 
bewegung des  Löffels  —  als  trichterförmige  Vertiefungen 
Fig.  1.  ^^^  freien  Oberfläche,  um  welche  die  Flüssigkeit  zirkuliert. 

Es  braucht  kaum  gesagt  zu  werden,  daß  diese  Vertiefungen 
als  solche  aus  dem  Zusammenwirken  der  Schwerkraft  und  der  auf  die 
einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  bei  der  Zirkulation  wirkenden  Zentrifugal- 
kraft zu  erklären  sind. 

Im  größeren  Maßstabe  realisiert,  beobachtet  man  dieselbe  Erscheinung 
beim  Rudern:  nach  jedem  Ruderschlag  wandeln  zwei  den  äußeren  Kanten 
des  jeweils  eingetauchten  Ruderteils  entsprechende  Vertiefungen  über  die 
Wasseroberfläche  hin;  die  Mittelpunkte  dieser  Vertiefungen  sind  als  Schnitt- 
punkte der  Wasseroberfläche  mit  einem  Wirbelfaden  aufzufassen,  den  man 
sich  entlang  dem  Gesamtumriß  des  eingetauchten  Ruderteils  verlaufend 
denken  muß. 

Wie  ist  diese  Erscheinung  zu  erklären?  Man  wird  zunächst  jedenfalls 
an  eine  Reibungswirkung  denken.    Eine  solche  tritt  aber,  soviel  ich  sehen 


Q 


^)  [Über  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbel- 
bewegungen entsprechen.  Grelles  Journal,  Bd.  55  (1858)  =  Ges.  Wissenschaftliche 
Abhandlungen,  Bd.  1.] 
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kann,  höchstens  sekundär  hinzu;  man  darf  annehmen,  daß  die  Erscheinung 
in  völlig  reibungsfreien  Flüssigkeiten  im  wesentlichen  ebenso,  wie  geschil- 
dert, verlaufen  würde.  Der  eigentliche  Grund  der  den  üblichen  Aussagen 
der  reibungsfreien  Hydrodynamik  offenbar  widersprechenden  Erscheinung 
scheint  vielmehr  ein  ganz  anderer  zu  sein. 

Ich  will  mir  der  bequemen  Auseinandersetzung  wegen  den  ganzen 
Vorgang  zweidimensional  denken.  In  eine  reibungsfreie,  unendliche,  durch 
eine  horizontale  Ebene  begrenzte  (nur  der  Schwere  unterworfene)  Wasser- 
masse werde  ein  unendlich  breites,  ebenes,  von  einer  horizontalen  Geraden 
begrenztes  Ruderblatt  eingetaucht,  senkrecht  zu  seiner  Ebene  vorwärts 
bewegt  und  inmitten  dieser  Bewegung  instantan  herausgezogen,  Fig.  2 
gebe  ein  scheraatisches  Bild  der  Versuchs anordnung. 


Wasseroberfläche 


Ruder 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


Die  aufeinander  folgenden  Bewegungsvorgänge  dürften  dann  folgender- 
maßen zu  schildern  sein: 

1.  Solange  das  Ruder  in  voller  Tiefe  eingetaucht  ist  und  vorwärts 
geschoben  wird,  herrscht  die  bekannte  Potentialbewegung,  deren  Geschwindig- 
keitskurven in  Fig.  3  abgebildet  sind.  —  Diese  Geschwindigkeitskurven 
sitzen  nicht  genau  senkrecht  auf  dem  Ruderblatt  auf,  sondern  bilden  mit 
ihm  einen  nach  unten  hin  spitzen  Winkel,  der  um  so  kleiner  ist,  je  mehr 
man  an  die  untere  Begrenzungslinie  des  Ruderblattes  herangeht. 

2.  Jetzt  ziehe  man  das  Ruder  plötzlich  vertikal  aus  dem  Wasser  her- 
aus.   Irgendwelchen  Einfluß^  auf  die  Bewegung  der  Wasserteilchen  hat  dies, 


Fig.  5. 

da  ausdrücklich  von  Reibung  abgesehen  werden  soll,  unmittelbar  nicht. 
Die  einzige  instantane  Änderung  ist  die,  daß  sich  jetzt  da,  wo  vorher  das 
Ruder  stand,  in  der  Wassermasse  ein  vertikaler  Schlitz  befindet.   (Fig.  4.) 
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8.  Nun  aber  kommt  die  Schwere,  bez.  der  aus  ihr  resultierende  Fliissig- 
keitsdruck  zur  Geltung,  unter  dessen  Einfluß  die  Wasserpartien  links 
und  rechts  von  diesem  Schlitz  (den  man  sich  als  sehr  schmal  vorstellen 
möge)  sofort  zusammenfließen  werden.  Man  hat  jetzt  in  der  nur  noch 
von  der  Horizontalebene  begrenzten  Wassermasse  da,  wo  vorher  das  Ruder 
stand,  eine  Diskontinuitätsfläche  für  die  den  einzelnen  Wasserteilen  bei- 
zulegenden Geschwindigkeiten,  d.  h.  eine  Wirbelschicht.  Die  Intensität  des 
Wirbels  nimmt  dabei  vom  oberen  Ende  der  Schicht  gegen  das  untere  hin  zu. 

4.  Und  nun  scheint  die  Entwicklung  dieser  Wirbelschicht  die  zu  sein, 
daß  sie  sich  sehr  rasch  um  das  untere  Ende  spiralig  aufrollt,  so  daß  nach 
einiger  Zeit  die  Bewegung  merklich  so  stattfindet,  als  befände  sich  in  der 
Nähe  des  unteren  Endes  der  ursprünglichen  Schicht  ein  nahezu  punktför- 
miges Wirbelgebiet  0.  (Die  von  0  entfernter  liegenden  Stücke  der  Wirbel- 
schicht verteilen  sich  in  stetiger  Deformation  auf  den  immer  länger  wer- 
denden bis  an  die  Wasseroberfläche  reichenden  Ast  der  Spirale  und  verlieren 


IS) 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


damit  für  die  Flüssigkeitsbewegung  immer  mehr  an  Bedeutung ).  —  Das 
Wirbelgebiet  0  unserer  Fig.  7  ist  natürlich  der  Schnitt  unserer  Zeichnungs- 
ebene mit  einem  senkrecht  gegen  dieselbe  (also  parallel  mit  der  unteren 
Begrenzungskante  des  Ruders)  verlaufenden  Wirbelf aden;  und  mit  dem  Ge- 
sagten ist  also  das  Zustandekommen  eines  solchen  Wirbelfadens  erklärt.  — 

Es  erübrigt,  daß  wir  diese  ganze  Überlegung  vom  Zweidimensionalen 
ins  Dreidimensionale  übertragen  (indem  wir  statt  des  unendlich  ausge- 
dehnten Ruderblattes  ein  solches  von  endlicher  Breitenausdehnung  setzen). 
Dann  tritt  an  Stelle  des  gefundenen  geradlinigen  Wirbelfadens  augenschein- 
lich ein  solcher,  der  (mehr  oder  minder  genau)  der  Kontur  des  einge- 
tauchten Ruderteils  folgt,  so  wie  es  der  Versuch,  von  dem  wir  ausgingen, 
vor  Augen  stellt.  — 

Man  wird  natürlich  verlangen  können,  daß  die  hier  nur  qualitativ 
gefaßten  Bewegungs Vorgänge  quantitativ  formuliert,  bzw.  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen der  Hydrodynamik  abgeleitet  werden.  Indem  ich  dies 
anderen  Mathematikern  überlasse,  beantworte  ich  nur  noch  die  zunächst 
hervortretende  Frage,  wie  denn  die  vorgetragene  Theorie  mit  dem  all  ver- 
breiteten, von  Helmholtz  selbst  in  seiner  oben  genannten  Abhandlung 
gegebenen  Satz  verträglich  ist,  daß  durch  Bewegung  starrer  Körper  in 
einer  reibungslosen   nur   der    Schwere   unterworfenen   Flüssigkeit    niemals 
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Wirbel  entstehen  können.  Offenbar  liegt  dies  darin,  daß  wir  das  Zusammen- 
fließen zweier  ursprünglich  voneinander  getrennter  Flüssigkeitspartien  ins 
Auge  zu  fassen  hatten,  während  bei  der  Begründung  des  genannten  Satzes 
angenommen  wird,  daß  Flüssigkeitsteilchen,  welche  einmal  an  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  liegen,  immer  auch  an  der  Oberfläche  bleiben. 
Langeoog,  20.  August  1909. 


[Die  vier  Arbeiten  LXXVII  bis  LXXX  beziehen  sich  im  engeren  Sinne  auf  das- 
jenige Gebiet,  welches  man  an  den  deutschen  Technischen  Hochschulen  als  „technische 
Mechanik"  zu  bezeichnen  pflegt.  Nr.  LXXVII  und  LXXVIII  bedürfen  wohl  keiner 
näheren  Erläuterung.  Sie  suchen  für  die  einfachsten  Aufgaben  der  graphischen  Statik 
die  ursprünglichen  Grundgedanken  Max  well  s  noch  mehr  hervorzukehren  und  zu  ent- 
wickeln, als  in  deip^  bez.  Referate  von  Henneberg  in  Bd.  IV^  der  mathematischen 
Enzyklopädie  (1903)  geschehen  ist.  Ich  nenne  als  weitere  Fortsetzungen  dieser  ünter- 
Buchungen  gern  die  Göttinger  Dissertation  von  Timpe  (1904),  „Probleme  der  Span- 
nungsverteilung in  ebenen  Systemen,  einfach  gelöst  mit  "Hilfe  der  Airy  sehen  Funk- 
tion", und  namentlich  das  Schriftchen  von  Funk  „Die  linearen  Differenzengleichungen 
und  ihre  Anwendung  in  der  Theorie  der  Baukonstruktionen",  Berlin,  1920. 

Nr.  LXXIX  und  LXXX  sind  nur  aus  der  nahen  Verbindung  zu  verstehen,  in 
welche  meine  Lehrtätigkeit  damals  (1910)  zu  derjenigen  von  Prandtl  getreten  war. 
Was  zunächst  Nr.  LXXIX  angeht,  so  hatte  ich  Prandtl  von  den  interessanten  neuen 
Arbeiten  der  Franzosen  zur  Reibungstheorie  starrer  Körper  erzählt,  und  er  hatte 
daraufhin  einen  schönen  Apparat  konstruiert,  welcher  die  bei  geeigneter  Anordnung 
eintretende  Erscheinung  der  Selbstsperrung  in  ausgezeichneter  Weise  zeigte.  (Dieser 
Apparat  ist  abgebildet  in  der  ausführlichen  Abhandlung  von  F.  Pfeiffer  in  der  Zeit- 
schrift für  Math.  u.  Physik,  Bd.  58,  auf  S.  309,  310,  wo  eine  vollständige  und  befriedi- 
gende Analyse  der  l:\ei  ihm  eintretenden  Vorgänge  geliefert  wird.)  Um  die  Diskussion  in 
Gang  zu  bringen,  publizierte  ich  ein  Stück  meiner  damaligen  Vorlesung  ( =  Nr.  LXXIX ), 
woran  sich  im  Original  unmittelbar  bemerkenswerte  Erörterungen  der  Herren  v  o  n  M  i  s  e  s , 
Hamel  und  Prandtl  anschlössen,  auf  die  ich  hier  verweisen  darf  (vgl.  Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Physik,  Bd.  58).  —  Bei  Nr.  LXXX  handelt  es  sich,  wenigstens  indirekt, 
um  die  Theorie  der  Flüssigkeitsreibung.  Prandtl  hat  bekanntlich  auf  dem  Heidel- 
berger Internationalen  Mathematiker- Kongreß  (1904)  die  moderne  Theorie  des  Flüssig- 
keitswiderstandes  dadurch  inauguriert,  daß  er  zeigte,  wie  sich  bei  Flüssigkeitsbewe- 
gung entlang  eines  eingetauchten  Körpers  trotz  noch  so  geringer  innerer  Flüssigkeits- 
reibung dicht  an  der  Wand  des  Körpers  eine  Grenzschicht  verzögerter  Flüssigkeit  aus- 
bildet, welche  weiterhin  Wirbel  endlicher  Dimension  aussendet.  Demgegenüber  ist  in 
Nr.  LXXX  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  bei  der  dort  besprochenen  Versuchsanord- 
nung Wirbel  auch  ohne  jede  Reibung  entstehen  müssen.  Ich  will  damit  aber  in  keiner 
Weise  den  allgemeinen  P  ran  dt  Ischen  Überlegungen  entgegentreten,  deren  Bedeu- 
tung in  der  gerade  damals  sich  mächtig  entwickelnden  Aerodynamik  sehr  bald  zu 
allseitiger  Anerkennung  gelangten.  Ich  brauche  dies  um  so  weniger  zu  versichern, 
als  ich  eben  in  jenen  Jahren  und  weiterhin  mein  Bestes  getan  habe,  um  das  Zustande- 
kommen der  Prandtl  sehen  Versuchseinrichtungen,  bis  hin  zu  dem  großen  Göttinger 
Kaiser- Wilhelm-Institut  für  Aerodynamik  (1916),  zu  fördern.  Mein  kleiner  Beitrag 
Nr.  LXXX  will  nur  ein  Mißverständnis  beseitigen,  das  sich  in  die  klassische  (reibungs- 
lose) Hydrodynamik  seit  unvordenklicher  Zeit  eingeschlichen  hat.  —  Nr.  LXXX  will 
ebenso  wie  Nr.  LXXIX  nur  besagen,  daß  man  bei  der  Diskussion  irgendwelcher  me- 
chanischer oder  physikalischer  Vorkommnisse,  wenn  man  einmal  eine  bestimmte  Auf- 
fassung an  die  Spitze  gestellt  hat,  aus  dieser  alle  Konsequenzen  ziehen  soll,  die  lo- 
gischerweise aus  ihr  folgen  oder  mit  ihr  verträglich  sind,  selbst  wenn  die  Auffassung 
als  physikalisch  nicht  ganz  zutreffend  anzusehen  ist.     K.] 


Druck  von  Oscar  Brandstetter  in'  Leipzig. 
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